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Настоящий обзор продолжает описание вклада петербургских математиков в тео-
рию линейных, классических и алгебраических групп. Вторая часть посвящена ра-
ботам Суслина 1970-х — начала 1980-х годов в области классической алгебраической
K-теории и теории линейных и классических групп. Мы описываем общий контекст
этих работ, формулируем некоторые наиболее важные результаты самого Суслина и
его учеников, а также некоторые наиболее тесно связанные с ними последующие ре-
зультаты.
Ключевые слова: линейные группы, классические группы, алгебраические группы,
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В настоящей части обзора, являющейся непосредственным продолжением [1],
мы обсуждаем пионерские работы Андрея Суслина и его школы второй половины
1970-х — начала 1980-х годов по структурной теории классических групп над
кольцами (см. [2–21]) и их изложение в обзорах самого Суслина [22–24]. Эти работы
в значительной степени определили вторую революцию общности в этой области и
сформировали ее общий контекст. Их влияние на основные темы и методы исследо-
ваний на следующие 45–50 лет невозможно переоценить.

Чтобы поставить эти работы в контекст, обрисуем совсем конспективно историю
этой области. Чуть более подробно эта история изложена в [25] (и в том, что касается
групп над полями, в [26]).

• Ученые XIX в. изучали классические группы над классическими полями, та-
кими как C и R, в контексте групп Ли, и в контексте групп перестановок и
совершенно другими методами, над конечными полями. Леонард Диксон, вероятно,

∗Первая часть статьи см.: Вавилов Н.А. Санкт-Петербургская школа теории линейных групп.
I. Предыстория // Вестник Санкт-Петербургского университета. Математика. Механика. Астро-
номия. 2023. Т. 10 (63). Вып. 3. С. 381–405. https://doi.org/10.21638/spbu01.2023.301

Современные результаты, упоминаемые в этой и дальнейших частях настоящего обзора, бы-
ли поддержаны большим количеством грантов и проектов, среди которых следует особо упомя-
нуть завершенные: 1) проект РНФ 14-11-00335 «Разложение унипотентов в редуктивных группах»,
2) проект РНФ 17-11-01261 «Расщепимые редуктивные группы над кольцами и близкие к ним»,
и текущие: 3) проект фонда «Базис» 20-7-1-27-1 «Высшие символы в алгебраической K-теории»,
4) проект РНФ 22-21-00257 «Алгебраические группы над кольцами и группы Стейнберга».
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был одним из первых, кто явно осознал аналогию и около 1905 г. начал единообразно
доказывать результаты над произвольными полями.

• После работ Германа Вейля и в особенности Жана Дьёдонне теория класси-
ческих групп над произвольными полями и телами сформировалась как отдельная
большая область исследований, известная как геометрическая алгебра, или гео-
метрия классических групп [27, 28].

• В 1950–1960-е годы усилиями многих математиков, в первую очередь Кло-
да Шевалле, Армана Бореля, Жака Титса, Тони Спрингера, Жана-Пьера Серра и
других, классические группы над полями и конечномерными телами стали рассмат-
риваться в основном в контексте теории алгебраических групп1 .

• В эти же годы, в основном в связи с потребностями теории чисел и в кон-
тексте теории арифметических групп, начали изучаться классические группы над
нульмерными кольцами, такими как локальные или полулокальные, и над арифме-
тическими кольцами (кольца главных идеалов, дедекиндовы и т. д.).

• Основополагающие работы Хаймана Басса 1960-х годов запустили первую
революцию общности в этой области. А именно Басс [29] осознал, что во многих
важных отношениях группы финитарных матриц бесконечной степени над произ-
вольным (не обязательно даже коммутативным!) ассоциативным кольцом устроены
так же, как обычные группы матриц над полем.

Hо в действительности он сделал гораздо больше. Он ввел важнейшую новую
размерность кольца, стабильный ранг sr(R), которая (с точностью до константы)
легко мажорируется обычными размерностями. Совершенно поразительное откры-
тие состояло в том, что в стабильной области, т. е. когда степень n достаточно
велика по сравнению с sr(R), группы GL(n,R) все еще во многих аспектах ведут
себя примерно так же, как группы над полем. Точнее, отличия от классических
ответов есть, но они контролируются значениями неких новых арифметических ин-
вариантов кольца, K-функторами.

• Эти работы послужили отправной точкой классической алгебраической
K-теории [30]. В самом первом приближении алгебраическая K-теория — это ли-
нейная алгебра сегодня. Например, каждое конечномерное векторное пространство
над полем является свободным модулем, т. е. имеет базис. Над кольцом это, во-
обще говоря, совершенно не так. Чтобы иметь базис, модуль должен для начала
хотя бы иметь координатную систему, т. е. быть проективным модулем2 . Груп-
па Гротендика K0(R) кольца R измеряет отклонение ответа от классического: чем
она больше, тем больше существует проективных модулей конечного ранга, не яв-
ляющихся свободными.

Аналогично, как мы все помним с первого курса, над полем группа SL(n,R)
матриц с определителем 1 порождается элементарными преобразованиями первого
типа. Над кольцом это, вообще говоря, совершенно не так. Группа Уайтхеда K1(R)
кольца R измеряет отклонение ответа от классического: чем она больше, тем больше
существует обратимых матриц, не являющихся произведением элементарных.

1При этом возникло совершенно фундаментальное понимание, что одновременно с классиче-
скими группами следует изучать (предпочтительно теми же методами!) исключительные груп-
пы. В последние десятилетия эта тема стала одной из основных для петербургской алгебраиче-
ской школы. Но сам Андрей Суслин заинтересовался этим не в то время, к которому относятся
излагаемые здесь результаты, а значительно позже. Исследования исключительных групп будут
упомянуты в заключительной (четвертой) части нашего обзора.

2С точки зрения топологии, геометрии и глобального анализа свободные модули — это три-
виальные расслоения, а проективные модули — это локально тривиальные расслоения.
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• Следуя Роберту Стейнбергу [31], Джон Милнор [32] определил группы Стейн-
берга St(n,R) и функтор K2(R) для произвольных ассоциативных колец. Однако
здесь возникает фундаментальное отличие от K0(R) и K1(R), состоящее в том, что
группа K2(R) уже совершенно нетривиальна и несет нетривиальную арифметиче-
скую информацию даже на уровне поля, классический ответ выполняется, вообще
говоря, лишь для конечных полей.

• Фантастическим успехом алгебраической K-теории на начальном этапе бы-
ло полное решение в работе Басса—Милнора—Серра [33] поставленной в XIX в.
конгруэнц-проблемы для всех дедекиндовых колец арифметического типа (на-
пример, для колец целых в числовых полях). В простейшем виде это вопрос: верно
ли, что каждая подгруппа конечного индекса в SL(n,R) содержит нетривиальную
главную конгруэнц-подгруппу, т. е. все матрицы, сравнимые с e по модулю идеа-
ла I � R, I 
= 0? В работе [33] обнаружена связь группы K1(R) с центральными
классическими темами алгебраической теории чисел, в частности с законами вза-
имности.

• В работах Басса и его последователей того периода, в первую очередь Энто-
ни Бака, Леонида Васерштейна, Кита Денниса, Майкла Стайна, Андрея Суслина,
Вильберда ван дер Каллена и др., были доказаны теоремы стабилизации для K-
функторов (в первом изводе) и основные структурные теоремы для классических
групп в стабильной области. Притом не только для GL(n,R) и других собствен-
но классических групп, но и для различных их обобщений, таких как унитарные
группы Бака (см. [25, 34]). Чуть позже, хотя и не в полном объеме аналогичные
результаты были получены и для исключительных групп.

• Но в тот момент прозошло очередное чудо! Известно, что группа GL(2, R)
ведет себя исключительным образом и надеяться для нее на стандартные ответы
не приходится даже для столь просто устроенных колец как R = Z. В 1972–1973 гг.
Джон Уилсон и Игорь Голубчик [35, 36] независимо друг от друга заметили, что для
групп GL(n,R) при n ≥ 3 стандартное описание выполняется над произвольным
коммутативным кольцом3 .

• Какое-то время это казалось необъяснимой изолированной диковинкой, но
вскоре появилась работа Андрея Суслина [10], в которой было доказано4, что снова
над произвольным коммутативным кольцом при n ≥ 3 элементарная подгруппа
E(n,R) нормальна в GL(n,R). Более того, там же был предложен систематиче-
ский метод доказательства такого рода результатов: локально-глобальныйпринцип
Квиллена—Суслина.

Эта работа и дальнейшие связанные с ней работы самого Андрея, его учеников,
соавторов и последователей, оказали огромное и во многих отношениях определя-
ющее влияние на все последующие исследования в области теории классических
групп над кольцами. Здесь мы планируем чуть подробнее описать сами эти работы
и их дальнейшее развитие в Петербурге. Нет, разумеется, никакой возможности от-
разить здесь многие сотни публикаций, инспирированных работами Суслина того
времени, скажем в США, Китае или Индии, их мы цитируем очень выборочно, в
основном только книги, обзоры и некоторые наиболее важные статьи.

3И в действительности, для колец, удовлетворяющих более слабым условиям коммутативности,
но мы, разумеется, не имеем возможности углубляться здесь в теорию некоммутативных колец.

4Сама теорема нормальности доказана в 1976 г., в том числе для почти коммутативных колец,
т. е. колец, конечно порожденных, как модуль над центром (см. по этому поводу работу Марата
Туленбаева [17], где эта теорема в такой общности воспроизводится со ссылкой на Суслина).
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Работы Суслина по проблеме Серра (на уровне K0) и их роль в коммутативной
алгебре очень хорошо известны и детально отражены в прекрасных монографиях,
в том числе в энциклопедической по охвату книге Тцитюэна Лэма [37]. С другой
стороны, дальнейшие работы Суслина на уровне K2 и K3, начиная с его великих ра-
бот с Сашей Меркурьевым [38–41], а также последующие циклы работ по K-теории
Милнора, гомологической стабилизации, вырезанию, мотивным когомологиям, мо-
дулярной теории представлений алгебраических групп и т. д. прекрасно отражены
в замечательном обзоре Эрика Фридландера и Меркурьева [42].

Поэтому здесь мы ограничиваемся жестким временным периодом (1974–1982)
и главным образом работами Суслина на уровне K1. И по временному охвату и по
содержанию это ближе всего к тексту Сурендера Гупты и Павамана Мурти [43], с
тем, разумеется, что здесь мы пытаемся отразить, как эти работы Суслина повлияли
на основные тенденции развития области в последующие 45 лет.

В этом смысле настоящая часть нашего обзора является не заменой обзора [42],
а дополнением к нему, где обсуждаются главным образом следующие результаты
Суслина, оказавшие огромное влияние на все дальнейшие работы по структурной
теории классических (и исключительных!) групп над кольцами, но при этом либо
вообще не отраженные, либо лишь бегло упомянутые в [42]:

• теорема нормальности Суслина;
• локализационный метод Квиллена—Суслина;
• стабилизация в алгебраической K-теории (простое доказательство теоремы

Басса—Васерштейна и аналогичного результата на уровне K2, теоремы Суслина—
Туленбаева, теоремы стабилизации для K-теории Володина);

• линейные группы над полиномиальными кольцами;
• дополняемость унимодулярных строк, матрицы Суслина.
Первоначально я планировал включить также высшие символы Меннике и за-

коны взаимности, но это невозможно в силу ограничений объема.
При этом я даже не пытаюсь формулировать результаты в самой общей, точной

или сильной форме. Основная цель — передать дух и стилистику этого направле-
ния и сформулировать в простейшей ситуации несколько ключевых результатов.
Точные формулировки приводятся только для полной линейной группы GL(n,R),
результаты для других групп лишь упоминаются.

1. Основные обозначения. Напомним несколько стандартных обозначений,
используемых далее как в этой части обзора, так и в двух следующих частях. Хоро-
ших современных книг по теории линейных групп над кольцами нет, единственным
источником продолжает оставаться написанная четверть века назад монография
Александра Хана и Тимоти О’Миры [44]. Более подробно все эти пререквизиты на-
поминаются также в нашем обзоре с Алексеем Степановым [45].

1.1. Группы. Наши обозначения, относящиеся к теории групп, совершенно
стандартны. Для двух элементов x, y ∈ G через [x, y] = xyx−1y−1 обозначается их
левонормированный коммутатор, а через xy = y−1xy и yx = yxy−1 соответственно
правый и левый сопряженные к x при помощи y. Кратные (alias высшие) коммутато-
ры также всегда предполагаются левонормированными, так что, например, [x, y, z]
обозначает [[x, y], z].

Мы используем запись H ≤ G, чтобы подчеркнуть, что H является подгруппой
в G, а не просто подмножеством, тогда мы написали бы X ⊆ G. В свою очередь,
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запись H � G обозначает, что подгруппа H нормальна в G, иными словами, что для
любых двух элементов x, y ∈ G из того, что xy ∈ H вытекает, что yx ∈ H .

Для двух подмножеств X,Y ⊆ G через X · Y или просто XY обозначается их
произведение по Минковскому, XY = {xy | x ∈ X, y ∈ Y }. Точно так же через
X−1 обозначается множество X−1 = {x−1 | x ∈ X}. Множество X называется
симметрическим, если X−1 = X .

1.2. Кольца. Пусть R — ассоциативное, но, вообще говоря, не обязательно
коммутативное кольцо с 1. Обозначим через Cent(R) — центр кольца R, состоящий
из тех элементов кольца R, которые коммутируют со всеми его элементами. Кольцо
A = Cent(R) коммутативно, а R является A-алгеброй.

По умолчанию идеалами I кольца R называются только двусторонние идеалы,
в противном случае мы всегда явно говорим о левых или правых идеалах. Чтобы
указать, что I является идеалом в R, мы пишем I � R. Каждому идеалу I � R
отвечает каноническая проекция на фактор-кольцо ρI : R −→ R/I, отображающая
элемент λ ∈ R в его класс λ̄ = λ mod I = λ+ I по модулю I.

1.3. Матрицы. Для двух натуральных чисел m,n через M(m,n,R) обознача-
ется аддитивная группа m× n-матриц с коэффициентами из R. Как обычно, eij —
стандартная матричная единица, т. е. матрица, у которой в позиции (i, j) стоит 1
и нули во всех остальных позициях. Для матрицы x ∈M(m,n,R) через xij обозна-
чается ее матричный элемент в позиции (i, j), так что

x = (xij) =
∑

xijeij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.

Через x∗j обозначается j-й столбец матрицы x, равный (xij), 1 ≤ i ≤ m. Точно так
же через xi∗ обозначается ее i-я строка (xij), 1 ≤ j ≤ n.

Матричное умножение превращает аддитивную группу M(n,R) = M(n, n,R)
квадратных матриц степени n в ассоциативное кольцо, называемое полным мат-
ричным кольцом степени n над R. В случае, когда термин «степень» имеет аль-
тернативное значение, об элементах M(n,R) говорят как о матрицах порядка или
размера n. Многие вычисления основаны на том, что в терминах стандартных мат-
ричных единиц умножение матриц определяется следующим образом:

eijehk = δjheik, 1 ≤ i ≤ l, 1 ≤ j, h ≤ m, 1 ≤ k ≤ n.

Как обычно, через e = e11 + . . . + enn обозначается единичная матрица степени n.
Степень единичной матрицы обычно не фигурирует в обозначениях и определяется
из контекста.

КольцоM(n,R) естественно истолковывается как кольцо линейных операторов
свободного R-модуля ранга n.

• Пусть Rn — свободный правый R-модуль, состоящий из всех столбцов u вы-
соты n с компонентами из R. Тогда M(n,R) можно отождествить с кольцом эндо-
морфизмов Rn. А именно, M(n,R) действует на Rn слева: M(n,R) × Rn −→ Rn,
(x, u) �→ xu.

• Следуя ПолюКону, обозначим свободный левыйR-модуль, состоящий из строк
длины n с компонентами из R через nR. Ясно, что M(n,R) действует на nR справа:
nR×M(n,R) −→ nR, (v, x) �→ vx.

2. Полная линейная группа. Воспроизведем теперь стандартные обозначе-
ния, относящиеся к линейным группам, необходимые для понимания дальнейшего.
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Пусть R — произвольное ассоциативное кольцо с 1, а n — натуральное число.
Мультипликативная группа M(n,R)∗ полного матричного кольца M(n,R) обозна-
чается через G = GL(n,R) и называется полной линейной группой степени n
над R. Таким образом, по определению

GL(n,R) = {x ∈M(n,R) | ∃y ∈M(n,R), xy = e = yx}.

Мы обозначаем матрицу, обратную к матрице g = (gij) ∈ G, через g−1 = (g′ij).
Столбцы и строки обратной матрицы — через g′∗j и g′i∗ соответственно.

Ясно, что R → GL(n,R) является функтором из колец в группы. Иными сло-
вами, кольцевой гомоморфизм φ : R −→ S индуцирует групповой гомоморфизм

GL(n, φ) : GL(n,R) −→ GL(n, S), (gij) �→ (φ(gij)).

Особенно часто в дальнейшем возникает следующий частный случай. Пусть I —
идеал кольца R. Рассмотрим каноническую проекцию ρI : R −→ R/I, посылающую
элемент λ ∈ R в элемент λ̄ = λ mod I = λ+ I. Эта проекция определяет гомомор-
физм редукции ρI : GL(n,R) −→ GL(n,R/I) такой, что образ матрицы x = (xij)
равен x̄ = (x̄ij). Этот гомоморфизм известен как редукция по модулю I.

Как известно, для коммутативного основного кольца R можно построить муль-
типликативный гомоморфизм det : M(n,R) −→ R, det(xy) = det(x) det(y). Теорема
Крамера состоит в том, что матрица x над коммутативным кольцомR в том и только
в том случае обратима, когда ее определитель det(x) обратим в R. Таким образом,
в случае коммутативного кольца R полную линейную группу можно определить
следующим образом:

GL(n,R) = {x ∈M(n,R) | det(x) ∈ R∗}.

Для коммутативного кольца R можно определить специальную линейную
группу степени n над R, состоящую из матриц с определителем 1,

SL(n,R) = {x ∈M(n,R) | det(x) = 1}.

В силу мультипликативности определителя SL(n,R) нормальна в GL(n,R), причем
фактор-группа GL(n,R)/ SL(n,R) ∼= R∗ абелева, [GL(n,R),GL(n,R)] ≤ SL(n,R).

3. Элементарные преобразования. Напомним, как выглядят самые просто
устроенные — и тем самым самые важные! — классы элементов в GL(n,R), элемен-
тарные трансвекции и элементарные псевдоотражения. Это в точности элементар-
ные преобразования первого и второго типа, которым мы учим студентов на первом
курсе.

3.1. Элементарные преобразования первого типа. Элементарной
трансвекцией называется матрица tij(ξ) вида

tij(ξ) = e+ ξeij , ξ ∈ R, 1 ≤ i 
= j ≤ n.

Изобразим для примера элементарные трансвекции в GL(2, R):

t12(ξ) =

(
1 ξ
0 1

)
, t21(ξ) =

(
1 0
ξ 1

)
,
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это в точности матрицы того же типа, как те, которые фигурировали в теореме
Санова.

Подгруппа полной линейной группы G = GL(n,R), порожденная всеми элемен-
тарными трансвекциями tij(ξ), называется элементарной подгруппой и обозна-
чается E = E(n,R). Таким образом, по определению

E(n,R) =
〈
tij(ξ), ξ ∈ R, 1 ≤ i 
= j ≤ n

〉
.

В алгебраической K-теории принято называть элементы E(n,R) элементарны-
ми матрицами. Чтобы избежать конфликта с традиционным словоупотреблением,
элементарные трансвекции и элементарные псевдоотражения называются элемен-
тарными преобразованиями.

Пусть кольцо R коммутативно. Тогда определитель всех трансвекций равен 1.
Поэтому заведомо E(n,R) ≤ SL(n,R), так что в общем случае никак нельзя ожи-
дать, что E(n,R) = GL(n,R).

В некоторых важных случаях группа SL(n,R) порождается элементарными
преобразованиями первого типа, иными словами, имеет место равенство E(n,R) =
SL(n,R). Скажем, на первом курсе мы доказываем, что это так для поля R = K и
для эвклидова кольца R, например для Z или K[x].

Однако в общем случае это уже совершенно не так и, вообще говоря, E(n,R) <
SL(n,R) уже для колец главных идеалов. Именно с этим связан известный факт,
что приведение матриц к нормальной форме Смита над кольцами главных идеалов
гораздо труднее, чем над эвклидовыми кольцами.

3.2. Элементарные преобразования второго типа. Сейчас мы подпра-
вим определение элементарной группы, с тем чтобы получить группу, которая еще
ближе к GL(n,R). В коммутативном случае определитель трансвекции равен 1. Та-
ким образом, чтобы получить хорошее приближение к GL(n,K), нужно ввести дру-
гой тип элементарных преобразований, для которых определитель может принимать
произвольные обратимые значения.

Для обратимого ε ∈ R∗ определим элементарное псевдоотражение:

di(ε) = e+ (ε− 1)eii, ε ∈ R∗, 1 ≤ i ≤ n.

Иными словами, di(ε) = diag(1, . . . , 1, ε, 1, . . . , 1), где ε стоит на i-м месте. Ясно, что
di(ε)

−1 = di(ε
−1), так что действительно di(ε) ∈ GL(n,R) для всех обратимых ε.

Для примера изобразим элементарные псевдоотражения в GL(2, R):

d1(ε) =

(
ε 0
0 1

)
, d2(ε) =

(
1 0
0 ε

)
.

4. Относительные группы. Пусть теперь I — идеал кольца R. Сейчас мы
определим аналоги полной линейной и элементарной групп, зависящие от пары
(R, I), так называемые относительные группы.

4.1. Конгруэнц-подгруппы. Ядро гомоморфизма редукции ρI называется
главной конгруэнц-подгруппой в GL(n,R) уровня I и обозначается GL(n,R, I).
По определению

1 −→ GL(n,R, I) −→ GL(n,R) −→ GL(n,R/I).
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Две матрицы x = (xij) и y = (yij) называются сравнимыми по модулю I, если
xij ≡ yij (mod I) для всех 1 ≤ i, j ≤ n. Как и для скаляров, сравнимость по модулю I
обозначается через x ≡ y (mod I). Главная конгруэнц-подгруппа GL(n,R, I) состоит
из всех матриц x ∈ GL(n,R), сравнимых с e по модулю I:

GL(n,R, I) = {x ∈ GL(n,R) | x ≡ e (mod I)}.
Так как ядро любого гомоморфизма является нормальной подгруппой, тогда

в группе GL(n,R) может быть довольно много нормальных подгрупп, по крайней
мере, если в кольце R много идеалов.

С идеалом I связана еще одна естественная нормальная подгруппа в GL(n,R).
А именно рассмотрим центр C(n,R/I) группы GL(n,R/I). Полный прообраз
группы C(n,R/I) относительно гомоморфизма редукции ρI обозначается через
C(n,R, I) и называется полной конгруэнц-подгруппой уровня I. C(n,R, I) =
ρ−1
I (C(n,R/I)). Так как C(n,R) является ядром канонической проекции πR :

GL(n,R) −→ PGL(n,R), это значит, что C(n,R, I) является ядром πR/I ◦ ρI :
1 −→ C(n,R, I) −→ GL(n,R) −→ PGL(n,R/I).

Тем самым C(n,R, I) тоже является нормальной подгруппой в GL(n,R). Хайман
Басс обозначал группу C(n,R, I) через GL′(n,R, I), в то время как в книге Хана
и О’Миры используется обозначение GL̃ (n,R, I). Однако обозначение C(n,R, I)
является общепринятым в русских источниках и кажется нам более суггестивным.

Переводя это определение на язык сравнений, мы видим, что

C(n,R, I) = {x ∈ GL(n,R) | x ≡ λe (mod I), λ̄ ∈ Cent(R/I)}.

4.2. Относительные элементарные группы. Элементарная трансвекция
x = tij(ξ) такая, что ξ ∈ I, называется трансвекцией уровня I. Заметим, что клас-
сически в этом случае говорили, что уровень x содержится в I.

Рассмотрим подгруппу E(n, I) в E(n,R), порожденую всеми элементарными
трансвекциями уровня I:

E(n, I) = 〈tij(ξ), ξ ∈ I, 1 ≤ i 
= j ≤ n〉.
Снова эта группа не зависит от выбора объемлющего кольца R с 1, а лишь от самого
I, рассматриваемого как кольцо без 1.

Однако, с точки зрения группы GL(n,R), группа E(n, I) не может быть пра-
вильным аналогом элементарной группы E(n,R). Дело в том, что, вообще говоря,
группа E(n, I) не может быть нормальной в GL(n,R). Почему? Возьмем матрицу
x = (xij) ∈ E(n, I). Тогда xij ≡ 0 (mod I) для i 
= j, но xii ≡ 1 (mod I2). Но это
означает, что, вообще говоря, даже элементарные сопряженные

zij(ξ, ζ) = tji(ζ)tij(ξ)tji(−ζ), ξ ∈ I, ζ ∈ R,
не могут принадлежать E(n, I). В самом деле, диагональные элементы

z12(ξ, ζ) =

(
1− ξζ ξ
−ζξζ 1 + ζξ

)
сравнимы с 1 по модулю I, но, вообще говоря, не по модулю I2.
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Поэтому правильная относительная элементарная группа — это нормаль-
ное замыкание подгруппы E(n, I) в E(n,R). Эта группа уже зависит от кольца R,
что и отражено в ее обозначении — E(n,R, I).

5. Предельная линейная группа и функтор K1. Теперь у нас все готово,
чтобы определить важнейший инвариант колец.

5.1. Предельная линейная группа. Через x1⊕ . . .⊕xt обозначается прямая
сумма матриц x1, . . . , xt, xi ∈ GL(ni, R), т. е. блочно диагональная матрица с бло-
ками x1, . . . , xt на главной диагонали и нулями во всех остальных местах. Иногда
x1 ⊕ . . . ⊕ xt называется также диагональной суммой x1, . . . , xt, и обозначается
diag(x1, . . . , xt). Например,

x⊕ y = diag(x, y) =

(
x 0
0 y

)
.

Пусть теперь m > n. Определим вложение ψ = ψmn полной линейной группы
GL(n,R) степени n в полную линейную группу GL(m,R) степени m, полагая

ψ(x) = x⊕ e =
(
x 0
0 e

)
,

где e — единичная матрица степени n − m, это то, что по-английски называет-
ся stability embeddings. В дальнейшем мы отождествляем GL(n,R) с ее образом
ψ(GL(n,R)) ≤ GL(m,R) относительно этого вложения. Особенно важны вложения
ψn = ψn+1

n , увеличивающие степень матриц на 1.
Ясно, что эти вложения согласованны, иными словами, ψln = ψlm◦ψmn для любых

l > m > n. Индуктивный предел направленной системы (GL(n,R), φmn )

GL(R) = lim−→GL(n,R) =
⋃

GL(n,R)

совпадает с объединением всех групп GL(n,R), n ∈ N, по отношению к этим вло-
жениям, и называется предельной полной линейной группой = quite general
linear group. Предельные группы часто называются также стабильными.

Простейший способ представлять себе GL(R) состоит в том, чтобы изображать
ее элементы бесконечными матрицами

x =

⎛⎜⎝x11 x12 . . .
x21 x22 . . .
...

...
. . .

⎞⎟⎠ ,

такими, что xij ∈ R для всех i, j ∈ N и при этом xij 
= δij лишь для конечного числа
пар (i, j). Такие формально бесконечные — но отличающиеся от единичной матрицы
лишь в конечном числе позиций! — матрицы часто называются финитарными.
Группа GL(R) состоит из всех обратимых финитарных матриц.

Ясно, что семейства подгрупп E(n,R), GL(n,R, I) и E(n,R, I) согласованны с
вложениями ψmn , в том смысле, что при вложении каждая из этих подгрупп перехо-
дит в подгруппу того же типа, но большей степени.

• Это означает, что мы можем определить предельные элементарные груп-
пы E(R) посредством

E(R) = lim−→E(n,R) =
⋃
E(n,R).
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Пусть теперь I — идеал в R. Главные конгруэнц-подгруппы GL(n,R, I) и отно-
сительные элементарные группы E(n,R, I) также согласованы с этими вложениями.
В частности, можно определить соответствующие предельные группы, а именно:

• предельную главную конгруэнц-подгруппу уровня I

GL(R, I) = lim−→GL(n,R, I) =
⋃

GL(n,R, I),

• предельную относительную элементарную группу уровня I

E(R, I) = lim−→E(n,R, I) =
⋃
E(n,R, I),

Великое наблюдение Хаймана Басса [29] состояло в том, что с точки зрения
структуры линейные группы устроены тем проще, чем больше их степень. В част-
ности, предельные линейные группы над произвольным ассоциативным кольцом
устроены примерно так же, как линейные группы конечной степени над полем.

5.2. Функторы K1(n,R, I). Классическая лемма Уайтхеда утверждает, что
для любого идеала I в R соответствующая предельная относительная элементарная
группа E(R, I) нормальна в GL(R) и при этом фактор-группа GL(R, I)/E(R, I) абе-
лева. В действительности имеет даже место несколько более точный результат [32,
лемма 4.3]. Группа GL(R, I)/E(R, I) совпадает с центром GL(R)/E(R, I).

Фактор-группа GL(R, I)/E(R, I) настолько важна, что заслуживает специаль-
ного обозначения. А именно

K1(R, I) = GL(R, I)/E(R, I)

и K1(R) = K1(R,R). Абелева группа K1(R, I) называется K1-функтором пары
(R, I), а K1(R) называется K1-функтором кольца R.

Хотелось бы по аналогии определить нестабильный K1-функтор:

K1(n,R, I) = GL(n,R, I)/E(n,R, I),

однако, вообще говоря, совершенно неясно, почему K1(n,R, I) является группой,
а не просто множеством с отмеченной точкой. Иными словами, почему E(n,R, I)
нормальна в GL(n,R, I)?

Оказывается, в двух важнейших контекстах это действительно так. Один из
этих контекстов стабильная = абелева K-теория был создан Бассом, а второй —
нестабильная = неабелева K-теория — Суслиным.

6. В стабильном ранге. Начнем придавать точный смысл утверждению, что
линейные группы устроены тем проще, чем больше их степень.

6.1. Стабильный ранг. Самым полезным понятием размерности, с точки
зрения приложений в линейной алгебре, является введенный Хайманом Бассом в
1964 г. стабильный ранг [29].

Напомним, что строка (a1, . . . , an) ∈ nR называется унимодулярной, если ее
компоненты a1, . . . , an порождают R как правый идеал, т. е. a1R + . . . + anR = R.
Иными словами, найдутся такие b1, . . . , bn ∈ R, что a1b1 + . . .+ anbn = 1.

Пусть I � R — идеал в R. Унимодулярная строка (a1, . . . , an) ∈ nR называется
I-унимодулярной, если a1 − 1 ∈ I и ai ∈ I для всех 2 ≤ i ≤ n. Таким образом,
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I-унимодулярная строка (a1, . . . , an) сравнима со строкой (1, 0, . . . , 0) по модулю I.
Множество всех I-унимодулярных строк длины n обозначается через Umd(n,R, I),
а если R = I, то просто через Umd(n,R). Заметим, что d здесь — это первая буква
слова destra.

Аналогичные понятия можно ввести с заменой строк на столбцы. А имен-
но столбец (b1, . . . , bn)

T ∈ Rn называется унимодулярным, если его компонен-
ты b1, . . . , bn порождают R как левый идеал, т. е. Rb1 + . . . + Rbn = R. Иными
словами, найдутся такие a1, . . . , an ∈ R, что a1b1 + . . . + anbn = 1. Этот столбец
называется I-унимодулярным, если (b1, . . . , bn)

T ≡ e1 (mod I). Множество всех
I-унимодулярных столбцов высоты n обозначается через Ums(n,R, I), а в случае
R = I просто через Ums(n,R). Здесь s — первая буква слова sinistra.

Строка (a1, . . . , an+1) называется стабильной, если найдутся b1, . . . , bn ∈ R та-
кие, что правый идеал, порожденный a1+an+1b1, . . . , an+an+1bn, совпадает с правым
идеалом, порожденным a1, . . . , an+1. Строка называется I-стабильной, если можно
найти такие b1, . . . , bn, принадлежащие идеалу I.

Говорят, что стабильный ранг пары (R, I) равен n и пишут sr(R, I) = n, если:
• выполняется условие Басса SRn+1(R, I), каждая I-унимодулярная строка дли-

ны n+ 1 является I-стабильной;
• не выполняется условие Басса SRn(R, I), существует I-унимодулярная строка

длины n, не являющаяся I-стабильной.
Если такого n не существует — иными словами, если существуют сколь угодно

длинные нестабильные унимодулярные строки, — то говорят, что стабильный ранг
пары бесконечен, sr(R, I) =∞. Как обычно, sr(R,R) обозначается просто через sr(R)
и называется стабильным рангом кольца R.

В действительности термин «стабильный ранг» и обозначение sr появились в ре-
зультате неправильного перевода. Первоначально Хайман Басс говорил об области
стабильности равной stable range, но Леонид Васерштейн [46, 47] ошибочно истол-
ковал range как rank. В результате возник чрезвычайно полезный инвариант колец,
вероятно самый полезный с точки зрения линейной алгебры.

Стоит предостеречь, что значение sr(R) сдвинуто на 1 по сравнению с усло-
вием Басса SRn(R). Например, стабильный ранг поля K равен 1, в то время как
с точки зрения Басса выполняется условие SR2(K), а 1 не попадает в область
стабильности. Чтобы добавить еще немного неопределенности, Вильберд ван дер
Каллен предложил для sr(R) − 1 обозначение kdim(R), так что в его обозначениях
kdim(K) = 0.

Основным общим результатом о связи стабильного ранга и размерности яв-
ляется теорема Басса. В простейшей версии она оценивает стабильный ранг через
размерность Крулля dim(A) = dim(Spec(A)). В простейшем виде теорему Басса
можно сформулировать следующим образом.

Теорема 1. Если R кольцо, конечно порожденное как модуль над коммута-
тивным кольцом A, то sr(R) ≤ dim(A) + 1.

Упомянем два простейших следствия этого результата:
• если R дедекиндово, то sr(R) ≤ 2;
• если K поле, то sr(K[x1, . . . , xn]) ≤ n+ 1.
В действительности Басс доказал более сильный результат, в котором фигу-

рирует не размерность Крулля, а более тонкий инвариант кольца — размерность
Басса—Серра δ(R). Мы не будем напоминать нужные для ее определения по-

58 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2024. Т. 11 (69). Вып. 1



нятия, относящиеся к области комбинаторной топологии, а отметим лишь, что это
более точный вариант размерности Джекобсона jdim(A) = dim(Max(A)) (см. [30,
гл. III, предложение 3.13]). Вот та же самая теорема Басса на bis.

Теорема 2. Если R кольцо, конечно порожденное как модуль над коммута-
тивным кольцом A, то sr(R) ≤ δ(A) + 1.

6.2. Строение GL(n,R) в стабильной области. Основные структурные
результаты, верные для линейных групп над полями и для предельных линейных
групп, продолжают выполняться и для групп GL(n,R) в стабильной области.
Иными словами, для всех колец R, для которых n > sr(R). Это классическое на-
блюдение Хаймана Басса [29, 30] послужило отправной точкой всей современной
теории линейных групп над кольцами.

Как уже упоминалось, группы GL(2, R) ведут себя патологическим образом и
нет, вообще говоря, никакой надежды доказать для них структурные теоремы для
сколь-нибудь общих колец. Поэтому всюду далее мы ограничиваемся случаем n ≥ 3.
Сформулируем два типичных результата Хаймана Басса [29], которые показывают,
что для больших n дела обстоят гораздо лучше.

Теорема 3. Предположим, что n ≥ max(sr(R)+1, 3), а A,B�R — двусторон-
ние идеалы R. Тогда имеет место равенство

[E(n,R,A),GL(n,R,B)] = [E(n,R,A), E(n,R,B)].

Упомянем два простейших частных случая этого результата:
• в условиях теоремы E(n,R, I)�GL(n,R);
• в условиях теоремы [E(n,R),GL(n,R, I)] = E(n,R, I).
Вторая из этих формул является ключом к доказательству следующего резуль-

тата.

Теорема 4. Предположим, что n ≥ max(sr(R) + 1, 3). Тогда подгруппа
H ≤ GL(n,R) в том и только том случае нормализуется элементарной группой
E(n,R), когда существует идеал I �R такой, что E(n,R, I) ≤ H ≤ C(n,R, I).

Такой идеал I единственнен и определяется формулой E(n,R, I) = [E(n,R), H ].

7. Теорема нормальности Суслина. Хотелось бы понять, что происходит в
метастабильной области, когда n меньше стабильного ранга кольца.

Определение групп E(n,R) и E(n,R, I) явным образом ссылается на элементар-
ные трансвекции, т. е. на стандартный базис модуля Rn. В 1976 г. Андрей Суслин
обнаружил совершенно поразительный факт, что для коммутативных колец при
n ≥ 3 сами эти группы не зависят от выбора базиса. Следующий ключевой резуль-
тат, теорема нормальности Суслина, впервые опубликован в [10] (см. также [17]).

Теорема 5. Пусть R — коммутативное кольцо, n ≥ 3. Тогда для любого иде-
ала I � R относительная элементарная группа E(n,R, I) нормальна в GL(n,R).

С точки зрения философа все доказательства этого результата устроены совер-
шенно одинаково. Все трансвекции вида gtij(ξ)g−1, где g ∈ GL(n,R), — или какого-то
чуть более общего вида — раскладываются в произведение элементарных множите-
лей. Однако математику более интересен вопрос: как именно осуществляется такое
разложение?
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7.1. Лемма Суслина. В действительности исходное доказательство Суслина
доказывало значительно больше, а именно что все трансвекции вида e + uξv, где
n ≥ 3, u ∈ Rn, v ∈ nR, vu = 0, ξ ∈ R, для которых строка v унимодулярна, а не
только сопряженные элементарных трансвекций, принадлежат E(n,R)

Это доказательство основывалось на следующей лемме. Пусть вначале v ∈ nR—
произвольная строка. Мы рассматриваем линейное уравнение

vx = v1x1 + . . .+ vnxn = 0

по отношению к x = (x1, . . . , xn)
t ∈ Rn. Для коммутативного кольца R у этого урав-

нения есть следующие очевидные решения: x(i, j) = vjei − viej, 1 ≤ i < j ≤ n.
Оказывается, в случае, когда строка u унимодулярна, любое решение этого уравне-
ния является линейной комбинацией этих очевидных решений.

Лемма 1. Пусть R — коммутативное кольцо и n ≥ 3. Тогда для унимодуляр-
ной строки u ∈ nR любое решение x ∈ Rn однородного линейного уравнения ux = 0
является линейной комбинацией решений x(i, j), 1 ≤ i < j ≤ n:

x = (x1, . . . , xn)
t =

∑
i<j

cijx(i, j).

Заметим, что можно положить cij = vjxi − vixj для всех 1 ≤ i, j ≤ n. Ясно,
что c = (cij) образует антисимметрическую матрицу. Напомним, что матрица x
называется антисимметрической, если xij = −xji для всех i 
= j и xii = 0. Обозначим
через Alt(n) множество всех антисимметрических матриц степени n.

Это замечание позволяет дать следующую чрезвычайно элегантную переформу-
лировку и усиление первоначального рассуждения Андрея Суслина [10] в терминах
антисимметрических матриц, [8].

Теорема 6. Пусть R — коммутативное кольцо, n ≥ 3, u ∈ Rn, v ∈ nR,
vu = 0. Тогда e + uξv ∈ E(n,R) для всех ξ принадлежащих идеалу, порожденному
компонентами столбца u и строки v.

Таким образом, не нужно требовать даже, чтобы столбец u или строка v по
отдельности были унимодулярны.

7.2. Разложение трансвекций. В 1987 г. Алексей Степанов предложил за-
мечательную идею доказательства теоремы Суслина, которая доказывает лишь при-
надлежность элементарной группе трансвекций вида gtij(ξ)g−1, где g ∈ GL(n,R),
но зато с лучшей оценкой на количество элементарных множителей5 . Следующий
результат является небольшим уточнением «темы» работы [49].

Теорема 7. Пусть R — коммутативное кольцо, I � R — идеал в нем. Тогда
для любой матрицы g ∈ GL(n,R), n ≥ 3, элементарная группа E(n,R, I) порожда-
ется трансвекциями e + eiξv такими, что 1 ≤ i ≤ n, причем vi = 0, а в строке
vg−1 есть хотя бы одна нулевая компонента.

5Однако в то время мы не рассматривали этот результат как имеющий самостоятельную цен-
ность. Если не считать написанную в 1987 г. кандидатскую диссертацию самого Степанова и мою
докторскую диссертацию того же года, первая официальная публикация этой идеи содержится в
нашей совместной работе с Евгением Плоткиным [48], сразу в контексте групп Шевалле. Разуме-
ется, все это изменилось, когда мы стали интересоваться явными оценками, о чем будет упомянуто
в заключительной части настоящего обзора.
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Заметим, что условие vi = 0 необходимо, чтобы e + eiξv действительно бы-
ло трансвекцией, которая в этом случае автоматически принадлежит E(n,R, I). С
другой стороны, наличие нулевой компоненты в строке vg−1 гарантирует, что и
трансвекция g(e+ eiξv)g

−1 также принадлежит E(n,R, I).

7.3. Контрпримеры. Для n = 2 следующий эффектный контрпример, раз-
вивающий тему Поля Кона [50], был приведен самим Суслиным [4].

Пусть F — поле алгебраических функций от одной переменной над полем кон-
стант K и пусть S — некоторое конечное множество точек поля F . Обозначим через
OS подкольцо в F , состоящее из функций, не имеющих полюсов вне S. В случае,
когда S = {v} состоит из одной точки, будем писать Ov вместо O{v}. В случае,
когда deg(v) = 1, кольцо Ov изоморфно кольцу многочленов K[t] и, следователь-
но, E(2,K[t]) = SL(2,K[t]). Оказывается, это единственный случай, когда E(2,Ov)
нормальна в GL(2,Ov).

Теорема 8. Группа E(2,Ov) в том и только том случае является нормаль-
ным делителем в GL(2,Ov), когда deg(v) = 1.

Построение примера для n ≥ 3 потребовало чуть больше усилий. Следующий
замечательный результат Виктора Герасимова показывает, что нет, вообще говоря,
никакой надежды обобщить теорему нормальности Суслина на произвольные ассо-
циативные кольца.

Пусть K — произвольное поле. Рассмотрим свободную алгебру от 2n2 некомму-
тирующих переменных xij и yij и возьмем ее фактор-алгебру

R = K
〈
xij , yij

〉
/
(
xy = e = yx

)
по соотношениям, гарантирующим, что общие матрицы x = (xij) и y = (yij) явля-
ются двусторонне обратимыми.

Теорема 9. Группа GL(n,R) допускает разложение в амальгамированное про-
изведение

GL(n,R) = GE(n,R) ∗K∗ R∗.

Особенно эффектно выглядит этот пример в случае K = F2, когда GL(n,R) яв-
ляется свободным произведением E(n,R) и свободной циклической группы, порож-
денной образом матрицы x. Тем самым в этом случае подгруппа E(n,R) выделяется
нетривиальным свободным сомножителем в GL(n,R) и, значит, настолько далека от
нормальности, насколько это вообще можно себе представить.

Это не значит, конечно, что теорему Суслина вообще нельзя обобщить на неком-
мутативные кольца. Например, как уже упоминалось, сам Суслин обобщил ее на
почти коммутативные кольца, т. е. кольца конечномерные как модуль над своим
центром. Игорь Голубчик, совместно с Виктором Марковым и Александром Ва-
сильевичем Михалевым [52, 53] и другие ученики Михалева, в особенности Сер-
гей Хлебутин, фактически6 обобщили ее на чрезвычайно широкие классы колец,
включающие в себя, в частности, кольца, удовлетворяющие нетривиальному поли-
номиальному тождеству (PI-кольца). Энтони Бак [54] обобщил ее на квазиконечные

6Формально там сформулированы несколько более слабые результаты типа субнормальности.
Но, как замечено в [49], фактически из них с учетом совершенности E(n,R) и простых теоретико-
групповых соображений типа тождества Холла—Витта, вытекает нормальность.

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2024. Т. 11 (69). Вып. 1 61



кольца (правильно определенные индуктивные пределы почти коммутативных ко-
лец). Есть и другие более технические варианты в терминах локального стабильного
ранга и т. д., детальный обзор можно найти в [25, 34, 49].

7.4. Стандартные коммутационные формулы. Для проведения редук-
ции уровня в духе Басса при описании нормальных подгрупп в GL(n,R), о чем
пойдет речь в следующем разделе, Леонид Васерштейн [55], а также Зенон Боревич
и автор [56] доказали следующий пандан к теореме Суслина.

Теорема 10. Пусть R — коммутативное кольцо, n ≥ 3. Тогда для любо-
го идеала I � R имеет место коммутационная формула [E(n,R),GL(n,R, I)] =
E(n,R, I).

При этом оба первых доказательства были основаны на идеях Суслина: мы с
Боревичем использовали сформулированную выше лемму Суслина, а Васерштейн —
лемму Квиллена—Суслина.

Эта тема получила большое развитие в последние 10–15 лет. Леша Степанов,
Рузби Хазрат, Дзухонг Чжанг и автор доказали большое количество различных сов-
местных обобщений теорем 6 и 10 для пар идеалов, в духе теоремы 3. Сформулируем
один из первых наших результатов в этом направлении.

Теорема 11. Пусть R — квазиконечное кольцо, n ≥ 3. Тогда для двух любых
идеалов A,B �R имеет место равенство

[E(n,R,A),GL(n,R,B)] = [E(n,R,A), E(n,R,B)].

Вначале мы с Лешей [57] доказали этот (и на самом деле чуть более сильный)
результат для коммутативных колец методом разложения унипотентов. Потом
Рузби и Дзухонг [58] перенесли его в такую общность, используя развитый ими от-
носительный вариант метода Квиллена—Суслина7 . Наконец, мы с Лешей [59]
заметили, что при помощи соображений в стиле релятивизации (использовавшей-
ся ранее Стайном, Суоном, Суслиным и другими) можно вывести этот результат
в такой общности непосредственно из обобщения Бака [54] теоремы Суслина, осно-
ванного на его методе локализации-пополнения. Подробнее обсуждение такого
рода результатов, их вариантов, обобщений и приложений можно найти в наших сов-
местных работах [60–63]. В некотором смысле финальным результатом на этом пути
была работа Степанова [64], в которой развито следующее существенное усиление
метода Квиллена—Суслина, универсальная локализация. В самые последние
годы эта тема получила дальнейшее неожиданное развитие в другом направлении,
в духе анрелятивизации.

7.5. Обобщения на другие группы. Здесь нет, разумеется, никакой воз-
можности обсуждать историю обобщений теоремы Суслина на другие классические
группы, которая началась с работ самого Суслина и Славы Копейко [8, 14]. Она
детально изложена в наших обзорах и статьях [25, 34, 49, 68]. Поэтому упомянем
лишь два рекордных результата: доказательство Джованни Таддеи [65] обобщения
теоремы нормальности на все группы Шевалле и доказательство Виктора Петро-
ва и Насти Ставровой [66] обобщения этой теоремы на все достаточно изотропные

7Если быть совсем точным, они использовали вариант метода Бака [54]. Но потом выяснилось,
что можно обойтись и вариантом исходного метода Квиллена—Суслина (подробнее см. раздел 13).
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редуктивные группы. Заметим, что обе эти работы использовали метод Квиллена—
Суслина или его варианты и обобщения.

8. Вторая революция общности. В действительности примерно одновремен-
но с теоремой нормальности Суслина было получено несколько важных структур-
ных результатов в такой же общности и было осознано, что для коммутативных и
близких к ним колец и многие другие качественные результаты выполняются начи-
ная с некоторого места, не зависящего от размерности кольца.

8.1. Теорема Уилсона—Голубчика. Следующая удивительная теорема,
обобщающая для коммутативных колец теорему Басса 4 на группы всех степеней
n ≥ 3, была открыта Джоном Уилсоном [35] и Игорем Голубчиком [36]. Разумеется,
здесь она сформулирована уже с учетом послезнания (сами они различали группу
E(n,R, I) и ее нормальное замыкание в GL(n,R)).

Теорема 12. Пусть R — коммутативное кольцо и n ≥ 3. Тогда для любой
подгруппы H в GL(n,R), нормализуемой E(n,R), существует единственный идеал
I � R такой, что E(n,R, I) ≤ H ≤ C(n,R, I).

В дальнейшем многие авторы дали новые доказательства этой теоремы, ее обоб-
щений на другие группы, более широкие классы колец и т. д. Из простых ранних
доказательств снова упомянем работу Васерштейна [55], где дано локализационное
доказательство в духе localisation and patching, основанное на методе Квиллена—
Суслина8 , а также нашу с Боревичем работу [56], где дано элементарное доказатель-
ство, основанное на том, что два произвольных элемента a, b ∈ R коммутативного
кольца линейно зависимы, ab − ba = 0, т. е. фактически снова используются тако-
го же рода соображения, как в лемме Суслина. Позже было предложено и много
других доказательств, в частности доказательство, непосредственно основанное на
методе разложения унипотентов [49].

Здесь нет никакой возможности обсуждать обобщения этой теоремы на другие
классические группы. Этим много занимались Игорь Голубчик, Леонид Васерштейн,
Ли Фуань, Ю Хонг и многие другие (см. ссылки в [25, 34, 49, 68]). Мы вернемся к
этой теме в последней части настоящего обзора в связи с результатами Раймунда
Пройссера по обратному разложению унипотентов, которые можно понимать
как количественный аналог теоремы 12 с точными оценками [67].

Почти окончательные результаты для групп Шевалле (с какими-то незначи-
тельными ограничениями при необратимой 2 для систем с кратными связями) по-
лучили Эйичи Абе, Кадзуо Судзуки и Леонид Васерштейн. Потом в моих совмест-
ных работах с Мишей Гавриловичем и Сергеем Николенко были предложены новые
прямые доказательства, не использующие локализацию (см. ссылки в [68, 69]). Для
симплектических групп и группы типа G2 последние точки при необратимой 2 бы-
ли поставлены в работах Дугласа Косты и Гордона Келлера [70, 71], а для F4 — в
нашей работе [72], так что теперь результат звучит так: «Пусть R — произвольное
коммутативное кольцо, а Φ — система корней ранга ≥ 2. Тогда . . . » Хотя, конечно,

8В действительности, в работе Васерштейна содержатся и достаточно широкие некоммутатив-
ные обобщения в следующем духе. В исходном методе Квиллена—Суслина само кольцо R комму-
тативно и локализации сами являются локальными кольцами, в методе Васерштейна локализация
происходит по максимальным идеалам центра и требуется, чтобы они удовлетворяли условию ста-
бильности ранга с тем, чтобы можно было применить теорему 4 Басса. Разумеется, у нас нет здесь
возможности детально обсуждать точные формулировки этих результатов.
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при необратимой 2 этот общий ответ формулируется заметно сложнее, не в терминах
идеалов, а в терминах допустимых пар, радиксов и других структур йорданова типа.
В предположении обратимости 2 рекордный на сегодня результат для достаточно
изотропных редуктивных групп был получен Настей Ставровой и Лешей Степано-
вым [73].

8.2. Стандартность автоморфизмов. Примерно в то же время Василий
Петечук, Голубчик, Михалев и Ефим Зельманов доказали стандартность автомор-
физмов классических групп в полной общности [74–77]. Доказательство Петечука
для группы GL(n,R) над коммутативным кольцом — как и недавние доказатель-
ства стандартности автоморфизмов групп Шевалле в работах Лены Буниной — ос-
новано буквально на лемме Квилена—Суслина, позволяющей сводить анализ об-
щего случая, к случаю локальных колец, где можно пользоваться геометрическими
соображениями.

9. Группа Стейнберга и K2. В настоящем разделе мы определим группу
Стейнберга и сформулируем аналог теоремы нормальности Суслина на уровне K2.

9.1. Группа Стейнберга и K2. Рассмотрим теперь группу, заданную аб-
страктными образующими подчиненными очевидным соотношениям между элемен-
тарными трансвекциями — соотношениям Стейнберга. Пусть R — ассоциативное
кольцо и n ≥ 3. Тогда (линейная) группа Стейнберга St(n,R) степени n над R
определяется как группа с образующими xij(ξ), ξ ∈ R, 1 ≤ i 
= j ≤ n и следующими
определяющими соотношениями: (R1) аддитивность, xij(ξ)xij(ζ) = xij(ξ + ζ), и
(R2) коммутационная формула Шевалле,

[xij(ξ), xhl(ζ)] =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
e, если j 
= h, i 
= l;

xil(ξζ), если j = h, i 
= l;

xhj(−ζξ), если j 
= h, i = l.

Для n = 2 второе из этих соотношений становится пустым, так что обычно добавля-
ют какие-то другие соотношения. В любом случае группа St(2, R), как она обычно
определяется, является аналогом симплектических групп Стейнберга, а вовсе не
аналогом St(n,R), n ≥ 3.

Так как элементарные трансвекции tij(ξ) заведомо удовлетворяют этим соот-
ношениям, то по теореме фон Дика существует гомоморфизм St(n,R) −→ E(n,R),
переводящий xij(ξ) в tij(ξ). Ядро этого гомоморфизма обозначаетсяK2(n,R) и назы-
вается (нестабильным) K2-функтором. Обычно рассматриваемый K2 — это индук-
тивный предел K2(R) = lim−→K2(n,R) относительно гомоморфизмов9 стабилизации
ψn : St(n,R) −→ St(n+ 1, R).

Мы не будем напоминать здесь определение относительных групп Стейнберга
St(n,R, I) и относительных K2(n,R, I) (см. [78, 79]). Сделать это в элементарных
терминах можно, но совсем не просто, лишь совсем недавно это удалось Егору Во-
ронецкому [80].

9В отличие от гомоморфизмов стабилизации для самих линейных групп GL(n,R), гомоморфиз-
мы стабилизации на уровне групп Стейнберга St(n,R) не являются, вообще говоря, вложениями,
что превращает доказательство теорем стабилизации на уровне K2 в значительно более трудное
занятие, чем на уровне K1.
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9.2. Центральность K2. Аналогом вопроса о нормальности элементарной
группы на уровне K2 является вопрос о центральности K2(n,R) в St(n,R). Образ
группы K2(n,R, I) относительно гомоморфизма стабилизации централен. Аналогом
теоремы нормальности Суслина на уровне K2 служит следующая замечательная
теорема ван дер Каллена—Туленбаева [19, 81].

Теорема 13. Предположим, что кольцо R почти коммутативно, n ≥ 4. Тогда
расширение St(n,R) −→ E(n,R) центрально.

Для доказательства этой теоремы Вильберд ван дер Каллен [81] развил замеча-
тельный метод another presentation, идея которого состоит в следующем. Прежде
всего, строится модифицированная группа Стейнберга S̃t(n,R) с расширенным мно-
жеством образующих, для которой центральность расширения S̃t(n,R) −→ E(n,R)
очевидна. Из самого определения группы Стейнберга вытекает существование гомо-
морфизма St(n,R) −→ S̃t(n,R). Построить обратный гомоморфизм намного слож-
нее. Для этого нужно построить в St(n,R) модели образующих модифицирован-
ной группы Стейнберга S̃t(n,R). Провести какую-то конструкцию таких моделей
обычно не слишком сложно, тонкой частью доказательства является проверка кор-
ректности этих конструкций, т. е. того, что получающийся результат не зависит
от использованного разложения, произвола в выборе индексов, etc. Для этого тре-
буется большая свобода, чем при вычислениях на уровне K1, скажем, наличие в
рассматриваемых столбцах не одной, а по крайней мере двух нулевых компонент,
что объясняет требование n ≥ 4. Недавно Вендт [82] построил контрпримеры, пока-
зывающие, что для St(3, R) центральность K2, вообще говоря, не имеет места.

Эти результаты довольно долго не удавалось перенести на другие группы. Лишь
в последние годы Андрею Лавренову, Сергею Синчуку и Егору Воронецкому [83–
88] удалось доказать центральность K2 для всех групп Шевалле и унитарных групп,
совмещая три различных метода: другое представление, метод амальгам и совер-
шенно новый вариант локализационного метода.

10. Теоремы стабилизации в алгебраической K-теории. Совершенно яс-
но, что Басс определял стабильный ранг ровно таким образом, чтобы отображения
стабилизации ψn : K1(n,R, I) −→ K1(n+1, R, I) было сюръективным при n ≥ sr(R).
Следующий результат Басса является фактически переформулировкой этого усло-
вия.

Теорема 14. При n ≥ sr(R) отображение стабилизации ψn сюръективно, ины-
ми словами

GL(n+ 1, R, I) = GL(n,R, I)E(n+ 1, R, I).

Более того, как мы узнаем в последнем разделе, для коммутативных колец
условие n ≥ sr(R) эквивалентно выполнению такого типа разложения, в котором не
более ≤ 4n элементарных множителей.

10.1. Теорема Басса—Васерштейна. Но подлинное чудо состоит в том, что
условие, введенное для сюръективной стабилизации K1, гарантирует инъективную
стабилизацию K1 на следующем шаге. Ключевую роль в развитии всей этой области
на начальном этапе сыграла следующая теорема Басса—Васерштейна.
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Теорема 15. При n ≥ sr(R) + 1 отображение стабилизации ψn инъективно,
иными словами

E(n+ 1, R, I) ∩GL(n,R, I) = E(n,R, I).

Таким образом, при этом предположении K1(n,R, I) −→ K1(n+1, R, I) являет-
ся изоморфизмом. В первых работах, содержащих версии этого результата [30, 33],
на кольцо R накладывались дополнительные условия, которые нужно было исполь-
зовать в доказательствах, поэтому доказательства занимали 40 страниц трудного
текста. Вскоре Васерштейн [46] снял эти дополнительные условия и упростил дока-
зательство до 10 страниц.

Но как это часто бывает, естественное доказательство возникает только при
попытке доказать более общий результат. А именно при доказательстве инъектив-
ной стабилизации для K2 Суслин и Туленбаев передоказали результаты Денниса—
Васерштейна о сюръективной стабилизации для K2 или, что почти то же самое,
об инъективной стабилизации для K1. В частности, они получили доказательство
теоремы 15, которое со всеми деталями занимает 2–3 страницы. Оно основано на
следующей факторизации группы элементарных матриц.

Пусть, как всегда, I — идеал ассоциативного кольца R. Рассмотрим подгруппы
P = PI и Q = QI группы E(n+ 1, R, I), определенные следующим образом:

P =

{(
1 0
u a

)
, u ∈ In, a ∈ E(n,R, I)

}
, Q =

{(
b 0
v 1

)
, v ∈ nI, b ∈ E(n,R, I)

}
.

Теорема 16.Пусть n ≥ sr(R)+1. Тогда каждый элемент g ∈ E(n,R, I) можно
представить в виде g = yt1,n+1(λ)z, где y ∈ P , λ ∈ I, z ∈ Q.

Хотя эта параболическая факторизация часто называется разложением Ден-
ниса—Васерштейна, в действительности в такой точной форме она была впервые
сформулирована только в работе Суслина и Туленбаева [5], у Денниса и Васерштей-
на, как и в сыгравшей огромную роль в развитии этого направления фундамен-
тальной работе Майкла Стайна [90] используются более длинные факторизации. В
работах автора и Сергея Синчука [91, 92] содержатся дальнейшие обобщения этого
результата на не обязательно терминальные параболические подгруппы и на другие
классические группы.

Ясно, что все дальнейшие доказательства рекордных результатов об инъектив-
ной стабилизации для других классических групп, в частности работы Бака, Танг
Гуопинга, Петрова, Синчука, Ю Вейбо и Воронецкого [93–98] использовали именно
эту идею.

Эти результаты до сих пор не перенесены в полном объеме с естественными
условиями на исключительные группы, даже на группы Шевалле, несмотря на весь-
ма значительные продвижения в этом направлении, полученные в 1970–1990-х годах
Стайном, Женей Плоткиным [90, 99] и др. В самое последнее время здесь происхо-
дит новый всплеск активности в связи с получением явных оценок в задачах огра-
ниченного элементарного порождения и ограниченной редукции. Это будет чуть
подробнее обсуждаться в последней части настоящего обзора.

10.2. Теорема Суслина—Туленбаева. Разумеется, получить аналогичные
результаты на уровне K2 намного труднее. Уже сюръективная стабилизация для
K2 по сложности примерно соответствует инъективной стабилизации для K1, т. е.
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теореме Басса—Васерштейна. Как уже упоминалось в предыдущем разделе, в 1972–
1973 гг. была доказана следующая теорема Денниса—Васерштейна.

Теорема 17.При n ≥ sr(R)+1 отображение стабилизации K2(n,R) −→ K2(n+
1, R) сюръективно.

Уже в 1976 г. в [5] получена следующая замечательная теорема Суслина—
Туленбаева.

Теорема 18.При n ≥ sr(R)+2 отображение стабилизации K2(n,R) −→ K2(n+
1, R) инъективно и, следовательно, является изоморфизмом.

Параллельно интересные результаты по стабилизации K2 получил ван дер Кал-
лен, но его первоначальная версия [100] зависела от более сильных предположений
на кольцо, типа кратного стабильного ранга. В дальнейшем он и Манфред Коль-
стер [101, 102] получили несколько замечательных усилений теорем стабилизации
при различных дополнительных предположениях, но эти глубокие работы незаслу-
женно малоизвестны.

Однако, мне кажется, что ни для одного другого случая, кроме GLn, столь же
удовлетворительного доказательства инъективной стабилизации K2 при естествен-
ных условиях стабильности за прошедшие почти полвека так и не появилось.

Отчасти это связано с чрезвычайной технической сложностью задачи, отчасти с
тем, что в 1980-х годах интересы многих ведущих специалистов по алгебраической
K-теории сместились в область высших K-функторов и приобрели более геомет-
рическую и топологическую направленность. Здесь нет, разумеется, никакой воз-
можности сколь-нибудь подробно представить — или даже просто упомянуть! — все
работы по гомологической стабилизации, теоремам сравнения и т. д., это потребова-
ло бы еще одного обзора такого же объема. Процитирую поэтому лишь несколько
пионерских статей ван дер Каллена, самого Суслина и его учеников того времени,
Юрия П. Нестеренко и Вани Панина [103–106].

10.3. Стабилизация в высшей K-теории. Заметим, что теоремы Басса—
Васерштейна и Суслина—Туленбаева служат базой индукции — первыми двумя
шагами — для следующей фантастической по общности и силе теоремы стаби-
лизации Суслина для высших K-функторов Володина [20], показывающей, что с
точки зрения линейной алгебры именно K-теория Володина является правиль-
ным обобщением классических функторов K1 и K2.

Теорема 19. При n ≥ sr(R) + i− 1 отображение стабилизации

KVi (n,R) −→ KVi (n+ 1, R)

сюръективно. При n ≥ sr(R) + i это отображение инъективно.

В той же статье доказана и следующая столь же замечательная теорема срав-
нения Суслина, связывающая K-теории Володина и Квиллена.

Теорема 20. При n ≥ 2i + 1 существует канонический гомоморфизм
KVi (n,R) −→ KQi (n,R), который сюръективен при n ≥ max(2i + 1, sr(R) + i − 1)
и биективен при n ≥ max(2i+ 1, sr(R) + i).

Отсюда, конечно, сразу вытекают и теоремы стабилизации для высшихK-функ-
торов Квиллена KQi (n,R), оценки в которых зависят только от номера i и стабиль-
ного ранга кольца sr(R).
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12. Теорема Суслина о полиномиальных расширениях. Для многих при-
ложений чрезвычайно важны кольца, для которых SK1(R) = 1, иными словами,
E(n,R) = SL(n,R). Очевидно, что это так, например, для полулокальных и эв-
клидовых колец. В отличие от этих случаев следующий результат уже совершенно
нетривиален и опирается на всю мощь теории полей классов. Собственно говоря, это
один из основных результатов классической работы Басса—Милнора—Серра [33].

Теорема 21. Пусть R — дедекиндово кольцо арифметического типа, а n ≥ 3.
Тогда SK1(n,R) = 1.

Следующий знаменитый результат Суслина [10] представляет собой решение
K1-аналога проблемы Серра.

Теорема 22. Если K поле, то SK1(n,K[x1, . . . , xm]) = 1 при всех n ≥ 3, неза-
висимо от количества переменных.

В действительности в этой работе доказаны значительно более общие резуль-
таты, в частности теорема ранней стабилизации для полиномиальных расшире-
ний.

Теорема 23. Пусть A = R[t1, . . . , tm] — кольцо многочленов от m переменных
над нетеровым кольцом R. Тогда при n ≥ max(3, sr(R) + 2) отображение стабили-
зации

K1(n,R[t1, . . . , tm]) −→ K1(n+ 1, R[t1, . . . , tm]).

является изоморфизмом.

Совершенно замечательно здесь то, что при n ≥ 3 место, начиная с которо-
го наступает стабилизация, не зависит от количества переменных m. Там же Сус-
лин получил аналогичные результаты для колец многочленов Лорана. В частности,
для регулярных нетеровых колец теорема Басса—Хеллера—Суона [107] утвержда-
ет, что K1(R[t]) ∼= K1(R) — гомотопическая инвариантность предельного K1.
Но теперь теорема ранней стабилизации Суслина влечет гомотопическую инвари-
антность нестабильных функторов K1(n, ) для достаточно больших n.

Разумеется, для n = 2 аналогичные утверждения безнадежно неверны. Так, уже
группа SK1(2,K[x, y]) нетривиальна. В самом деле, Поль Кон [50] построил примеры
неэлементарных 2× 2 матриц с определителем 1, вот простейший из них:(

1 + xy x2

−y2 1− xy
)
/∈ E(2,K[x, y]).

В дальнейшем этот результат послужил источником громадного количества ва-
риаций и обобщений, в которых рассматривались другие группы, другие коэффици-
енты, другие расширения и т. д., начиная с работ самого Суслина и Славы Копейко,
Тона Форста, Эйичи Абе, Груневальда, Меннике и Васерштейна и многих других [8,
14, 15, 108–110]. Самые общие на сегодня результаты получены Настей Ставровой
[111–113]. Мы вернемся к этой теме в количественных аспектах в заключительной
части настоящего обзора.

Обобщая метод Суслина, Марат Туленбаев в [19] решил для линейного случая
K2-аналог проблемы Серра. Подобно доказательству исходной теоремы Суслина,
доказательство Туленбаева также основано на локально-глобальном принципе, K2-
аналоге леммы Квиллена—Суслина, о чем будет рассказано в следующем разделе.
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Теорема 24. Пусть A = R[t1, . . . , tm] — кольцо многочленов от m переменных
над нетеровым кольцом R. Тогда при n ≥ max(4, sr(R) + 2) отображение стабили-
зации

K2(n,R[t1, . . . , tm]) −→ K2(n+ 1, R[t1, . . . , tm]).

сюръективно, а n ≥ max(5, sr(R) + 3) инъективно.

В отличие от теоремы Суслина, на уровне K1 этот результат не обобщен пока в
полном объеме ни на один случай, лишь в самое последнее время здесь наметился
серьезный прогресс в работах Лавренова и Синчука [114, 115].

13. Метод Квиллена—Суслина. Одним из самых важных вкладов Андрея
в начальный период было создание локально-глобального принципа, известного как
принцип Квиллена—Суслина.

13.1. Локализация. По коммутативному кольцу R и его мультипликативной
системе S ⊆ R• строится кольцо частных S−1R, которое также часто называется
локализациейR, состоящее из дробей вида x/u, где x ∈ R, u ∈ S. При этом определен
гомоморфизм локализации FS : R −→ S−1R, x �→ x/1, делающий все элементы S
обратимыми. Однако в случае, когда S содержит делители 0, это не обязательно
включение. Нам будут встречаться исключительно следующие два примера.

• Локализация в простом идеале. Пусть p ∈ Spec(R), тогда Sp = R\p явля-
ется мультипликативной системой по самому определению простого идеала. Кольцо
частных Rp = S−1

p R называется локализацией в p. Ясно, что кольцо Rp локально.
• Главная локализация. Пусть s /∈ Nil(R). Тогда 〈s〉 = {1, s, s2, . . .} является

мультипликативной системой. Кольцо Rs = R
[
1
s

]
= 〈s〉−1R называется главной

локализацией относительно s.
Соответствующие гомоморфизмы локализации обозначаются Fp и Fs соответ-

ственно.

13.2. Лемма Квиллена—Суслина. Решение Квиллена проблемы Серра
[116] было основано на следующей лемме, являющейся, с современной точки зре-
ния, формулировкой принципа Квиллена—Суслина на уровне K0.

Теорема 25. Пусть P — конечно представимый модуль над R[t], и Pm явля-
ется расширенным Rm[t] модулем для каждого максимального идеала m ∈ Max(R).
Тогда модуль P расширенный.

Решение Суслина проблемы Серра [2] также основано на локализации, но было
оформленно чуть иначе (см. детальное обсуждение в книге Лэма [37]). Вот что пи-
сал об этой идее Квиллена сам Суслин: «For one thing Quillen proved an absolutely
unexpected fact that being extended is a local property with respect to R»10 [117].

Теорема 26. Пусть g ∈ GL(n,R[t], tR[t]), n ≥ 3. Тогда для того, чтобы
g ∈ E(n,R) необходимо и достаточно, чтобы Fm(g) ∈ E(n,Rm[t]) для всех мак-
симальных идеалов m ∈ Max(R).

Сам Суслин называл этот результат теоремой Квиллена, но все остальные авто-
ры обычно называют его леммой Квиллена—Суслина. Его важность была сразу
осознана, как мы уже упоминали, он стал сразу применяться к самым различным

10«Во-первых, Квиллен доказал абсолютно неожиданный факт, что расширение является ло-
кальным свойством по отношению к R» (перевод мой. — Н.В.).
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задачам теории линейных групп, нормальности элементарной подгруппы, описанию
нормальных делителей, доказательству стандартности автоморфизмов и т. д. Среди
первых работ, использовавших и обобщавших этот метод, можно упомянуть работы
Копейко и Туленбаева, которые были тогда учениками Андрея и на которых Андрей
оказал огромное влияние [8, 14, 15, 19].

В частности, Марат Туленбаев в [19] доказал следующий замечательный аналог
леммы Квиллена—Суслина на уровне K2, который он сам также называл «теоремой
Квиллена» и который было бы, наверное, правильнее называть леммой Квилле-
на—Суслина—Туленбаева.

Теорема 27. Пусть g ∈ St(n,R[t], tR[t]), n ≥ 5. Тогда для того, чтобы g = 1,
необходимо и достаточно, чтобы Fm(g) = 1 ∈ St(n,Rm[t]) для всех максимальных
идеалов m ∈ Max(R).

Вскоре начали появляться работы Васерштейна, Таддеи, Абе, [55, 65, 109] и
многих других. Васерштейн широко рекламировал этот метод под названием lo-
calisation and patching и использовал его в нескольких десятках работ. Общее
же количество работ, использующих этот метод для анализа классических групп,
измеряется многими сотнями, даже если не обсуждать его различные варианты.
Причем довольно часто это происходит без прямой ссылки на Квиллена и Суслина,
а лишь на какие-то из последующих публикаций.

13.3. Дальнейшая жизнь метода Квиллена—Суслина. Если же го-
ворить о серьезных новациях, то в [54] Тони Бак предложил замечательную ва-
риацию на тему Квиллена—Суслина, метод локализации-пополнения, кото-
рый позволил доказать дальнейшие трудные структурные результаты наподобие
следующего11 .

Теорема 28. Пусть A — кольцо, конечно порожденное как модуль над комму-
тативным кольцом R конечной размерности Басса—Серра δ(R), и I � A — иде-
ал в A. Тогда для любого n ≥ 3 группа K1(n,R, I) является расширением абелевой
группы при помощи нильпотентной (nilpotent by abelian) класса нильпотентности
≤ δ(R) + 1.

В наших совместных работах с Рузби Хазратом [118–120] этот метод был вскоре
обобщен на четные классические группы и группы Шевалле. Для доказательства
упоминавшихся в разделе 7 результатов о стандартных коммутационных формулах
мы развили еще один относительный вариант метода Бака [58, 121, 122].

Впрочем, вскоре выяснилось, что здесь тоже можно обойтись вариантами исход-
ного метода Квиллена—Суслина. В частности, развитию относительных вариантов
метода Квиллена—Суслина в различных контекстах посвящены многие десятки
публикаций Рави Рао и его многочисленных учениц, в первую очередь Рабейи Басу.
Здесь нет, разумеется, никакой возможности процитировать их все, вот несколько
типичных работ, где можно найти ссылки на остальные: [123–130].

Совершенно новую динамику всему этому направлению придало создание Сте-
пановым метода универсальной локализации [64], которое позволило доказывать
такого рода результаты независимо от размерности основного кольца.

11В действительности, конечно, в [54] доказаны гораздо более точные результаты. В частности,
для произвольных — а не только конечномерных! — квазиконечных колец построены нильпотент-
ные фильтрации GL(n,R, I), доказаны теоремы стабилизации для членов этих фильтраций и т. д.
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14. Матрицы Суслина. Сформулируем еще один удивительный результат
Суслина из работы [9], который даже сам Андрей характеризовал как «любопыт-
ный».

• Пусть R — коммутативное кольцо, а u = (a, b) ∈ R2 — унимодулярная строка.
Тогда по самому определению она дополняется до матрицы с определителем 1. В
самом деле, существуют v = (c, d) ∈ R2 такие, что ac+ bd = 1, и тогда

S(u, v) =

(
a b
−d c

)
∈ SL(2, R).

• С другой стороны, унимодулярная строка u = (a, b, c) ∈ R3, длины 3, для ко-
торой существует столбец v = (a′, b′, c′) такой, что uv = aa′+bb′+cc′ = 1, совершенно
не обязана дополняться до матрицы с определителем 1.

Судьбоносное наблюдение Суона, Таубера и Круземейера [131, 132] состояло,
однако, в том, что в этом случае строка (a2, b, c) — которая, очевидно, тоже унимо-
дулярна — уже всегда дополняется. В самом деле,

S(u, v) =

⎛⎝ a2 b c

−b− 2ac′ c′2 a′ − b′c′
−c+ 2ab′ −a′ − b′c′ b′2

⎞⎠ ∈ SL(3, R).

Используя вычисления в алгебрах Клиффорда, Андрей смог обобщить эту кон-
струкцию на строки произвольной длины.

Теорема 29. Пусть u = (u1, . . . , un, un+1) ∈ Umd(n + 1, R) — унимодуляр-
ная строка над коммутативным кольцом R. Тогда строка (u1, . . . , un, u

n!
n+1) допол-

няема.

В действительности из других результатов той же работы вытекает, что тогда
дополняема любая строка (um1

1 , . . . , umn
n , u

mn+1

n+1 ), для которой m1 . . .mn+1 делится
на n!. Исходное доказательство Суслина воспроизведено в книгах Гупты и Мур-
ти, Мандала и Лэма [37, 43, 133]. См. также статьи Мохана Кумара [134, lemma 3]
или Сридхарана и Йадава [135, proposition 14.1], которые содержат другие доказа-
тельства ключевого шага в доказательстве этой теоремы. Возникающие при этом
матрицы настолько интересны, что им посвящена довольно обширная литература,
в частности статьи Рави Рао и Селби Джоза [136, 137].

Отмечу одно любопытное следствие этой теоремы Суслина. Хорошо известно,
что для коммутативных колец равенство sr(R) = 1 эквивалентно факторизации
GL(2, R) = R∗U−UU−U , где U и U− обозначают соответственно группы верхних и
нижних унитреугольных матриц в соответствующейGL(n,R) (см. [138]). Из теоремы
Суслина легко вывести, хотя, как мне кажется, это нигде ранее явно не формулиро-
валось, что то же самое верно для всех значений стабильного ранга.

Теорема 30. Для коммутативного кольца R равенство sr(R) ≤ n эквивалент-
но факторизации GL(n+ 1, R) = GL(n,R)U−UU−U .

Я планирую вернуться к этой теме и другим высшим условиям стабильности,
возникающим при доказательстве обобщений теорем ранней стабилизации (типа тео-
ремы 23), в отдельной статье.

15. Заключительные замечания. В настоящем тексте я пытался дать пред-
ставление о некоторых наиболее характерных темах ранних работ Андрея Суслина
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и об их влиянии на развитие нашей алгебраической школы и соответствующих об-
ластей науки в целом. Сделать это в полном объеме в рамках журнальной статьи
совершенно невозможно, настолько богато содержание этих работ и настолько ве-
лико их влияние на развитие алгебраической K-теории, теории классических групп
и смежных областей алгебры. Кроме того, конечно, в соответствии с целью обзо-
ра я фокусировался в первую очередь на тех темах, которые получили наибольшее
развитие в Санкт-Петербурге.

Здесь я упомянул даже не все основные результаты работ [5, 6, 8, 10]. Не говоря
уже о том, что вообще не затронуты высшие символы Меннике, их роль в вычисле-
нии K1 и их связь с законами взаимности [16, 21]. Между тем под влиянием работ
самого Андрея, а потом Васерштейна, ван дер Каллена, Рави Рао и его учеников,
это также превратилось в огромное направление внутри алгебраической K-теории
и коммутативной алгебры, теснейшим образом связанное с арифметическими рабо-
тами Манджула Бхаргавы и его последователей.

Ну и, разумеется, оставлены за горизонтом все работы, начиная с совместных
работ Андрея с Сашей Меркурьевым по символу норменного вычета и K2, работы
по K-теории Милнора и K3, совместные работы Андрея с Володей Воеводским по
мотивным когомологиям, совместные работы Андрея с Эриком Фридландером по
теории представлений алгебраических групп и многое, многое другое. Часть из этого
отражена в превосходном тексте Фридландера и Меркурьева [42].

В следующей части обзора я планирую в таком же стиле обрисовать работы
Зенона Ивановича Боревича и его школы по расположению подгрупп. Наконец, в
заключительной, четвертой части будет рассказано о некоторых наиболее ярких до-
стижениях нашей школы в этой области за последние 20–30 лет, которые здесь пока
вообще не упоминались, в частности о работах Коли Гордеева, Вани Панина, Мак-
сима Всемирнова и их учеников, а также будут развиты некоторые темы, которые
тут лишь упомянуты.
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