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Рассмотрены аналитические представления для скорости апсидальной прецессии в эл-
липтической плоской ограниченной задаче трех тел в случае, когда орбита возмущаю-
щего тела — внешняя по отношению к орбите тестовой частицы. Аналитические выра-
жения сопоставлены с численными данными, полученными в ходе массовых расчетов
скорости прецессии. Получено аналитическое выражение для скорости апсидальной
прецессии в виде степенного ряда по параметру, равному отношению больших полу-
осей орбит тестовой частицы и возмущающей планеты. Показано, что аналитические
выражения для скорости апсидальной прецессии частицы надежны лишь на удалении
от зоны нестабильности в окрестности орбиты возмущающей планеты. Вблизи же лю-
ка Виздома линейная вековая теория перестает работать. Предложена поправочная
эмпирическая формула для вычисления скорости апсидальной прецессии при относи-
тельно высоких (но менее 0.5) эксцентриситетах частицы и возмущающей планеты.
Предложенные формулы применены к описанию прецессии орбит в реальных экзо-
планетных системах.
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1. Введение. В данной работе рассмотрены аналитические представления ско-
рости изменения долготы перицентра � тестовой пассивно гравитирующей частицы
на внутренней орбите в эллиптической плоской ограниченной задаче трех тел.

Хеппенхаймер [1], Уитмайр и др. [2], Тибо и др. [3] исследовали движение тесто-
вой частицы в двойной звездной системе в плоском случае, когда частица обраща-
ется вокруг одного из компонентов двойной системы. Предполагалось, что эксцен-
триситет частицы e1 ! 1, отношение больших полуосей орбит частицы и двойной
α = a1/a2 ! 1. Также учитывалось, что эксцентриситеты двойных, как правило,
не малы, а лежат в широком диапазоне: от 0 до 1 со средним значением 0.55 [1,
4, 5]. Пусть массы измеряются в массах Солнца, расстояния — в астрономических
единицах, время — в годах. Таким образом, гравитационная постоянная G = 4π2.
Далее будем использовать эти единицы измерения.

Если взять в начальный момент времени e1 = 0, тогда из уравнений движения
можно получить [1–3]

tan�1 = − sinut

1− cosut
, u =

3π

2

m2

m
1/2
0

a
3/2
1

a32

(
1− e22

)−3/2
, (1)

где m0 — масса главного компонента двойной системы; m2 — масса меньшего ком-
понента двойной системы; �1 — долгота перицентра тестовой частицы. Вводя пере-
менную y = ut/2, можно записать (см. формулу (13.6) в [6], а также [7]):

�1 = y + const, (2)

где const — константа, зависящая от того, к какой четверти принадлежит угол y.
Таким образом, в некотором смысле величину u можно рассматривать как скорость
прецессии линии апсид частицы.

Мюррей и Дермотт [8] рассмотрели случай плоской круговой ограниченной за-
дачи трех тел, в которой внешнее тело возмущает внутреннее тело пренебрежимой
массы. В отсутствие резонансов формула для скорости изменения долготы перицен-
тра имеет вид
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3/2 + α

db
(1)
3/2

dα
− α2

db
(0)
3/2

dα
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где n1 — среднее движение тестовой частицы; α = a1/a2, b
(j)
i+1/2 — коэффициент

Лапласа, которые определяются как

1

2
b(j)s (α) =

1

2π

∫ 2π

0

cos jψ dψ

(1− 2α cosψ + α2)s
, (4)

где s — полуцелое число [8].
Заметим, что при подстановке n1 = 2π

√
m0/a

3/2
1 коэффициент перед скобками

в формуле (1) отличается от соответствующего в формуле (3) на множитель 3α.
В дальнейшем можно видеть (см., например, раздел 4), что формула (1) без учета
эксцентриситета e2 является первым членом разложения по α формулы (3).

Применяя метод усреднения Гаусса, Мюррей и Дермотт [8] также получили
представление апсидальной скорости прецесии в эллиптической плоской ограничен-
ной задаче трех тел. Эксцентриситет частицы предполагался малым. Усредненное
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влияние внешнего тела на внутреннее определялось путем распределения массы
внешнего тела вдоль его орбиты. После вычисления текущей скорости прецессии
она усреднялась по истинной аномалии внутреннего тела. Результат данного подхо-
да тождественен расчету усредненной скорости прецессии через уравнения Лагран-
жа с возмущающей функцией, в которой отбрасываются все члены, не зависящие
от средних долгот. Усредненная скорость прецессии в этом случае (с точностью до
членов второго порядка в разложении возмущающей функции по эксцентриситетам)

〈�̇1〉 = 1

4
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db
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3/2
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,

(5)

где �2 — долгота перицентра возмущающего тела.
Расчеты скоростей прецессии важны для выявления вековых резонансов в пла-

нетных системах. Наличие и взаимодействие вековых резонансов влияет на дол-
говременную устойчивость системы и даже способно приводить к дезинтеграции
системы (см., например, [9]).

Нашей целью является вывод компактных и удобных для приложений пред-
ставлений для скорости прецессии в зависимости от параметров задачи.

2. Численное моделирование. Мы провели массовые расчеты с целью чис-
ленного определения скоростей апсидальной прецессии. Вычисления проводились в
Межведомственном суперкомпьютерном центре РАН. Использовался несимплекти-
ческий интегратор с адаптивным временны́м шагом 15-го порядка [10] в программ-
ном пакете REBOUND [11]. Центральное тело (звезда) имело единичную массу, воз-
мущающее тело (планета) находилось на единичном расстоянии от звезды, долго-
та перицентра планеты задавалась нулевой. Время моделирования составляло 1000
оборотов планеты вокруг звезды. Варьировались масса возмущающей планеты m2

от 10−7 до 10−3, большая полуось орбиты тестовой частицы a1 от 0.01 · 1−e2
1+e1

до
0.95 · 1−e2

1+e1
, эксцентриситет орбиты планеты e2 от 0.01 до 0.1, а также начальный

эксцентриситет частицы e1 от 0.01 до 0.1 и начальная долгота перицентра орбиты
частицы �1 от 0 до 2π.

Заметим, что входящие в формулы (3) и (5) эксцентриситет частицы e1 и дол-
гота перицентра �1 меняются с течением времени. Рассмотрим, как это влияет на
скорость прецессии �̇1. На рис. 1 показаны численные и теоретические данные изме-
нения e1, �1 и �̇1 со временем t, а также зависимость эксцентриситета от долготы
перицентра на типичном примере при длительном моделировании (50 тыс. оборотов
возмущающей планеты вокруг звезды). Время измеряется в периодах обращения
внешней планеты T2. Теоретические кривые соответствуют уравнениям движения в
линейной вековой теории [8]:
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Рис. 1. На верхних графиках показаны численные и теоретические данные зависимости экс-
центриситета e1 и долготы перицентра �1 от времени t для типичной системы выборки. T2 —
период обращения внешней планеты. На нижнем левом графике — зависимость эксцентриситет —
долгота перицентра; на нижнем правом — зависимость скорости прецессии орбиты тестовой части-
цы �̇1 от времени. Кривыми показаны теоретические данные согласно линейной вековой модели,
точками — модельные данные, пунктиром — скорость прецессии согласно формуле (5), штрихпунк-
тиром — скорость прецессии согласно формуле (3).

Рис. 2. Численные данные и аналитические значения скорости апсидальной прецессии те-
стовой частицы �̇1 в зависимости от отношения больших полуосей орбит частицы и возмущаю-
щей планеты a1/a2 при эксцентриситете орбиты тестовой частицы e1 = 0.02 и начальной долготе
перицентра орбиты частицы �1 = π. На левом графике эксцентриситет возмущающей планеты
e2 = 0.04, масса планеты m2 = 10−4 (в единицах массы центральной звезды); на правом: e2 = 0.06,
m2 = 10−5. Точки обозначают данные численных экспериментов, синяя кривая соответствует фор-
муле (5), зеленая — формуле (3), оранжевая — формуле (1).

Видим хорошее соответствие теории и результатов численного моделирования,
но с течением времени их расхождения возрастают. Что касается скорости апсидаль-
ной прецессии, формула (5) соответствует данным в начальный момент времени, а
формула (3) отражает среднее значение на всем промежутке времени. Действитель-
но, усреднение cos (�2 −�1) по времени в формуле (5) дает ноль, и формула (5)
приводится к виду (3).

На рис. 2 представлены типичные графики скорости прецессии, согласно ре-
зультатам численного моделирования и аналитическим представлениям (2), (4), (6),
в зависимости от отношения α = a1/a2 при различных параметрах системы. Видно,
что наилучшее соответствие имеет аппроксимация (5).

3. Люки Виздома. Согласно Виздому [12] и Дункану и др. [13], в ограниченной
круговой задаче трех тел при e1 ∼ 0 вблизи орбиты планеты существует хаотическая
область вследствие перекрытия резонансов средних движений вида p+1

p , где p" 1.
Радиальный размер люка Виздома (см. формулу (11.53) в книге [6]) определяется
по формуле

εcr # 1.62μ2/7, (8)

где μ = m2

m0+m2
.
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Рис. 3. Зависимость скорости апсидальной прецессии тестовой частицы �̇1 от отношения
a1/a2. Если иное не указано на графике, параметры системы составляют: e1 = 0.02, �1 = π,
e2 = 0.04, m2 = 10−5. Точки — данные численного моделирования, синяя кривая соответствует
формуле (5), зеленая вертикальная линия отмечает границу люка Виздома согласно формуле (9),
красная линия — согласно формуле (8).

Полуширину области нестабильности можно также получить используя дву-
мерное столкновительное отображение [6]; в итоге она определяется формулой

εcr # 1.67(μe1)
1/5, (9)

где e1 — начальный эксцентриситет тестовой частицы (см. формулу (11.50) в [6]).
На рис. 3 представлены типичные графики зависимости скорости прецессии от

α при различных параметрах системы, указано положение люков Виздома согласно
формулам (8) и (9). Мы нашли, что во всех рассматриваемых нами случаях чис-
ленного моделирования формула (9) задает зону нестабильности шире, чем фор-
мула (8). Рис. 3 иллюстрирует важный факт: отклонения теории от результатов
численного моделирования резко возрастают вблизи и внутри хаотической области
(люка Виздома).

Таким образом, рассмотренные нами аналитические выражения для скорости
апсидальной прецессии частицы надежны лишь на удалении от зоны нестабильности
в окрестности орбиты возмущающей планеты.

4. Новые представления. Формула (5) хорошо аппроксимирует результаты
численного моделирования при параметрах системы, указанных в разделе 2, за ис-
ключением больших значений α, но не всегда удобна для приложений. Представим
ее в более удобном и компактном виде как ряд по степеням α. Заметим, что форму-
лы (3) и (5) получены из разложений по эксцентриситету, который предполагается
малым; коэффициенты этих разложений представляют собой точные (через коэф-
фициенты Лапласа) зависимости от α.

Коэффициенты Лапласа представим в виде ряда:

1

2
b(j)s (α) =

s(s+ 1) . . . (s+ j − 1)

1 · 2 · 3 . . . j αj ·
[
1 +

s(s+ j)

1(j + 1)
α2 +

+
s(s+ 1)(s+ j)(s+ j + 1)

1 · 2(j + 1)(j + 2)
α4 + . . .

] (10)
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(см., например, [8]). При этом их производные по α:

Db(j)s = s
(
b
(j−1)
s+1 − 2αb

(j)
s+1 + b

(j+1)
s+1

)
. (11)

Рассмотрим сумму, обозначенную нами ранее через W1, и подставим в нее зна-
чения производных коэффициентов Лапласа:

W1 = −3αb(0)3/2 + 2b
(1)
3/2 + α

db
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3/2

dα
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db
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(2)
5/2. (12)

Из разложений коэффициентов Лапласа в ряды можно видеть, что в ряде для W1

у нас будут только нечетные степени α; при этом при первой степени будет коэф-
фициент 3, при третьей — 45

8 . Обозначим через A
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s (a) отношение вида
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Тогда в разложении (12) для W1 при i-й степени α коэффициент будет равен
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Нетрудно видеть, что
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С учетом этих соотношений получаем коэффициент при i-й степени α, равный(
2 +

2
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)
A
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Теперь рассмотрим W2, и аналогично исключим производные:

W2 = −3
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Здесь также получаются только нечетные степени α. При первой степени коэффи-
циент будет равен − 15

2 , при третьей − 105
8 , при i-й степени:

6A
(0)
3/2(i− 1) + 24A

(0)
5/2(i − 1)− 75

2
A

(1)
5/2(i − 1)− 30A

(1)
5/2(i− 3) +

315

16
A

(3)
5/2(i − 3). (18)
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При этом

A(3)
s (a) =

6(s+ 1 + a
2 )(s+ 2 + a

2 )

(2 + a
2 )(3 +

a
2 )(s+ 1)(s+ 2)

A(1)
s (a). (19)

Тогда коэффициент при i-й степени α приводится к виду

−4
(
1 +

2i+ 5

i2 + 4i+ 3

)
A

(0)
3/2(i− 1) = −4

(
1 +

2i+ 5

i2 + 4i+ 3

)
(i!!)2

2i−1(( i−1
2 )!)2

. (20)

Тогда разложениеW1 будет давать в общей сумме нечетные степени α, а разложение
W2 — четные, на единицу большие (с учетом α перед W2 в формуле (5)).

Выпишем в явном виде разложение для скорости прецессии до 21-го порядка
по α:

〈�̇〉 = +
1

4

m2

m0
nα3

[
3 +

45

8
α2 +

525

64
α4 +

11025

1024
α6 +

218295

16384
α8 +

2081079

131072
α10+

+
19324305

1048576
α12 +

703956825

33554432
α14 +

25264228275

1073741824
α16 +

224009490705

8589934592
α18+

+
1967210618373

68719476736
α20 − e2

2e1

(
15

2
α+

105

8
α3 +

4725

256
α5 +

24255

1024
α7+

+
945945

32768
α9 +

4459455

131072
α11 +

328513185

8388608
α13 +

1486131075

33554432
α15+

+
106109758755

2147483648
α17 +

468383480565

8589934592
α19 +

16393421819775

274877906944
α21

)
cos(�2 −�1)

]
≈

≈ +
1

4

m2

m0
nα3

[
3 + 5.6250α2 + 8.2031α4 + 10.7666α6 + 13.3237α8 + 15.8774α10+

+18.4291α12 + 20.8795α14 + 23.5291α16 + 26.0781α18 + 28.6267α20 − e2
2e1

(7.5000α+

+13.1250α3 + 18.4570α5 + 23.6865α7 + 28.8680α9 + 34.0229α11 + 39.1618α13+

+44.2902α15 + 49.4112α17 + 54.5270α19 + 59.6389α21
)
cos(�2 −�1)

]
. (21)

Выясним, насколько точно полученное разложение представляет численные
данные. Построим графики относительной разности скорости прецессии согласно
формуле (5) (обозначим ее как �̇exact) и согласно разложению (21) до 21-й степени
α с рациональными коэффициентами (обозначим как �̇expansion). На рис. 4 показаны
типичные графики относительной разности δ =

∣∣∣ �̇exact−�̇expansion
�̇exact

∣∣∣ при различных па-
раметрах системы. Мы видим, что при больших α точность разложения существенно

Рис. 4. Зависимость относительной разности скоростей апсидальной прецессии δ согласно
формуле (5) и разложению (21) от отношения больших полуосей орбит тестовой частицы и воз-
мущающей планеты a1/a2 при эксцентриситете орбиты тестовой частицы e1 = 0.02 и начальной
долготе перицентра орбиты частицы �1 = π. На левом графике эксцентриситет возмущающей
планеты e2 = 0.06, масса планеты m2 = 10−5; на правом: e2 = 0.04, m2 = 10−4.
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падает. При α < 0.75 относительная разность находится в пределах примерно 0.01,
при α < 0.5 — в пределах 10−5.

5. Случай сильно вытянутых орбит.Формула (5) для скорости апсидальной
прецессии выведена в предположении малых эксцентриситетов орбит возмущающе-
го тела e2 и тестовой частицы e1. Рассмотрим случай умеренных эксцентриситетов:
e1 ≤ 0.5, e2 ≤ 0.5. При e1, e2 ∼ 0.5 формула (5) гораздо хуже описывает значе-
ние скоростей прецессии даже при небольших α. При разложении возмущающей
функции до четвертого порядка по эксцентриситетам (см. Приложение Б в книге
[8]) можно уточнить разложение (5), но при этом оно станет громоздким. На ле-
вых графиках рис. 5 показаны скорости апсидальной прецессии в зависимости от
начального эксцентриситета орбиты частицы e1 при разных эксцентриситетах ор-
биты возмущающего тела e2. Видим, что формула (5) хорошо описывает данные
лишь при e2 ≤ 0.1, а разложение до четвертого порядка хорошо работает вплоть
до e2 = 0.3. Но при бо́льших e2 оба представления существенно отклоняются от
численных данных.

Дальнейшее разложение возмущающей функции будет чрезвычайно громозд-
ким. Рассмотрим зависимость скорости прецессии от эксцентриситета орбиты плане-
ты e2 при разных начальных эксцентриситетах частицы e1, приведенную на правых
графиках рис. 5. В данном случае с изменением e1 и e2 характер функции меняет-
ся. Рассмотрим разность модельных данных формулы (5) и обозначим ее как Δ�̇.
На рис. 6 показаны типичные графики зависимости Δ�̇ от параметров планетной

Рис. 5. Зависимость скорости апсидальной прецессии тестовой частицы �̇1 от начального
эксцентриситета частицы e1 при различных значениях эксцентриситета возмущающей планеты
e2 (слева) и от эксцентриситета планеты e2 при различных начальных эксцентриситетах части-
цы e1 (справа). Масса возмущающей планеты m2 = 10−5, начальная долгота перицентра орбиты
частицы �1 = π и α = 0.532 1−e2

1+e1
. Точки — данные численного моделирования, синяя кривая соот-

ветствует формуле (5), оранжевая — разложению возмущающей функции до четвертого порядка
по эксцентриситетам частицы и возмущающей планеты (см. Приложение Б в книге [8]), зеленая —
формуле (5) с поправкой (22).
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Рис. 6. Зависимость погрешности формулы (5) от параметров системы. Точками обозначены
результаты расчетов, кривыми представлена аппроксимация (22). При варьировании одного из
параметров, остальные были равны α = 0.532 1−e2

1+e1
, m2 = 10−5, �1 = π, e1 = 0.2, e2 = 0.3.

системы. Разности обозначены точками. Видим, что зависимость от α в логарифми-
ческом масштабе имеет степенной вид, от e2 — линейный, от e1 — гиперболический,
от m2 — линейный, от �1 — вид косинуса. Кривыми на рисунке обозначена эмпи-
рическая формула следующего вида:

Δ�̇ = m2

(
α
1 + e1
1− e2

)A(
B
e2
e1

+ C
e2
e1

cos (�2 −�1)

)
, (22)

где A = 3.67± 0.03; B = 1.34± 0.02; C = −2.38± 0.04 — коэффициенты, полученные
с использованием нелинейного метода наименьших квадратов по данным в области:
0.05 ≤ e1 ≤ 0.5, 0.05 ≤ e2 ≤ 0.5, 10−7 ≤ m2 ≤ 10−4, 0 ≤ �1 < 2π, α < 0.3. Под e1
и �1 подразумеваются начальные эксцентриситет и долгота перицентра орбиты ча-
стицы. Значение α ограничено до 0.3 с целью исключить выбросы, не ложащиеся на
общую закономерность, которые появляются вблизи люка Виздома. В качестве оши-
бок определения коэффициентов A, B и C указаны значения одного стандартного
отклонения.

На рис. 5 зеленая кривая соответствует формуле (5) с поправкой (22). Такой
подход с гораздо лучшей точностью описывает значение скоростей прецессии при
умеренных e1, e2.

6. Применение к реальным системам. Отберем реальные экзопланетные
системы, к которым можно применить рассмотренные формулы. Воспользуемся ба-
зой данных exoplanet.eu. Выберем системы c двумя планетами, у которых известны
массы и большие полуоси, с отношением масс ≤ 0.1, где менее массивная планета
расположена на внутренней орбите. Среди этих систем отбирались такие, у кото-
рых небольшая или неизвестная разность наклонений орбит. Таких систем было
найдено девять (см. таблицу). В таблице указаны массы звезд, известные пара-
метры орбит планет и вычисленная скорость прецессии для внутренней планеты.
В системах звезд 55 Cnc и Kepler-167 есть и другие планеты, но с неизвестными
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массами. Если известны эксцентриситеты и долготы перицентров и если эксцен-
триситет внутренней планеты не нулевой, скорость прецессии рассчитывается по
формуле (5) с поправкой (22); в противном случае — по формуле (3). Для внутрен-
них планет HD 38529 b, K2-290 b, Kepler-117 b, TOI-1670 b и KOI-984 b известна
долгота перицентра, при этом эпоха прохождения перицентра известна для 55 Cnc e
и HD 38529 b. Эти данные были получены посредством использования доплеровской
спектрометрии (см., например, [14]). Зная скорости прецессии, мы можем прогнози-
ровать изменение долготы перицентра и эпохи его прохождения. При несоответствии
прогноза и наблюдения можно предполагать существование других планет в систе-
ме, возмущающих движение маломассивной, и оценивать массы и параметры орбит
этих планет.

7. Заключение. Знание скоростей апсидальной прецессии и умение их предска-
зывать важны для исследований динамики планетных систем. Нами рассмотрены
и проанализированы известные аналитические представления для скорости апси-
дальной прецессии в эллиптической плоской ограниченной задаче трех тел. При
этом аналитические представления сопоставлены с данными, полученными в ходе
массовых расчетов скоростей апсидальной прецессии. Даже лучшая из представлен-
ных формул не позволяет предсказать скорость прецессии вблизи и внутри области
нестабильности (люка Виздома).

Представлено аналитическое выражение для скорости апсидальной прецессии в
виде ряда по α. Полученное выражение при разложении до 21-го порядка показыва-
ет хорошую точность, за исключением областей α ∼ 1. Количественно определены
пределы по α для точного представления скорости прецессии с помощью найденного
разложения.

Предложена эмпирическая поправка к формуле (5) для определения скорости
апсидальной прецессии при умеренных эксцентриситетах частицы и возмущающей
планеты (менее 0.5).

Рассчитаны скорости апсидальной прецессии для ряда реальных экзопланетных
систем.

Автор благодарит И. И.Шевченко за ценные советы и рекомендации при на-
писании данной статьи, а также искренне признателен рецензентам за подробные
полезные замечания.
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Analytical representations for the rate of apsidal precession in the planar elliptical restricted
three-body problem are considered in the case when the orbit of the disturbing body is ex-
ternal to the orbit of the test particle. Analytical expressions are compared with numerical
data obtained during numerous calculations of the precession rate. An analytical expression
is obtained for the apsidal precession velocity in the form of a power series with a parameter
equal to the ratio of the semi-major axes of the orbits of the test particle and the disturbing
planet. It is shown that the analytical expressions for the velocity of the apsidal precession
of the particle are reliable only at distances not close to the instability zone near the orbit
of the disturbing planet. Near the Wisdom gap, the linear secular theory stops working.
A correction empirical formula is proposed for calculating the apsidal precession rate at
relatively high (less than 0.5) eccentricities of the particle and the disturbing planet. The
proposed formulas are applied to the description of the precession of orbits in real exoplan-
etary systems.
Keywords: restricted three-body problem, apsidal precession, Wizdom gap, exoplanets,
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