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В статье мы доказываем неравенство типа Турана для рациональных функций и тем
самым расширяем его на более общий класс рациональных функций r(s(z)) степени
mn с предписанными полюсами, где s(z) — многочлен степени m. Эти результаты не
только обобщают некоторые неравенства типа Турана для рациональных функций,
но также улучшают и обобщают некоторые известные полиномиальные неравенства.
Ключевые слова: рациональная функция, полиномы, нули, полярная производная,
неравенства.

1. Введение. Для каждого натурального n обозначим через Pn линейное про-

странство всех многочленов P (z) :=
n∑
j=0

ajz
j степени не выше n над полем C ком-

плексных чисел. Пусть D−
k — множество точек, лежащих внутри Tk := {z : |z| = k},

и D+
k — множество точек, лежащих вне Tk. Если P ∈ Pn, то по оценке |P ′(z)| через

|P (z)| на T1 для всех z ∈ C, мы имеем следующее знаменитое неравенство Берн-
штейна [1].

Если P ∈ Pn, то
max
z∈T1

|P ′(z)| ≤ nmax
z∈T1

|P (z)|. (1)

Поскольку равенство в (1) выполняется тогда и только тогда, когда все нули P (z)
лежат в начале координат, естественно задаться вопросом: что произойдет с нера-
венством (1), если мы наложим ограничения на расположение нулей P? В связи с
этим Туран [2] доказал следующее.

Если все нули P ∈ Pn лежат в T1 ∪D−
1 , то

max
z∈T1

|P ′(z)| ≥ n

2
max
z∈T1

|P (z)|. (2)

Неравенство (2) было обобщено Джайном [3] в следующем виде.
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Если P ∈ Pn имеет все нули в T1 ∪D−
1 , то для каждой β при |β| ≤ 1,

max
z∈T1

∣∣zP ′(z) +
nβ

2
P (z)

∣∣ ≥ n

2

{
1 + Re(β)

}
max
z∈T1

|P (z)|. (3)

Существует несколько улучшений и обобщений неравенства типа Турана. Ли и др.
[4] дали новое измерение неравенствам типа Турана, расширив их до рациональных
функций r ∈ Rn, где

Rn = Rn(α1, α2, . . . , αn) :=

{
P (z)

w(z)
: P ∈ Pn

}
и

w(z) =
n∏
j=1

(z − αj), αj ∈ C, j = 1, 2, . . . , n.

Таким образом, Rn — это множество всех рациональных функций с полюсами
α1, α2, . . . , αn и конечным пределом в точке ∞. В этой статье мы предполагаем,
что все полюса α1, α2, . . . , αn лежат в D+

1 . Заметим, что для произведения Бляшке
справедливо B ∈ Rn, где

B(z) :=
n∏
j=1

(
1− αjz

z − αj

)
=
w∗(z)
w(z)

,

при w∗(z) = znw
(
1
z

)
=
∏n
j=1(1− αjz) и |B(z)| = 1 для z ∈ T1.

Для этого класса рациональных функций Ли и др. [4] доказали следующее.
Если r ∈ Rn имеет все нули в T1 ∪D−

1 , то для z ∈ T1,

|r′(z)| ≥ 1

2
|B′(z)||r(z)|. (4)

Результат точен, и равенство справедливо для рациональной функции

r(z) = aB(z) + b, |a| = |b| = 1.

Недавно Мир [5] обобщил неравенство (4) и доказал следующее.

Теорема A. Если r ∈ Rn, и все n нули r лежат в Tk ∪ D−
k , k ≤ 1. Тогда для

любой β при |β| ≤ 1 и z ∈ T1∣∣zr′(z) + nβ

1 + k
r(z)
∣∣ ≥ 1

2

{
|B′(z)|+ n

1 + k

(
1− k + 2Re(β)

)}|r(z)|. (5)

В этой статье мы сначала докажем следующее.

2. Основные результаты.
Теорема 1. Если r ∈ Rn, и все нули r(z) лежат в Tk ∪ D−

k , k ≤ 1. Тогда для
любой комплексной β при |β| ≤ 1 и z ∈ T1∣∣∣∣∣zr′(z) + tβ

1 + k
r(z)

∣∣∣∣∣ ≥ 1

2

{
|B′(z)|+ 2t− n(1 + k)

1 + k
+

2t

1 + k
Re(β)

}
|r(z)|+

+
1

2

{
|B′(z)|+ 2t− n(1 + k)

1 + k
+

2t

1 + k
(Re(β)− |β|)

}
inf
z∈Tk

|r(z)|. (6)

Здесь t ≤ n обозначает количество нулей r(z).
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Результат, недавно доказанный (Mir [6], теорема 2), следует из теоремы 1, если
положить t = n.

Замечание 1. Для β = 0 теорема 1 сводится к результату Арунрата и Накпра-
сита [7], а для k = 1, β = 0, t = n теорема 1 сводится к результату Азиза и Шаха
([8], теорема 3).

Если в теореме 1 мы предположим, что r(z) имеет полюс порядка n в точке

z = α, |α| > 1, то r(z) =
P (z)

(z − α)n
, так что

r′(z) =
−DαP (z)

(z − α)n+1
,

где
DαP (z) := nP (z) + (α − z)P ′(z)

обозначает полярную производную P (z) по отношению к точке α. Она обобщает
обычную производную в смысле

P ′(z) = lim
|α|→∞

DαP (z)

α− z
.

Также в этом случае мы имеем

B(z) =
n∏
1

(
1− αz

z − α

)
=

(
1− αz

z − α

)n
.

Это дает

B′(z) =
n(1− αz)n−1(|α|2 − 1)

(z − α)n+1
.

Используя эти факты, мы сразу получаем из теоремы 1 для z ∈ T1.

Следствие 1. Если многочлен P (z) имеет все нули в Tk ∪ D−
k , k ≤ 1, то для

каждой α при |α| ≥ 1 и β при |β| ≤ 1∣∣∣∣∣−zDαP (z)

(z − α)n+1
+

tβ

1 + k

P (z)

(z − α)n

∣∣∣∣∣ ≥
≥ 1

2

[
n

∣∣∣∣∣n(1− αz)n−1(|α|2 − 1)

(z − α)n+1

∣∣∣∣∣+ 2t− n(1 + k)

1 + k
+

2t

1 + k
Re(β)

]
max
z∈T1

∣∣∣∣∣ P (z)

(z − α)n

∣∣∣∣∣+
+

1

2

[∣∣∣∣∣n(1− αz)n−1(|α|2 − 1)

(z − α)n+1

∣∣∣∣∣+ 2t− n(1 + k)

1 + k
+

2t

1 + k
(Re(β) − |β|)

]
min
z∈Tk

∣∣∣∣∣ P (z)

(z − α)n

∣∣∣∣∣.
Это дает для z ∈ T1∣∣∣∣∣zDαP (z)

α− z
+

tβ

1 + k
P (z)

∣∣∣∣∣ ≥
≥ 1

2

[
n

∣∣∣∣∣ |α| − 1

z − α

∣∣∣∣∣+ 2t− n(1 + k)

1 + k
+

2t

1 + k
Re(β)

]
|z − α|nmax

z∈T1

|P (z)|
|z − α|n+
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+
1

2

[∣∣∣∣∣n(|α| − 1)

z − α

∣∣∣∣∣+ 2t− n(1 + k)

1 + k
+

2t

1 + k
(Re(β)− |β|)

]
|z − α|n min

z∈Tk

|P (z)|
|z − α|n .

Если в следствии 1 мы положим |α| → ∞, то получим следующее.

Следствие 2. Если многочлен P (z) имеет все нули в Tk ∪ D−
k , k ≤ 1, то для

любой комплексной β при |β| ≤ 1, имеем для z ∈ T1∣∣∣∣∣zP ′(z) +
tβ

1 + k
P (z)

∣∣∣∣∣ ≥ t

1 + k

(
1 + Re(β)

)
max
z∈T1

|P (z)|+

+
t

1 + k

(
1 + Re(β)− |β|) min

z∈Tk

|P (z)|.

Полагая k = 1, β = 0 и t = n, следствие 2 сводится к результату Азиза и Дауда ([9],
теорема 4).

Пусть r ∈ Rn и s ∈ Pm, тогда их композиция r ◦ s ∈ Rmn определяется как
(r ◦ s)z = r(s(z)).

Здесь

r(s(z)) =
P (s(z))

w(s(z))
,

где P (s(z)) обозначает композицию полиномов P и s, и

w(s(z)) =

mn∏
j=1

(z − αj).

Произведение Бляшке в этом случае определяется как

B(z) =
w∗(s(z))
w(s(z))

= zmn
w(s(1z ))

w(s(z))
=

mn∏
j=1

(1− αjz)

z − αj
, αj ∈ D+

1 .

Далее докажем следующее обобщение теоремы 1.

Теорема 2. Если r ◦ s ∈ Rmn, где s(z) — полином степени m и (r ◦ s)(z) �= 0 в
D+
k , k ≤ 1, то для любой комплексной β при |β| ≤ 1, имеем для z ∈ T1∣∣∣∣∣zs′(z)r′(s(z)) + mtβ

(1 + k)
r(s(z))

∣∣∣∣∣ ≥
≥ 1

2

{
|B′(z)|+ 2mt−mn(1 + k)

1 + k
+

2tm

1 + k
Re(β)

}
|r(s(z))|+

+
1

2

{
B′(z)|+ 2mt−mn(1 + k)

1 + k
+

2tm

1 + k
(Re(β)− |β|)

}
m∗, (7)

где mt — количество нулей (r◦s)(z) со счетными кратностями; m∗ = inf
z∈Tk

|r(s(z))|.

Замечание 2. При β = 0, t = n, теорема 2 сводится к результату, полученному
в (Mir [5], теорема 2), а для s(z) = z теорема 2 сводится к теореме 1.
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3. Леммы. Для доказательства этих теорем нам понадобятся следующие
леммы.

Первая лемма принадлежит Азизу и Шаху [10].

Лемма 1. Предположим, r ∈ Rn, и все нули r(z) лежат в Tk ∪D−
k , k ≤ 1, тогда

для z ∈ T1

|r′(z)| ≥ 1

2

(
|B′(z)|+ 2t− n(1 + k)

1 + k

)
|r(z)|, (8)

где t ≤ n обозначает количество нулей r(z).

Следующая лемма следует из результата Ахтара и др. [11].

Лемма 2. Предположим, что r ∈ Rn, и если все нули r(z) лежат в Tk ∪ D−
k ,

k ≤ 1, то для любой комплексной β при |β| ≤ 1 и z ∈ T1∣∣∣∣∣zr′(z) + tβ

1 + k
r(z)

∣∣∣∣∣ ≥ 1

2

{
|B′(z)|+ 2t− n(1 + k)

1 + k
+

2t

1 + k
Re(β)

}
|r(z)|.

4. Доказательства теорем.
Доказательство теоремы 1. Предположим, что r(z) имеет нуль на Tk, тогда

min
z∈Tk

|r(z)| = m = 0 и результат тривиально следует из теоремы A, если взять t = n.

Предположим, что все нули r(z) лежат в D−
k , k ≤ 1, так что m > 0 и |r(z)| ≥ m при

z ∈ Tk. Отсюда по теореме Руша следует, что для любой δ при |δ| < 1 все нули

F (z) = r(z) + δm

лежат в D−
k , k ≤ 1. Применяя лемму 2 к F (z), имеющему t нулей и n полюсов,

получаем для z ∈ T1∣∣∣∣∣zF ′(z) +
tβ

1 + k
F (z)

∣∣∣∣∣ ≥ 1

2

{
|B′(z)|+ 2t− n(1 + k)

1 + k
+

2t

1 + k
Re(β)

}
|F ()|.

Это дает для z ∈ T1∣∣∣∣∣zr′(z) + tβ

1 + k
(r(z) + δm)

∣∣∣∣∣ ≥ 1

2

{
|B′(z)|+ 2t− n(1 + k)

1 + k
+

2t

1 + k
Re(β) }|r(z) + δm|.

Выбирая подходящим образом аргумент δ в правой части приведенного выше нера-
венства, и, используя неравенство треугольника в левой части, получим для z ∈ T1∣∣∣∣∣zr′(z) + tβ

1 + k
r(z)

∣∣∣∣∣+ |δ|
∣∣∣∣∣ tmβ1 + k

∣∣∣∣∣ ≥
≥ 1

2

{
|B′(z)|+ 2t− n(1 + k)

1 + k
+

2t

1 + k
Re(β)

}
|r(z)|+

+
1

2
|δ|
{
|B′(z)|+ 2t− n(1 + k)

1 + k
+

2t

1 + k
Re(β)

}
m. (9)
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Полагая |δ| → 1, получаем для z ∈ T1∣∣∣∣∣zr′(z) + tβ

1 + k
r(z)

∣∣∣∣∣ ≥
≥
{
−t|β|
1 + k

}
m+

1

2

{
|B′(z)|+ 2t− n(1 + k)

1 + k
+

2t

1 + k
Re(β)

}
(|r(z)|+m). (10)

Отсюда следует, что для z ∈ T1∣∣∣∣∣zr′(z) + tβ

1 + k
r(z)

∣∣∣∣∣ ≥ 1

2

{
|B′(z)|+ 2t− n(1 + k)

1 + k
+

2t

1 + k
Re(β)

}
|r(z)|+

+
1

2

{
|B′(z)|+ 2t− n(1 + k)

1 + k
+

2t

1 + k
(Re(β) − |β|)

}
inf
z∈Tk

|r(z)|. (11)

�
Доказательство теоремы 2. Так как r ◦ s ∈ Rmn имеет все нули в Tk ∪D−

k ,
k ≤ 1. Пусть m∗ = min

z∈Tk

|r(s(z))|, то m∗ ≤ |r(s(z))| для z ∈ Tk. Если r(s(z)) имеет

нуль на Tk, то m∗ = 0, в этом случае теорема следует тривиально из теоремы A,
если положить s(z) = z и t = n. Итак, мы предполагаем, что r(s(z)) имеет все нули
в D−

k , тогда для каждой δ при |δ| < 1 мы имеем

m∗|δ| < |r(s(z))|, for z ∈ Tk.

Следовательно, по теореме Руша все нули рациональной функции T (z) = r(s(z)) +
δm∗ лежат в D−

k . Применяя лемму 2 к рациональной функции T (z), имеющей mt
нулей и nm полюсов получаем для z ∈ T1∣∣∣∣∣zT ′(z) +

tmβ

1 + k
T (z)

∣∣∣∣∣ ≥
{
|B′(z)|

2
+

2tm− nm(1 + k)

2(1 + k)
+

tm

(1 + k)
Re(β)

}
|T ()|.

Аналогично, для z ∈ T1∣∣∣∣∣z(r(s(z)))′ + tmβ

1 + k
(r(s(z)) + δm∗)

∣∣∣∣∣ ≥
≥
{
|B′(z)|

2
+

2mt− nm(1 + k)

2(1 + k)
+

tm

(1 + k)
Re(β)

}
|r(s(z)) + δm∗|. (12)

Выбрав аргумент δ в правой части подходящим образом, как и в доказательстве
теоремы 1, получим для z ∈ T1∣∣∣∣∣z(r(s(z)))′ + tmβ

1 + k
r(s(z))

∣∣∣∣∣+ |δ|
∣∣∣∣∣ tmβ1 + k

m∗
∣∣∣∣∣ ≥

≥
{
|B′(z)|

2
+

2mt− nm(1 + k)

2(1 + k)
+

tm

1 + k
Re(β)

}
|r(s(z))|+

+ |δ|m∗
{
|B′(z)|

2
+

2mt− nm(1 + k)

2(1 + k)
+

tm

(1 + k)
Re(β)

}
. (13)
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Пусть |δ| → 1, получаем для z ∈ T1∣∣∣∣∣z(r(s(z)))′ + tmβ

1 + k
r(s(z))

∣∣∣∣∣ ≥
≥ −
∣∣∣∣∣ tmβ1 + k

∣∣∣∣∣m∗ +

{
|B′(z)|

2
+

2mt− nm(1 + k)

2(1 + k)
+

tm

1 + k
Re(β)

}
|r(s(z))|+

+m∗
{
|B′(z)|

2
+

2mt− nm(1 + k)

2(1 + k)
+

tm

1 + k
Re(β)

}
. (14)

Откуда следует, что∣∣∣∣∣z(r(s(z)))′ + tmβ

1 + k
r(s(z))

∣∣∣∣∣ ≥
≥
{
|B′(z)|

2
+

2mt− nm(1 + k)

2(1 + k)
+

tm

1 + k
Re(β)

}
(|r(s(z))| +m∗)−

∣∣∣∣∣ tmβ1 + k

∣∣∣∣∣m∗. (15)

Теперь
(
r(s(z))

)′
= r′(s(z))s′(z), поэтому из неравенства (15) получаем для z ∈ T1∣∣∣∣∣zs′(z)r′(s(z)) + tmβ

1 + k
r(s(z))

∣∣∣∣∣ ≥
≥
{
|B′(z)|

2
+

2mt− nm(1 + k)

2(1 + k)
+

tm

1 + k
Re(β)

}
(|r(s(z))| +m∗)−

∣∣∣∣∣ tmβ1 + k

∣∣∣∣∣m∗. (16)

Аналогично, для z ∈ T1 получаем∣∣∣∣∣zs′(z)r′(s(z)) + mtβ

(1 + k)
r(s(z))

∣∣∣∣∣ ≥
≥ 1

2

{
|B′(z)|+ 2mt−mn(1 + k)

1 + k
+

2tm

1 + k
Re(β)

}
|r(s(z))|+

+
1

2

{
|B′(z)|+ 2mt−mn(1 + k)

1 + k
+

2tm

1 + k
(Re(β)− |β|)

}
m∗, (17)
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In this paper, we prove a Turán-type inequality for rational functions and thereby extend
it to a more general class of rational functions r(s(z)) of degree mn with prescribed poles,
where s(z) is a polynomial of degree m. These results not only generalize some Turán-
type inequalities for rational functions, but also improve as well as generalize some known
polynomial inequalities.
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