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В данной работе рассматривается задача о качении тяжелого однородного шара по
абсолютно шероховатой поверхности вращения. Обычно при рассмотрении этой за-
дачи принято задавать в явном виде не поверхность, по которой катится шар, а по-
верхность, по которой при качении движется центр шара. Поверхность, по которой
движется центр шара, является эквидистантной к поверхности, по которой катится
шар. В этом случае решение задачи сводится к интегрированию некоторого линейно-
го дифференциального уравнения второго порядка с переменными коэффициентами.
Коэффициенты данного уравнения зависят от характеристик поверхности, по кото-
рой движется центр шара, ее главных кривизн и коэффициентов Ламе. В случае,
когда удается в явном виде найти общее решение соответствующего линейного диф-
ференциального уравнения второго порядка, задача о качении тяжелого однородного
шара по поверхности вращения может быть проинтегрирована в квадратурах. Одна-
ко найти в явном виде общее решение соответствующего уравнения для произвольной
поверхности вращения невозможно. Поэтому представляет интерес вопрос, для ка-
ких поверхностей вращения общее решение линейного дифференциального уравнения
второго порядка находится в явном виде. В работе предполагается, что поверхность,
по которой движется центр шара, представляет собой невырожденную поверхность
вращения второго порядка. В этом случае удается найти в явном виде общее решение
линейного дифференциального уравнения второго порядка, к интегрированию кото-
рого сводится задача о качении тяжелого однородного шара по поверхности вращения.
Тем самым доказано, что если при качении тяжелого шара по поверхности вращения
его центр принадлежит невырожденной поверхности вращения второго порядка, то
задача о качении шара может быть проинтегрирована в квадратурах.
Ключевые слова: качение без проскальзывания, однородный шар, поверхность враще-
ния второго порядка, интегрируемость в квадратурах.

1. Постановка задачи. Рассмотрим задачу о качении однородного шара по
произвольной выпуклой абсолютно шероховатой поверхности под действием сил,
результирующая которых проходит через центр масс G шара, совпадающий с его
геометрическим центром [1–3]. Для описания движения шара введем подвижную
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систему координат Gx1x2x3, ось Gx3 которой направлена по нормали к опорной
поверхности. Направления осей Gx1 и Gx2 определим позднее. Обозначим через
e1, e2, e3 единичные базисные векторы осей Gx1, Gx2 и Gx3 соответственно. Пусть
Ω = θ1e1+θ2e2+θ3e3 — угловая скорость выбранной подвижной системы координат;
vG = ue1+ve2+we3 — вектор скорости точкиG (очевидно, что w = 0, поскольку шар
не отрывается от опорной поверхности во время движения); ω = ω1e1+ω2e2+ω3e3 —
угловая скорость шара. Обозначим через N = F1e1 + F2e2 + Ne3 силу реакции,
действующую на шар со стороны опорной поверхности. Через P = Xe1+Y e2+Pe3
обозначим результирующую силу, приложенную к центру масс шара. Пусть M —
масса шара, R — его радиус, J — момент инерции шара относительно любой оси,
проходящей через его центр масс. Уравнения движения шара запишем в векторном
виде:

M v̇G +Ω×MvG = P +N , (1)

Jω̇ +Ω× Jω = GK ×N . (2)

Уравнения (1) и (2) выражают, соответственно, законы изменения импульса и
кинетического момента шара относительно выбранной подвижной системы коорди-
нат. Здесь GK = −Re3 — радиус-вектор из центра масс G шара в точку K контакта
шара с опорной поверхностью. Поскольку скорость точки шара, находящейся в со-
прикосновении с опорной поверхностью, в каждый момент времени равна нулю,
следовательно,

vG + ω ×GK = 0. (3)

В скалярной форме уравнения (1)–(3) записываются следующим образом:

Mu̇−Mθ3v = X + F1, Mv̇ +Mθ3u = Y + F2, Mθ1v −Mθ2u = P +N ; (4)

Jω̇1+Jθ2ω3−Jθ3ω2 = F2R, Jω̇2+Jθ3ω1−Jθ1ω3 = −F1R, ω̇3+ θ1ω2− θ2ω1 = 0; (5)

u−Rω2 = 0, v +Rω1 = 0. (6)

Исключая F1, F2, ω1, ω2 из уравнений (4)–(6), получаем

u̇− θ3v =
R2X

J +MR2
+

JRθ1ω3

J +MR2
, v̇ + θ3u =

R2Y

J +MR2
+

JRθ2ω3

J +MR2
. (7)

Центр масс G шара движется по поверхности, полученной из данной опорной
поверхности смещением по нормали на расстояние, равное радиусу R шара. Напра-
вим оси Gx1 и Gx2 по касательным к линиям кривизны этой поверхности. Получим
теперь линейное дифференциальное уравнение второго порядка, к интегрированию
которого приводится решение рассматриваемой задачи.

2. Вывод основного уравнения. Пусть поверхность, по которой движется
центр масс G шара, является поверхностью вращения, которая задается относи-
тельно некоторой неподвижной системы координат уравнением

r = (ρ (q1) cos q2, ρ (q1) sin q2, ζ (q1)) . (8)

В уравнении (8) через q1, q2 обозначены гауссовы координаты на поверхно-
сти. Поверхность вращения (8) получается, если кривую, заданную параметрически
уравнениями ρ = ρ (q1), ζ = ζ (q1), повернуть вокруг некоторой вертикальной оси,
при этом q2 — угол поворота.
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Тогда компоненты θ1, θ2, θ3 угловой скорости Ω системы координат Gx1x2x3
будут равны (см. [1])

θ1 = h2k2q̇2, θ2 = −h1k1q̇1, θ3 =
q̇2
h1

dh2
dq1

. (9)

Здесь через h1, h2 обозначены коэффициенты Ламе данной поверхности, а через
k1, k2 — ее главные кривизны, которые вычисляются по формулам [1],

h1 = h1 (q1) =

√(
dρ

dq1

)2

+

(
dζ

dq1

)2

, h2 = h2 (q1) = ρ (q1) , (10)

k1 = k1 (q1) =

(
d2ζ

dq21

dρ

dq1
− dζ

dq1

d2ρ

dq21

)
((

dρ

dq1

)2

+

(
dζ

dq1

)2
) 3

2

, k2 = k2 (q1) =

dζ

dq1

ρ

√(
dρ

dq1

)2

+

(
dζ

dq1

)2
. (11)

Компоненты скорости u и v центра масс G шара связаны с координатами q1, q2
и их производными соотношениями (см. [1]):

u = h1q̇1, v = h2q̇2, (12)

с учетом которых можно переписать выражения для компонент θ1, θ2, θ3 угловой
скорости Ω следующим образом:

θ1 = k2v, θ2 = −k1u, θ3 =
v

h1h2

dh2
dq1

. (13)

Принимая во внимание формулы (9), (12), (13), а также уравнения неголоном-
ных связей (6), из третьего уравнения системы (5) получаем

ω̇3 = θ2ω1 − θ1ω2 = −θ2v
R

− uθ1
R

=
k1uv

R
− k2uv

R
=

(k1 − k2) vh1q̇1
R

.

Переходя в полученном уравнении к новой независимой переменной — коорди-
нате q1, запишем данное уравнение в виде

dω3

dq1
=

(k1 − k2) h1
R

v. (14)

Поскольку движение шара происходит под действием силы тяжести, следова-
тельно имеем Y = 0. С учетом этого факта и формул (9), (12), (13), из второго
уравнения системы (7) находим, что

v̇ +
v

h2

dh2
dq1

q̇1 = −JRh1k1q̇1
J +MR2

ω3.

В полученном уравнении мы также перейдем к новой независимой перемен-
ной — координате q1, в результате чего данное дифференциальное уравнение примет
вид

dv

dq1
+

v

h2

dh2
dq1

= − JRh1k1
J +MR2

ω3. (15)
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Система уравнений (14), (15) представляет собой систему двух линейных урав-
нений первого порядка относительно неизвестных v и ω3. Решение задачи о качении
шара по поверхности такой, что центр масс шара принадлежит заданной поверхно-
сти вращения, сводится к интегрированию системы уравнений (14), (15).

Немного преобразуем данную систему. Введем новые переменные V и Ω по фор-
мулам

V = h2v = ρ (q1) v, Ω = Rω3,

а также обозначим
J

J +MR2
= n2 < 1.

Тогда система уравнений (14), (15) перепишется в виде

dΩ

dq1
=
h1
h2

(k1 − k2)V,
dV

dq1
= −n2h1h2k1Ω. (16)

Систему уравнений (16) легко привести к одному линейному дифференциаль-
ному уравнению второго порядка относительно V :

d2V

dq21
− 1

h1h2k1

d

dq1

[
h1h2k1

]
dV

dq1
+ n2 (k1 − k2)h

2
1k1V = 0. (17)

Таким образом, задача о качении шара по неподвижной выпуклой поверхности
под действием силы тяжести, в предположении, что центр масс G шара движется
по заданной поверхности вращения, сводится к интегрированию уравнения (17). Ко-
эффициенты данного уравнения определяются формой поверхности вращения, по
которой движется центр шара. Можно поставить вопрос о том, для каких поверх-
ностей вращения уравнение (17) интегрируется в явном виде, т. е. соответствующая
задача приводится к квадратурам. Для ответа на этот вопрос можно воспользо-
ваться алгоритмом Ковачича [4–6]. Ниже доказано, что если при качении шара его
центр движется по невырожденной поверхности второго порядка, то уравнение (17)
интегрируется явно.

3. Качение шара по поверхности второго порядка. Рассмотрим задачу
о качении шара по поверхности такой, что при качении центр масс шара движет-
ся по заданной поверхности вращения второго порядка, причем будем считать, что
для данной поверхности выполняется условие k1 �= 0, т. е. она не является цилин-
дром или конусом (тот факт, что задача о качении шара по цилиндру и по конусу
интегрируется в квадратурах, был доказан еще Раусом [2]). В этом случае кривую,
определяющую меридиан соответствующей поверхности вращения, можно задать ее
полярным уравнением

r (q1) =
p

1− e cos q1
,

и следовательно, для функций ρ (q1) и ζ (q1), определяющих меридиан заданной
поверхности вращения, мы будем иметь следующие выражения:

ρ (q1) = r (q1) sin q1 =
p sin q1

1− e cos q1
, ζ (q1) = r (q1) cos q1 =

p cos q1
1− e cos q1

.
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Тогда коэффициенты Ламе h1, h2 и главные кривизны k1, k2 поверхности, вы-
числяемые по формулам (10), (11), будут равны

h1 =
p

1− e cos q1

√
1 + e2 − 2e cos q1, h2 =

p sin q1
1− e cos q1

,

k1 = − (1− e cos q1)
3

p (1 + e2 − 2e cos q1)
3
2

, k2 = − 1− e cos q1

p
√
1 + e2 − 2e cos q1

.

Линейное дифференциальное уравнение второго порядка (17) запишется следу-
ющим образом:

d2V

dq21
+

2e− (1 + e2
)
cos q1

(1 + e2 − 2e cos q1) sin q1

dV

dq1
− n2e2 sin2 q1

(1 + e2 − 2e cos q1)
2V = 0. (18)

В дифференциальном уравнении (18) сделаем замену независимой переменной
по формуле cos q1 = x. Тогда уравнение (18) примет вид уравнения с рациональными
коэффициентами

d2V

dx2
+

2e

(2ex− e2 − 1)

dV

dx
− n2e2

(2ex− e2 − 1)
2 V = 0. (19)

Для того, чтобы привести дифференциальное уравнение (19) к более простому
виду, сделаем замену:

y = V
√
2ex− e2 − 1.

Тогда линейное дифференциальное уравнение второго порядка (19) перепишет-
ся следующим образом:

d2y

dx2
= −

(
1− n2

)
e2

(2ex− e2 − 1)
2 y. (20)

Уравнение (20) имеет в точности вид, необходимый для того, чтобы применить
к данному уравнению алгоритм Ковачича [4–6]. Применение к уравнению (20) ал-
горитма Ковачича [4–6] показывает, что общее решение данного уравнения может
быть представлено в виде

y = C1

(
2ex− e2 − 1

) (1+n)
2 + C2

(
2ex− e2 − 1

) (1−n)
2 ,

где C1 и C2 — произвольные постоянные. Для исходного линейного дифференци-
ального уравнения (18) общее решение записывается следующим образом:

V = K1

(
1 + e2 − 2e cos q1

)n
2 +K2

(
1 + e2 − 2e cos q1

)−n
2 ,

где K1 и K2 — произвольные постоянные интегрирования. Таким образом, нами
установлено, что при любых значениях параметров n, p и e линейное дифференци-
альное уравнение второго порядка (18) интегрируется в явном виде. Следовательно,
задача о качении шара по поверхности такой, что центр шара движется по заданной
невырожденной поверхности вращения второго порядка, может быть проинтегриро-
вана в квадратурах.
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Integrability by quadratures of the problem of rolling motion of
a heavy homogeneous ball on a surface of revolution of the second order∗
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rolling motion of a heavy homogeneous ball on a surface of revolution of the second order.
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In this paper, we consider the problem of rolling of a heavy homogeneous ball on a perfectly
rough surface of revolution. Usually, when considering this problem, it is convenient to
specify explicitly the surface along which the center of the ball moves during rolling, instead
of the surface along which the ball rolls. The surface on which the center of the ball moves is
equidistant to the surface on which the ball is rolling. It is well known, that the considered
problem is reduced to the integration the second order linear homogeneous differential
equation. In this paper we assume, that the surface along which the center of the ball
moves is a non — degenerate surface of revolution of the second order. Using the Kovacic
algorithm we prove that the general solution of the corresponding linear differential equation
can be found explicitly. This means, that in this case the problem of rolling of a ball on a
surface of revolution can be integrated by quadratures.
Keywords: rolling without sliding, homogeneous ball, surface of revolution of the 2nd order,
integrability by quadratures.
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