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В настоящей работе выполняется построение и исследование модели связанных плос-
ко-поперечных колебаний круглой тонкой пластинки с концентричным отверстием при
действии кориолисовых и центробежных сил инерции, вызванных вращением систе-
мы вокруг оси, расположенной в плоскости пластинки. Уравнения колебаний в част-
ных производных получены с применением вариационного принципа Гамильтона—
Остроградского. В предположении малости угловой скорости вращения по отношению
к частоте рабочей кососимметричной изгибной формы колебаний пластинки найдено
приближенное аналитическое решение как для радиальной и окружной, так и для по-
перечной компонент поля перемещений в режиме свободных колебаний. С помощью
проекционного метода Галеркина задача была сведена к системе двух линейных диф-
ференциальных уравнений второго порядка для модальных координат взаимно ор-
тогональных базисных кососимметричных форм колебаний пластинки. Обнаружено,
что режим начально возбужденных гармонических колебаний при наличии вращения
преобразуется в режим амплитудно-модулированных биений. Найдены аналитические
выражения как для частоты медленной огибающей биений, так и для относительной
глубины их амплитудной модуляции. Показана принципиальная возможность опре-
деления модуля проекции вектора угловой скорости на плоскость пластинки по из-
меряемой величине частоты огибающей. Исследована задача о выборе оптимальной
геометрической формы резонатора с точки зрения максимизации чувствительности
системы к изменениям величины угловой скорости вращения. Рассмотрен вопрос об
определении направления проекции вектора угловой скорости на плоскость пластинки
по измеряемой глубине амплитудной модуляции режима биений.
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многоосевой МЭМС гироскоп, инерциальная навигация, параметрические колебания.
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1. Введение. Одной из важнейших задач измерительного приборостроения
на современном этапе является создание малогабаритных инерциальных навигаци-
онных систем, обеспечивающих определение параметров ориентации и координат
летательных, надводных и подводных аппаратов, наземных транспортных средств,
роботов и др. Ключевым направлением разработок здесь является создание мик-
роэлектромеханических датчиков инерциальной информации — акселерометров и
гироскопов тактического и навигационного классов точности [1]. Наряду с высоки-
ми требованиями к точностным характеристикам датчиков, определяющее значение
имеют параметры температурной стабильности и устойчивости систем к внешним
воздействиям (вибрационным, ударным, акустическим) [2].

В последнее десятилетие в мировой индустрии микросистем интенсивное раз-
витие получило направление разработки многоосевых датчиков — вибрационных
микромеханических систем с архитектурой чувствительного элемента (ЧЭ), позво-
ляющей одновременно определять более одной компоненты измеряемой характе-
ристики движения (векторов переносного ускорения или угловой скорости). В от-
ношении микромеханических гироскопов здесь следует указать работы передовых
инженерных и исследовательских центров [3–8]. Одним из перспективных решений
при разработке конструкции ЧЭ подобных сенсоров является использование осо-
бых свойств режимов упругих колебаний в телах с осевой симметрией — кольцах,
пластинах, дисках [4, 8, 9]. Данный подкласс датчиков в известном смысле при-
мыкает к обширной группе разработок в области микромасштабных твердотельных
волновых гироскопов с осесимметричным резонатором [10–12], хотя и опирается на
существенно иные принципы съема выходного сигнала, чем в системах со свободной
гироскопической прецессией рабочей формы колебаний.

Вопросам колебаний осесимметричных упругих тел (колец, пластинок, оболо-
чек) в неинерциальных системах отсчета посвящено значительное число работ. Кро-
ме уже упомянутых выше задач вибрационной гироскопии, подобные постановки
широко известны в роторной динамике [13–18]. В подавляющем большинстве ис-
следований этого класса рассматривается случай совпадения направления вектора
угловой скорости с осью симметрии упругого тела (диска), что приводит к возник-
новению в нем предварительного напряженного состояния за счет действия цен-
тробежных сил инерции и изменению характеристик свободных и вынужденных
изгибных колебаний.

Отдельную группу исследований составляют работы по динамике тонких круг-
лых пластинок с различными типами граничных условий на внешней и внутренней
(при наличии у пластинки отверстия) кромках. Рассматриваются как линейные, так
и нелинейные геометрические постановки [19, 20] для осесимметричных и кососим-
метричных колебаний [21, 22], а также бегущих упругих волн [23].

Насколько известно авторам предлагаемой работы, в научной литературе ранее
не исследовались задачи динамики круглых пластинок (в частности, их кососиммет-
ричных колебаний) при совместном действии гироскопических и центробежных сил
инерции, вызванных вращением системы вокруг некоторой оси, не совпадающей с
осью симметрии пластинки. Наиболее близкой к названной постановке является ра-
бота [24], в которой изучаются аналогичные вопросы для тонкого упругого кольца.

В настоящей работе исследуются особые свойства гироскопически связанных
плоско-поперечных колебаний тонкой круглой пластинки и рассматривается воз-
можность их использования для определения величины и направления проекции
на плоскость пластинки вектора угловой скорости подвижного объекта, на котором
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установлен резонатор. Иными словами, изучаются перспективы применения чув-
ствительного элемента указанной формы в новых архитектурах двухосевых микро-
электромеханических гироскопов.

2. Математическая модель. Рассматривается задача об эволюции кососим-
метричных изгибных колебаний круглой пластинки с концентричным отверстием,
защемленной по внутреннему краю и свободной по внешнему краю, в неинерциаль-
ной системе отсчета, движение которой представляет собой вращение вокруг неко-
торой оси, расположенной в плоскости пластинки. Графическая схема исследуемой
задачи приведена на рис. 1.

Рис. 1. Графическая схема рассматриваемой
задачи.

Для материала пластинки принимается модель однородного изотропного ли-
нейно-упругого тела с объемной плотностью ρ, модулем Юнга E и коэффициентом
Пуассона ν. Толщину, внутренний и внешний радиусы пластинки обозначим h, b и
a соответственно. Примем, что вращение системы совершается с постоянной угло-
вой скоростью Ω, направленной вдоль оси Ox декартовой системы координат Oxyz,
связанной с пластинкой; в силу осевой симметрии конструкции ориентация этой оси
в плоскости пластинки может быть задана произвольно.

В качестве механической модели пластинки будем рассматривать геометриче-
ски линейную бессдвиговую модель.

Для вывода уравнений движения системы применим интегральный вариацион-
ный принцип Гамильтона—Остроградского:

0 =

∫ t

0

(δT − δΠ) dt, (1)

где T и Π — кинетическая и потенциальная (упругая) энергии пластинки; d и δ —
операторы дифференцирования и варьирования соответственно; t — время.

Вариация кинетической энергии может быть записана следующим образом [25]:

δT = −
∫
z

∫
A

ρü · δudAdz, (2)
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где u — вектор перемещений материальных точек пластинки; интегрирование вы-
полняется по объему тела (dA — элемент площади поверхности пластинки).

Вариация упругой энергии в общем виде может быть представлена как

δΠ =

∫
z

∫
A

(σ11δε11 + σ22δε22 + σ33δε33 + σ23δε23 + σ13δε13 + σ12δε12) dAdz, (3)

где σij , εij — компоненты тензоров напряжений и упругих деформаций в выбранной
системе координат. Конкретный вид потенциальной энергии с учетом допущений
принятой модели будет приведен далее.

Уравнения движения будем записывать в связанной с пластинкой цилиндриче-
ской системе координат r, θ, z.

Векторное поле перемещений имеет вид

u = (u− zwr) j1 + (v − z

r
wθ)j2 + wj3, (4)

где u, v, w — радиальная, окружная и поперечная компоненты вектора перемещений;
j1, j2, j3 — базисные векторы цилиндрической системы координат; нижние индексы
обозначают дифференцирование по соответствующейпространственной координате.

Вектор сообщаемой пластинке угловой скорости имеет следующий вид:

Ω = Ω(cos θj1 − sin θj2) . (5)

Вектор абсолютной скорости материальных точек пластинки, записанный в ба-
зисе используемой неинерциальной цилиндрической системы координат, определя-
ется выражением

du

dt
=
d̃u

dt
+Ω× u, (6)

где оператор d̃/dt обозначает покомпонентное дифференцирование вектора без учета
фактора подвижности рассматриваемого базиса.

С учетом (6) в базисе {j1,2,3} вектор скорости покомпонентно имеет вид

du

dt
=
{
u̇− zẇr − Ωw sin θ, v̇ − z

r
ẇθ − Ωw cos θ, ẇ+

+ Ω
[(
v − z

r
wθ

)
cos θ + (u− zwr) sin θ

]}T
. (7)

Поступая аналогичным образом, найдем следующее представление для вектора
абсолютного ускорения в подвижном цилиндрическом базисе:

d2u

dt2
= {ü− zẅr − 2Ωẇ sin θ − Ω2 sin θ

[(
v − z

r
wθ

)
cos θ + (u− zwr) sin θ

]
,

v̈ − z

r
ẅθ − 2Ωẇ cos θ − Ω2 cos θ

[(
v − z

r
wθ

)
cos θ + (u− zwr) sin θ

]
,

ẅ + 2Ω
[(
v̇ − z

r
ẇθ

)
cos θ + (u̇− zẇr) sin θ

]
− Ω2w}T .

(8)
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Подстановка (8) в (2) и интегрирование полученного выражения по толщине
пластинки позволяют записать вариацию кинетической энергии в виде

δT = −
∫ 2π

0

∫ a

b

{I0
[
ü− 2Ωẇ sin θ − Ω2 sin θ (v cos θ + u sin θ)

]
δu+

+I0
[
v̈ − 2Ωẇ sin θ − Ω2 cos θ (v cos θ + u sin θ)

]
δv+

+I0
[
ẅ + 2Ω (u̇ sin θ + v̇ cos θ)− Ω2w

]
δw+

+I2

[
ẅr − Ω2 sin θ

(
1

r
wθ cos θ + wr sin θ

)]
δwr+

+
I2
r

[
1

r
ẅθ − Ω2 cos θ

(
1

r
wθ cos θ + wr sin θ

)]
δwθ}rdrdθ,

(9)

где I0 = ρh, I2 = ρh3

12 .
Вариация упругой энергии может быть записана как [25]

δΠ = −
∫ 2π

0

∫ a

b

{[(rN1)r +N6θ −N2] δu+ [N2θ + (rN6)r +N6] δv+

+ [(rQ1)r +Q2θ] δw − [(rM1)r +M6θ − rQ1 −M2] δwr−
−1

r
[M2θ + rM6r − rQ2 + 2M6] δwθ}drdθ+

+

∫ 2π

0

[
N1δu+N6δv +

(
Q1 +

1

r
M6θ

)
δw −M1δwr

]r=a
r=b

rdθ,

(10)

где силы и моменты в поперечных сечениях элементов пластинки определяются
выражениями

{N1, N2, N6} =

∫ h/2

−h/2
{σ11, σ22, σ12} dz,

{M1,M2,M6} =

∫ h/2

−h/2
z {σ11, σ22, σ12} dz.

(11)

Таким образом, применение вариационного принципа Гамильтона—Остроград-
ского (1) приводит к следующей системе уравнений движения пластинки:

∂N1

∂r
+

1

r

∂N6

∂θ
+
N1 −N2

r
= I0

[
ü− 2Ωẇ sin θ − Ω2 sin θ (v cos θ + u sin θ)

]
,

∂N6

∂r
+

1

r

∂N2

∂θ
+

2N6

r
= I0

[
v̈ − 2Ωẇ cos θ − Ω2 cos θ (v cos θ + u sin θ)

]
,

∂Q1

∂r
+

1

r

∂Q2

∂θ
+
Q1

r
= I0

[
ẅ + 2Ω (u̇ sin θ + v̇ cos θ)− Ω2w

]
,

∂M1

∂r
+

1

r

∂M6

∂θ
+
M1 −M2

r
−Q1 = I2

[
−ẅr +Ω2 sin θ

(
1

r
wθ cos θ + wr sin θ

)]
,

−∂M6

∂r
− 1

r

∂M2

∂θ
− 2M6

r
+Q2 = I2

[
1

r
ẅθ − Ω2 cos θ

(
1

r
wθ cos θ + wr sin θ

)]
(12)
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с рядом возможных комбинаций граничных условий вдоль кромок r = b, a:

δu = 0 или N1 = 0,

δv = 0 или N6 = 0,

δw = 0 или Q1 +
1

r

∂M6

∂θ
= 0,

δwr = 0 или M1 = 0.

(13)

Для изотропного материала внутренние силы и моменты связаны с полем пе-
ремещений следующим образом:⎧⎨⎩N1

N2

N6

⎫⎬⎭ =
Eh

1− ν2

⎡⎣1 ν 0
ν 1 0
0 0 (1− ν) /2

⎤⎦⎧⎨⎩ ur
(vθ + u) /r

(uθ + rvr − v) /r

⎫⎬⎭ , (14)

⎧⎨⎩
M1

M2

M6

⎫⎬⎭ = − Eh3

12 (1− ν2)

⎡⎣1 ν 0
ν 1 0
0 0 (1− ν)

⎤⎦⎧⎨⎩
wrr

(wθθ + rwr) /r
2

(rwrθ − wθ) /r
2

⎫⎬⎭ . (15)

С учетом (14), (15) система уравнений (12) может быть сведена к трем уравне-
ниям свободных связанных плоско-поперечных колебаний пластинки:

c2
[
urr − ν

r2
(vθ + u) +

ν

r
(vrθ + ur) +

1− ν

2r2
(uθθ + rvrθ − 3vθ − 2u) +

1− ν

r
ur

]
=

= ü− 2Ωẇ sin θ − Ω2 sin θ (v cos θ + u sin θ) ,

(16)

c2
[
1− ν

2r2
(uθ + rur − v) +

1

r
(urθ + rvrr) +

ν

r
urθ +

1

r2
(vθθ + uθ)

]
=

= v̈ − 2Ωẇ cos θ − Ω2 cos θ (v cos θ + u sin θ) ,

(17)

D∇4w + I0ẅ − I2∇2ẅ + 2I0Ω (u̇ sin θ + v̇ cos θ)− I0Ω
2w+

+ I2Ω
2[sin θ

(
− 1

r2
wθ cos θ +

1

r
wrθ cos θ + wrr sin θ

)
−

− 1

r
sin θ

(
1

r
wθ cos θ + wr sin θ

)
+

+
1

r
cos θ

(
1

r
wθθ cos θ − 1

r
wθ sin θ + wrθ sin θ + wr cos θ

)
+

+
1

r
sin θ

(
1

r
wθ cos θ + wr sin θ

)
] = 0, (18)

где введены обозначения c2 = E
(1−ν2)ρ , D = Eh3

12(1−ν2) .
Предметом дальнейшего исследования является изучение качественных особен-

ностей решений системы уравнений (16)–(18) для частного случая эволюции началь-
но сообщенной пластинке некоторой кососимметричной формы изгибных колебаний
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при действии гироскопических сил (сил Кориолиса), вызванных малой по отноше-
нию к частоте возбужденных изгибных колебаний угловой скоростью вращения си-
стемы.

3. Анализ гироскопически связанных плоско-поперечных колебаний
пластинки. С учетом вышеуказанных особенностей рассматриваемой постановки
выполним ряд упрощений в общей системе (16)–(18):

1) в предположении малой толщины пластинки по отношению к ее характер-
ным размерам в своей плоскости пренебрежем наличием сил инерции на поворот
поперечных сечений (отбросим слагаемое ρh3

12 ∇2ẅ);
2) имея в виду малость величины угловой скорости по сравнению с рабочей ча-

стотой возбужденной формы изгибных колебаний и гироскопическую (пропорцио-
нальную Ω) связь компонент вектора перемещений u, v с поперечным перемещением
w, пренебрежем центробежными (пропорциональными Ω2) слагаемыми в уравнени-
ях (16)–(17);

3) с учетом пп. 1, 2 будем считать величиной старшего порядка малости и от-
бросим из рассмотрения последнюю группу слагаемых в уравнении (18), пропорцио-
нальную множителю ρh3

12 Ω2;
4) рассматривая низкочастотные (по сравнению с формами плоских движений

пластинки) формы изгибных колебаний, пренебрежем силами инерции в радиаль-
ном и окружном направлениях (слагаемые ü и v̈ в уравнениях (16) и (17) соответ-
ственно).

Кроме того, перейдем к следующим безразмерным величинам, отмеченным сим-
волом˜:

u = hũ, v = hṽ, w = hw̃,

r = ar̃, t = T t̃, Ω̃ = TΩ,
(19)

где T 2 = ρha4

D .
Отбрасывая далее символ ˜ в обозначениях безразмерных величин, получим

следующую упрощенную систему уравнений колебаний пластинки:

urr − ν

r2
(vθ + u) +

ν

r
(vrθ + ur) +

1− ν

2r2
(uθθ + rvrθ − 3vθ − 2u)+

+
1− ν

r
ur = −2α2Ωẇ sin θ, (20)

1− ν

2r2
(uθ + rur − v) +

1

r
(urθ + rvrr) +

ν

r
urθ +

1

r2
(vθθ + uθ) = −2α2Ωẇ cos θ, (21)

∇4w + ẅ + 2Ω (u̇ sin θ + v̇ cos θ)− Ω2w = 0, (22)

где α2 = a2

c2T 2 .
Исследование эволюции некоторой начально возбужденной формы изгибных

колебаний выполним с помощью приближенного (проекционного) метода Бубнова—
Галеркина. Будем искать решение для поперечной компоненты поля перемещений
пластинки в виде

w (r, θ, t) = Rnk(r) [η(t) cosnθ + ζ(t) sinnθ] , (23)
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где n, k — индексы осевой симметрии и радиальной изменяемости рассматривае-
мой формы колебаний; η(t), ζ(t) — подлежащие определению модальные координа-
ты; Rnk(r) — функция радиальной координаты, определяемая решением задачи на
собственные значения для уравнения свободных изгибных колебаний пластинки на
неподвижном основании:

R(r) = C1Jn(κr) + C2In(κr) + C3Yn(κr) + C4Kn(κr). (24)

Здесь Jn, In и Yn,Kn — обычные и модифицированные функции Бесселя I и II ро-
да соответственно. Параметр κ связан с размерной круговой частотой свободных
колебаний ω соотношением

κ4 =
ρha4ω2

D4
. (25)

Значения коэффициентов Cj и параметра κ определяются из условий удовлетво-
рения решением (24) граничных условий, которые в рассматриваемом случае пла-
стинки, защемленной по внутреннему краю и свободной по внешнему (рис. 1), имеют
вид

r = β : R = 0, R′ = 0,

r = 1 : R′′ +
ν

r
R′ − νn2

r2
R = 0,

R′′′ +
1

r
R′′ − 1 + 2n2 − νn2

r2
R′ +

(3− ν)n2

r3
R = 0,

(26)

где введено обозначение β = b/a.
Вид первых двух форм изгибных колебаний пластинки из семейств n = 0 и

n = 1 для значения параметра β = 0.2 показан на рис. 2 (коэффициент Пуассона ν
принят равным 0.22).

Примечательной особенностью принятой комбинации граничных условий яв-
ляется пересечение частотных ветвей (n, k) = (0, 1) (осесимметричные формы с
наименьшей радиальной изменяемостью) и (n, k) = (1, 1) (исследуемые кососим-
метричные формы) при достижении геометрическим параметром β определенного
значения: при β < 0.312, т. е. для полых круглых пластинок с достаточно малым
внутренним радиусом, наинизшей собственной частотой обладает кососимметрич-
ная форма колебаний. Этот эффект отражен на рис. 3.

Везде далее будем рассматривать кососимметричную форму колебаний с наи-
меньшей окружной и радиальной изменяемостью: (n, k) = (1, 1).

Подстановка (23) в (20)–(21) приводит к системе неоднородных уравнений в
частных производных относительно u и v, точное решение которой может быть
представлено в форме

u (r, θ, t) = α2Ω
[
−ζ̇U1(r) +

(
ζ̇ cos 2θ − η̇ sin 2θ

)
U2(r)

]
,

v (r, θ, t) = α2Ω
[
−η̇V1(r) −

(
η̇ cos 2θ + ζ̇ sin 2θ

)
V2(r)

]
,

(27)
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Рис. 2. Формы изгибных колебаний круглой пластинки с отверстием.

Рис. 3. Ветви безразмерного частотного параметра κ.
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где функции U1(r), U2(r), V1(r), V2(r) являются решениями следующих граничных
задач:

U ′′
1 − 1

r2
U1 +

1

r
U ′
1 = R11(r),

Г.У.: r = β : U1 = 0,

r = 1 : U ′
1 +

ν

r
U1 = 0,

(28)

V ′′
1 +

1− ν

2r
V ′
1 − 1− ν

2r2
V1 = R11(r),

Г.У.: r = β : V1 = 0,

r = 1 : rV ′
1 − V1 = 0,

(29)

U ′′
2 +

1

r
U ′
2 −

3− 2ν

r2
U2 − 1 + ν

r
V ′
2 +

3− ν

r2
V2 = R11(r),

2 (1 + ν)

r
U ′
2 +

3− ν

r2
U2 + V ′′

2 +
1− ν

2r
V ′
2 − 9− ν

2r2
V2 = R11(r),

Г.У.: r = β : U2 = 0, V2 = 0,

r = 1 : U ′
2 +

ν

r
U2 − 2ν

r
V2 = 0, rV ′

2 − V2 + 2U2 = 0.

(30)

Решение приведенных граничных задач может быть получено численно с помо-
щью соответствующих методов вычислительной математики (в частности, методом
коллокаций1).

Подставим найденные выражения для радиальной и окружной компонент поля
перемещений (27) в уравнение изгибных колебаний (22). Учитывая искомый вид по-
перечной компоненты поля перемещений (23), запишем проекционные условия мето-
да Галеркина: поэтапно умножим (22) на R11(r) cos θ,R11(r) sin θ и проинтегрируем
полученные уравнения по площади пластинки. Таким образом, придем к следую-
щей системе обыкновенных дифференциальных уравнений для модальных коорди-
нат η(t), ζ(t): (

1 + 2α2Ω2A1

)
η̈ +
(
κ411 − Ω2

)
η = 0,(

1 + 2α2Ω2B1

)
ζ̈ +
(
κ411 − Ω2

)
ζ = 0,

(31)

где введены обозначения:

A1 = −
∫ 1
β rR11

(
V1 +

1
2U2 +

1
2V2
)
dr∫ 1

β rR
2
11dr

, B1 = −
∫ 1
β rR11

(
U1 +

1
2U2 +

1
2V2
)
dr∫ 1

β rR
2
11dr

. (32)

Задача (31) позволяет провести качественный анализ эволюции начально воз-
бужденной (с некоторыми начальными условиями η0, ζ0) кососимметричной формы
колебаний при действии гироскопических и центробежных сил.

Примечательно, что гироскопическая по своей физической природе связь дви-
жений пластинки в своей плоскости и вне плоскости приводит для рассматриваемого

1MathWorks MATLAB version: 9.13.0 (R2022b). Natick, Massachusetts: The MathWorks Inc.
URL: https://www.mathworks.com (дата обращения: 05.01.2023).
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случая ориентации вектора угловой скорости к появлению слагаемых, пропорцио-
нальных квадрату скорости вращения (см. множители при вторых производных в
системе (31)).

Уравнения (31) могут быть записаны в виде

η̈ + ω2
ηη = 0, ζ̈ + ω2

ζζ = 0, (33)

где безразмерные частоты модальных осцилляторов с окружной изменяемостью по
cos θ и sin θ (см. представление решения для прогиба (23)) определяются выражени-
ями

ω2
η =

κ411 − Ω2

1 + 2α2Ω2A1
, ω2

ζ =
κ411 − Ω2

1 + 2α2Ω2B1
. (34)

Считая угловую скорость вращения пластинки малой по отношению к рассмат-
риваемой круговой частоте изгибных колебаний системы на неподвижном основа-
нии, запишем в первом приближении по Ω2:

ωη ∼= κ211 −
(

1

2κ211
+ α2κ211A1

)
Ω2,

ωζ ∼= κ211 −
(

1

2κ211
+ α2κ211B1

)
Ω2.

(35)

Для дальнейшего исследования будет удобно перейти от частот ωη, ωζ к средней
частоте ωm и частотному расщеплению 2�ω по формулам

ωm =
1

2
(ωη + ωζ) = κ211 −

1

2

[
1

κ211
+ α2κ211 (2S + δa + δb)

]
Ω2,

�ω =
1

2
(ωζ − ωη) =

α2κ211 (δa − δb)

2
Ω2,

(36)

где с учетом структуры коэффициентов A1, B1 (32) введены обозначения:

S = −
∫ 1
β rR11 (U2 + V2) dr

2
∫ 1
β
rR2

11dr
, δa = −

∫ 1
β rR11V1dr∫ 1
β
rR2

11dr
, δb = −

∫ 1
β rR11U1dr∫ 1
β
rR2

11dr
. (37)

Предположим, что в начальный момент времени пластинке сообщено началь-
ное поперечное отклонение по рассматриваемой кососимметричной форме изгибных
колебаний, причем угловая ориентация этой формы по отношению к связанной с
пластинкой осью Ox (см. рис. 1) определяется некоторым углом γ:

w0 (r, θ) = CR11(r) cos (θ + γ) = CR11(r) [cos γ cos θ − sin γ sin θ] . (38)

Параметр C характеризует амплитуду начального прогиба; в силу линейности
задачи везде далее примем C ≡ 1.

Подчеркнем, что угол γ определяет, таким образом, ориентацию возбужденной
формы колебаний по отношению к направлению вектора угловой скорости Ω. Здесь
необходимо отметить, что одним из возможных технических применений рассмат-
риваемой задачи является предложение нового принципа работы и конструктивного
решения для датчиков угловой скорости (прежде всего — микромеханических вибра-
ционных гироскопов с электростатическими возбудителями колебаний и системами
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емкостного съема выходного сигнала). В контексте этих приложений направление и
величина вектора Ω (точнее, его проекции на плоскость пластинки) подлежат опре-
делению, а ориентация начально возбужденной формы колебаний чувствительного
элемента является заданной. Из сказанного следует, что с учетом осевой симметрии
геометрии пластинки мы можем интерпретировать угол γ как параметр, определя-
ющий искомое направление вектора угловой скорости по отношению к известной
начальной ориентации возбужденной кососимметричной формы колебаний.

Сопоставление (38) с (23) показывает, что начальные значения модальных ко-
ординат в рассматриваемом случае равны η0 = cos γ, ζ0 = − sin γ, а значит,

η(t) = cos γ cosωηt, ζ(t) = − sin γ cosωζt. (39)

Таким образом, свободные изгибные колебания пластинки при действии гиро-
скопических и центробежных сил определяются выражением

w (r, θ, t) = R11(r) [cos γ cos θ cosωηt− sin γ sin θ cosωζt] , (40)

которое, с учетом введенных обозначений (36), может быть преобразовано к форме

w (r, θ, t) = R11(r) [cos (θ + γ) cos�ωt cosωmt+ cos (θ − γ) sin�ωt sinωmt] . (41)

Необходимо отметить, что отдельного рассмотрения требует техническая и ал-
горитмическая реализация задачи сообщения резонатору заданных начальных усло-
вий и поддержания свободных колебаний пластинки с течением времени в условиях
физически неизбежной диссипации механической энергии, с одной стороны, и недо-
пустимости внесения возбудителем колебаний окружной асимметрии в систему — с
другой. Принципиальное решение этой группы вопросов может быть найдено путем
расположения пластинки между двумя эквидистантными плоскими электродными
структурами с осевой симметрией, состоящими из электростатических приводов с
переменным межэлектродным зазором и емкостных датчиков поперечных переме-
щений. При работе подобной электродной системы в режиме возбуждения парамет-
рических колебаний резонатора указанные выше условия будут выполнены [11].

Имея в виду разработку модели датчика угловой скорости, рассмотрим зави-
симость от времени движения точки на внешней (свободной) кромке пластинки в
принимаемом известном направлении пучности начально возбужденной формы ко-
лебаний θ = −γ:

W (t) ≡ w(1,−γ, t) = R11(1) [cos�ωt cosωmt+ cos 2γ sin�ωt sinωmt] . (42)

Как видно из полученного выражения, колебания в точке съема выходного сиг-
нала представляют собой амплитудно-модулированные биения с частотой огибаю-
щей �ω и относительной глубиной модуляции 1−| cos 2γ|. Характер этих колебаний
показан на рис. 4.

Из сказанного следует, что возникает принципиальная возможность определе-
ния амплитуды и направления вектора угловой скоростиΩ (или, как отмечено выше,
в общем случае — его проекции на плоскость пластинки) по измеряемым характе-
ристикам колебаний в некоторых точках пластинки: частота биений �ω, как видно
из (36), пропорциональна квадрату модуля вектора угловой скорости Ω2; параметр
глубины амплитудной модуляции cos 2γ связан с направлением этого вектора.
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Рис. 4. Вид зависимости от времени колебаний в точке съема выходного сигнала.

Исследуем подробнее выражение (36) для частоты биений �ω. Видим, что ко-
эффициент при Ω2 есть произведение α2/2 и κ211 (δa − δb), где первый множитель
определяется конкретными физико-механическими и геометрическими параметра-
ми пластинки, а второй представляет собой безразмерную величину, зависящую
лишь от формы пластинки — параметра β отношения ее внутреннего радиуса к
внешнему. Таким образом, возникает задача о нахождении оптимальной формы пла-
стинки (оптимальной величины параметра β), соответствующей наибольшему воз-
можному значению множителя чувствительности κ211 (δa − δb). Результаты расчета
зависимостей названных величин от параметра β приведены на рис. 5.

а б
Рис. 5. Зависимость параметров влияния вращения от β: а — множители κ211 и δa − δb; б —

полный множитель чувствительности.

Как видно из рисунка, эффект гироскопического расщепления кратных соб-
ственных частот рассматриваемых взаимно ортогональных кососимметричных
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форм колебаний резонатора проявляется тем сильнее, чем меньше внутренний ради-
ус пластинки по отношению к внешнему. Этот результат можно считать ожидаемым
и связанным с пропорциональностью сил Кориолиса эффективной массе, вовлечен-
ной в колебания, которая, в свою очередь, растет с уменьшением радиуса отверстия.

Кратко рассмотрим и вопрос об определении направления проекции вектора Ω
на плоскость пластинки по измеряемой глубине амплитудной модуляции, связан-
ной с величиной cos 2γ. Данная задача составляет известные трудности, посколь-
ку наблюдение медленной огибающей сигнала в виде биений (см. рис. 4) позволяет
определить лишь | cos 2γ|. Кроме того, функция cos 2γ сама по себе является дву-
значной на интервале

(−π
2 ,

π
2

)
(одному ее значению соответствуют два возможных

угловых направления, симметричных относительно γ = 0). Дополнительная инфор-
мация, необходимая для однозначного определения γ, вероятно, может быть получе-
на путем синхронных измерений сигналов колебаний в нескольких точках на кромке
пластинки и их фазовой демодуляции по высокочастотной гармонике. Конкретное
исследование этого вопроса составляет предмет дальнейших исследований.

4. Заключение. В настоящей работе была впервые построена математическая
модель связанных плоско-поперечных колебаний круглой тонкой пластинки с кон-
центричным отверстием при действии кориолисовых и центробежных сил инерции,
вызванных вращением системы вокруг оси, расположенной в плоскости пластинки.
Уравнения колебаний в частных производных получены с применением вариаци-
онного принципа Гамильтона—Остроградского. В предположении малости угловой
скорости вращения по отношению к частоте рабочей кососимметричной изгибной
формы колебаний пластинки найдено приближенное аналитическое решение как
для радиальной и окружной, так и для поперечной компонент поля перемещений в
режиме свободных колебаний. С помощью проекционного метода Галеркина задача
была сведена к системе двух линейных дифференциальных уравнений второго по-
рядка для модальных координат взаимно ортогональных базисных кососимметрич-
ных форм колебаний пластинки. Обнаружено, что режим начально возбужденных
гармонических колебаний при наличии вращения преобразуется в режим амплитуд-
но-модулированных биений. Найдены аналитические выражения как для частоты
медленной огибающей биений, так и для относительной глубины их амплитудной
модуляции. Показана принципиальная возможность определения модуля проекции
вектора угловой скорости на плоскость пластинки по измеряемой величине часто-
ты огибающей. Исследована задача о выборе оптимальной геометрической формы
резонатора с точки зрения максимизации чувствительности системы к изменениям
величины угловой скорости вращения. Рассмотрен вопрос об определении направ-
ления проекции вектора угловой скорости на плоскость пластинки по измеряемой
глубине амплитудной модуляции режима биений.
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In this work, we construct and study a model of coupled plane-transverse oscillations of
a circular thin plate with a concentric hole under the action of Coriolis and centrifugal
inertia forces caused by the rotation of the system along an axis located in the plane of
the plate. Equations of vibrations in partial derivatives are obtained using the variational
principle of Hamilton—Ostrogradsky. Assuming the smallness of the angular velocity of
rotation with respect to the frequency of the working skew-symmetric flexural form of
the plate oscillations, an approximate analytical solution is found for both the radial and
circumferential, and transverse components of the displacement field in the free oscillation
mode. Using the Galerkin projection method, the problem was reduced to a system of
two second-order linear differential equations for modal coordinates of mutually orthogonal
basic skew-symmetric modes of the plate vibrations. It is found that the regime of initially
excited harmonic oscillations in the presence of rotation is transformed into the regime
of amplitude-modulated beats. Analytical expressions are found both for the frequency
of the slow beat envelope and for the relative depth of their amplitude modulation. The
fundamental possibility of determining the modulus of the projection of the angular velocity
vector onto the plane of the plate from the measured value of the envelope frequency is
shown. The problem of choosing the optimal geometric shape of the resonator from the
point of view of maximizing the sensitivity of the system to changes in the value of the
angular velocity of rotation is studied. The question of determining the direction of the
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projection of the angular velocity vector onto the plane of the plate from the measured
depth of the amplitude modulation of the beat regime is considered.
Keywords: micromechanical gyroscope, rate-integrating gyroscope, triaxial MEMS
gyroscope, inertial navigation, parametric ocsillations.
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Краткое содержание доклада:

В 1986 г. Я. В. Татаринов заложил основы теории слабо неголономных систем —
механических систем с неголономными связями, содержащими малый параметр ε
и таких, что: 1) при ε = 0 связи интегрируемы, т. е. получается семейство голоном-
ных систем, зависящее от постоянных интегрирования; 2) эти голономные системы —
вполне интегрируемые гамильтоновы системы. При ε �= 0 поведение таких систем
можно рассматривать при помощи асимптотических методов, представляя его как
трансгрессию: сочетание движения слегка модифицированной голономной системы
с медленным изменением былых констант. В докладе представлено исследование эф-
фекта трансгрессии в двух задачах неголономной динамики: 1) движение тяжелого
тонкого твердого стержня по поверхности прямого кругового цилиндра; 2) качение
тяжелого однородного шара по неподвижной поверхности в окрестности наинизшей
точки (эллиптического типа) данной поверхности.
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