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В настоящей работе рассмотрено приближение полиномами от двоякопериодических
функций Вейерштрасса для функций, аналитических в области и непрерывных в ее
замыкании. Эта задача тесно связана с приближением голоморфными полиномами от
двух переменных функции, голоморфной в области на эллиптической кривой. Предпо-
лагаем, что у границы области на плоскости длина дуги соизмерима с длиной хорды.
Данное условие переносится и на область на эллиптической кривой. Возможность по-
лучения такой оценки приближения, которая согласуется с так называемой обратной
теоремой, т. е. с восстановлением гладкости функции по скорости приближения, ранее
была получена для классов, аналитических в области функций, у которых в замы-
кании области производная заданного порядка имеет модуль непрерывности гельде-
ровского типа, при этом порядка меньше единицы. Метод приближения, применяемый
ранее, не давал возможности изучать классы аналитических функций, у которых про-
изводная какого-то порядка ограничена. В настоящей статье мы используем другой
метод аппроксимации для приближения полиномами от двоякопериодических функ-
ций Вейерштрасса функций, аналитических в области, у которых производная данного
порядка ограничена.
Ключевые слова: двоякопериодические функции Вейерштрасса, полиномы, аналити-
ческие функции, гладкие в замыкании области.

1. Определения и формулировки. Пусть P(z) — двоякопериодическая
функция Вейерштрасса с периодами 2ω1, 2ω2, при этом Imω2

ω1
> 0, Q — параллело-

грамм с вершинами в точках 0, 2ω1, 2ω2, 2(ω1 + ω2), D ⊂ Q,D — область с границей
Γ,Γ ⊂ Q, число t, 0 < t < 1 такое, что D ⊂ Qt, Qt

def
= ω1 + ω2 + tQ.

Предполагаем, что Γ удовлетворяет следующему условию: существует b > 0, не
зависящее от z1, z2 ∈ Γ, такая, что, по крайней мере, для одной из дуг Γ с концами
z1 и z2, которую мы обозначим Γ(z1, z2), длина не превосходит величин b · |z2 − z1|.
Далее длину дуги α будем обозначать |α|.

Обозначим через ϕ(z) такое конформное отображение C \D на C \ D,D — еди-
ничный круг, что ϕ(∞) = ∞, ϕ′(∞) > 0, и через ψ — обратное к ϕ отображение.
Для h > 0 положим Lh = {z ∈ C \ D : |ϕ(z)| = 1 + h}. Для z ∈ Γ положим
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ρh(z) = dist(z, Lh). Пусть r — натуральное. Обозначим через Cr
A(D) следующий

функциональный класс:
Cr

A(D) = {f : f аналитична в D и существует постоянная cf такая, что
|f (r)(z)| ≤ cf , z ∈ D}. Известно [1, гл. 7], что для f ∈ Cr

A(D) для почти всех z0 ∈ Γ от-
носительно длины кривой Γ существуют некасательные пределы у функции f (r)(z)
и они ограничены величиной cf .

Теорема. Пусть f ∈ Cr
A(D). Тогда существует постоянная c∗f , не зависящая

от n и z, и для любого n = 1, 2, . . . существует полином Pn(u, v) от двух перемен-
ных, degPn ≤ n, такие, что справедливо соотношение

|f(z)− Pn(P(z),P′(z))| ≤ c∗fρ
r
1
n
(z), z ∈ ∂D. (1)

Замечание. Класс функций Cr
A(D) можно трактовать как класс функций f ,

аналитичных в D, у которых f (r−1) имеет в D модуль непрерывности ω(δ) = cδ. До-
казательство прямой теоремы в [2, 3] для такого модуля непрерывности не проходит;
в настоящей работе мы применяем другой метод приближения.

2. Начало доказательства теоремы. Покажем, что существует полином
Πm0(P(z), P′(z)) def

= s(z), degΠm0 = m0, однолистный в окрестности пераллелограм-
ма Qt, как функция от z. Применяя к функции χ(ξ) = f(ξ) s′(ξ)

s(ξ)−s(z) , где z ∈ D,
фиксировано теорему о вычетах, получаем равенство

f(z) = reszχ =
1

2πi

∫
Γ

χ(ξ)d(ξ) =
1

2πi

∫
Γ

f(ξ)
s′(ξ)

s(ξ)− s(z)
d(ξ). (2)

Обозначим G = s(D), Λ = s(Γ). Кривая Λ обладает свойством соизмеримости
длины дуги и хорды, поскольку таким свойством обладает кривая Γ.

Пусть функция Φ конформно отображает C \ G на C \ D так, что Φ(∞) =
∞,Φ′(∞) > 0,Ψ — обратное отображение. Положим при h > 0

Λh = {s ∈ C : |Φ(s)| = 1 + h}, λh = dist(s,Λh), s ∈ Λ. (3)

Ниже мы определим число k ≥ 2, тогда q = 8k+ 2, число k зависит от G и, тем
самым от D. Положим

tR,Θ
def
= Ψ(Re−iΘΦ(t)), tR

def
= tR,0, R > 1,Θ ∈ [0, 2π]. (4)

Постоянная Cnq выбрана из условия

Cnq

∫ π

−π

(
sinnΘ

sinΘ

)q

dΘ = 1. (5)

Теперь для ω ∈ G, t ∈ Λ, R = 1 + 1
n полагаем

Kn(ω, t,Θ) =

k∑
ν=1

(tR,Θ − t)ν−1

(tR,Θ − ω)ν
, (6)

Πn(ω, t) = Cnq

∫ π

−π

(
sinnΘ

sinΘ

)q

Kn(ω, t,Θ)dΘ. (7)
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В [4] доказано, что Πn(ω, t) — полином от ω степени ≤ qn. Теперь полагаем

Pn(P(z),P′(z)) =
1

2πi

∫
Γ

f(ξ)s′(ξ)Πn(s(z), s(ξ))dξ
def
= Tnf(z). (8)

Из построений (6)–(8) следует, что Pn — полином от P(z) и P′(z) степени, не
превосходящей m0qn.

Поскольку кривая Γ удовлетворяет условию соизмеримости длины дуги и хор-
ды, то по результатам [4, 5] существуют числа C1 > 0 и κ, 0 < κ < 1, такие, что для
z1, z2 ∈ Γ, z1 �= z2, 0 < h ≤ 1 справедливы оценки

ρh(z2) ≤ C1ρ
κ

h (z1) (|z2 − z1|+ ρ(z1))
1−κ

. (9)

Выберем теперь k =
[
2r
κ

]
+ 1. Пусть z ∈ Γ фиксирована, z0 ∈ D достаточно

близка в z, n фиксировано. Положим

Pz0(z) = f(z0) + f ′(z0)(z − z0) + . . .+
f (r−1)(z0)

(r − 1)!
(z − z0)

r−1. (10)

fz0(z) = f(z)− Pz0(z). (11)

Тогда
Tnf(z) = Tnfz0(z) + TnPz0(z). (12)

Из соотношений (2), (5), (6)–(12) получаем равенство

fz0(z)− Tnfz0(z) = Cnq

∫ π

−π

(
sinnΘ

sinΘ

)q

dΘ×

×
(

1

2πi

∫
Γ

fz0(ξ)s
′(ξ)

(
1

s(ξ)− s(z)
−

k∑
ν=1

(tR,Θ − t)ν−1

(tR,Θ − s(z))ν

)
dξ

)
, (13)

где t = s(ξ). Используя тождество

1

α− γ
− 1

β − γ
− β − α

(β − γ)2
− . . .− (β − α)k−1

(β − γ)k
=

(β − α)k

(β − γ)k(α− γ)
,

преобразуем равенство (13):

fz0(z)− TnFz0(z) = Cnq

∫ π

−π

(
sinnΘ

sinΘ

)q

dΘ×

×
(

1

2πi

∫
Γ

f(ξ)s′(ξ)
(tR,Θ − s(ξ))k

(s(ξ) − s(z))(tR,Θ − s(z))k
dξ

)
. (14)

Проведем следующие геометрические построения. Обозначим через σn окруж-
ность σn = {z : |z − z∗| = ρ 1

n
(z∗)}, и пусть z′n, z′′n ∈ σn ∩ Γ, при этом, в случае когда

σn ∩ Γ состоит более чем из двух точек, на дуге γn
def
= Γ(z′n, z′′n) ⊂ Γ с концами z′n и

z′′n лежит точка z∗, и нет других точек из σn ∩ Γ.
Пусть Γn = Γ \ γn. Соизмеримость длины дуги и хорды на кривой Γ влечет

существование b1 > 0, не зависящего от n и z∗, такого, что для z ∈ Γn выполнено
соотношение |z − z∗| ≥ b1ρ 1

n
(z∗). Далее считаем, что |z0 − z∗| < b1

2 ρ 1
n
(z∗).
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Обозначим через σ+
n дугу с концами z′n, z

′′
n, состоящую из дуг τ ⊂ σn, если

τ ⊂ D и концы τ принадлежат множеству σn ∩ Γ, и дуг γ̃ ⊂ Γn, концы которых
принадлежат σn ∩ Γ, но соответствующая дуга τ ⊂ σn не лежит в D, при этом,
если обход дуги γn от z′n к z′′n согласован с положительным обходом кривой Γ, то
обход кривой γn ∪ σ+

n от z′n к z′′n по γn и от z′n к z′′n по σ+
n проходит также в по-

ложительном направлении. Для z ∈ D обозначим через γ(z) дугу с концами z и
z0, лежащую в области D, за исключением z, и такую, что с некоторой постоянной
b2, не зависящей от z и z0, справедливо соотношение |γ(z)| ≤ b2|z − z2|. Такие дуги
существуют, поскольку Γ удовлетворяет условию соизмеримости дуги и хорды. Для
fz0 справедливы следующие оценки: fz0(z0) = 0

|fz0(z)| =
1

(r − 1)!
|
∫
γ(z)

(z − ξ)r−1f (r)(ξ)dξ| ≤ 1

(r − 1)!
×

×
∫
γ(z)

|z − ξ|r−1|f (r)(s)||dξ| ≤ c′f |z − z0|r. (15)

Используя соотношения (13) и (14), получаем

fz0(z0)− Tnfz0(z0) = Cnq

∫ π

−π

(
sinnΘ

sinΘ

)q

dΘ

(
1

2πi

∫
γn

f(ξ)s′(ξ)×

× (tR,Θ − s(ξ))k

(s(ξ)− sz0)(tR,Θ − s(z0))k
dξ

)
+ Cnq

∫ π

−π

(
sinnΘ

sinΘ

)q

dΘ×

×
(

1

2πi

∫
Γn

f(ξ)s′(ξ)
(tR,Θ − s(ξ))k

(s(ξ)− sz0)(tR,Θ − s(z0))k
dξ

)
def
= I1 + I2. (16)

Поскольку функция χz0(ξ) =
fz0(ξ)s

′(ξ)
s(ξ)−s(z0)

аналитична в D, то∫
γn∪σ+

n

χz0(ξ)dξ = 0,

поэтому ∫
γn

fz0(ξ)s
′(ξ)

s(ξ)− s(z0)
dξ = −

∫
σ+
n

fz0(ξ)s
′(ξ)

s(ξ)− s(z)
dξ. (17)

Теперь из (16) и (17) получаем

I1 = Cnq

∫ π

−π

(
sinnΘ

sinΘ

)q

dΘ

(
− 1

2πi

∫
σ+
n

fz0(ξ)s
′(ξ)

s(ξ)− s(z0)
dξ−

−
k∑

ν=1

1

2πi
·
∫
γn

fz0(ξ)s
′(ξ)

(tR,Θ − s(ξ))ν−1

(tR,Θ − s(z0))ν
dξ

)
. (18)

3. Окончание доказательства теоремы. Имеем соотношение

Cnq

∫ π

−π

(
sinnΘ

sinΘ

)q

dΘ ·
(
− 1

2πi

∫
σ+
n

fz0(ξ)s
′(ξ)

s(ξ)− s(z0)
dξ

)
= − 1

2πi

∫
σ+
n

fz0(ξ)s
′(ξ)

s(ξ)− s(z0)
dξ

def
= J0.
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Поскольку свойство |ξ−z0| ≥ cρ 1
n
(z∗) при ξ ∈ σ+

n влечет свойство |s(ξ)−s(z0)| ≥
cρ 1

n
(z∗), то применение оценки (15) дает неравенство

|J0| ≤
cρr1

n

(z∗)

ρ 1
n
(z∗)

· |σ+
n | ≤ cρr1

n
(z∗) (19)

Нам понадобится следующий результат [4, 5].

Лемма. Существуют постоянные c1(G) > 0 и c2(G) > 0 такие, что справедливы
оценки

c1(G)|tR − s(ξ)|(1 + n|Θ|)−4 ≤ |tR,Θ − s(ξ)| ≤ c2(G)|tR − s(ξ)| · (1 + n|Θ|)4, (20)

c1(G)|tR − s(z0)|(1 + n|Θ|)−4 ≤ |tR,Θ − s(z0)| ≤ c2(G)|tR − s(z0)| · (1 + n|Θ|)4. (21)

Из (5), (15), (20), (21) и выбора q получаем

Jν
def
=

∣∣∣∣Cnq

∫ π

−π

(
sinnΘ

sinΘ

)q

dΘ ·
(
− 1

2πi

∫
γn

fz0(ξ)s
′(ξ)

(tR,Θ − s(ξ))ν−1

(tR,Θ − s(z0))ν
dξ

)∣∣∣∣ ≤
≤ 1

2π

∫
γn

|fz0(ξ)||s′(ξ)||dξ|
(
Cnq

∫ π

−π

(
sinnΘ

sinΘ

)q |tR,Θ − s(ξ)|ν−1

|tR,Θ − s(z0)|ν dΘ

)
≤

≤ cρr1
n
(z∗) ·

ρν−1
1
n

(z∗)

ρν1
n

(z∗)
· Cnq

∫ π

−π

(
sinnΘ

sinΘ

)q

(1 + n|Θ|)8kdΘ · |γn| ≤

≤ cρr1
n
(z∗). (22)

В оценках (22) мы воспользовались оценкой Cnq и тем, что при ξ ∈ γn имеем
|tR − s(ξ)| � λ 1

n
(s(ξ)) � ρ 1

n
(ξ) � ρ 1

n
(z∗), |tR − s(z∗)| � λ 1

n
(z∗). Из соотношений (18),

(19), (22) получаем

|I1| ≤ |J0|+
k∑

ν=1

Jν ≤ cρr1
n
(z∗). (23)

Для оценки I2 также применим лемму.
Из (15), (16), (20) и (21) получим соотношение:

|I2| ≤ Cnq

∫ π

−π

(
sinnΘ

sinΘ

)q

dΘ ·
(

1

2π

∫
Γn

|fz0(ξ)||s′(ξ)|
|tR,Θ − s(ξ)|k|dξ|

|s(ξ)− s(z0)|(tR,Θ − s(z0))k

)
≤

≤ c

∫
Γn

|ξ − z0|r · |tR − s(ξ)|k||dξ|
|s(ξ)− s(z0)||tR − s(z0)|k ·

(
Cnq

∫ π

−π

(
sinnΘ

sinΘ

)q

(1n|Θ|)8kdΘ
)

≤

≤ c

∫
Γn

|ξ − z0|r · |tR − s(ξ)|k||dξ|
|ξ − z0||tR − s(z0)|k |dξ|. (24)

Учтем, что для tR = Ψ(RΦ(s(ξ))) при ξ ∈ Γn выполняется соотношение |tR −
s(z0)| � |s(ξ)− s(z0)|, поэтому при ξ ∈ Γn имеем |tR − s(z0)| � |ξ − z0|.
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Как отмечено в [4, 5], для s ∈ Λ имеем свойство |Ψ(RΦ(s))−s| � λ 1
n
(s), поэтому

применение оценки (9) дает неравенство

|tR − s(ξ)| � λ 1
n
(s(ξ)) � ρ 1

n
(ξ) ≤ cρκ1

n
(z∗)(|ξ − z∗|+ ρ 1

n
(z∗))1−κ ≤

≤ cρ 1
n
(z∗))κ(z∗)(|ξ − z0|+ ρ 1

n
(z∗))1−κ . (25)

При ξ ∈ Γn имеем соотношение |ξ − z0| ≥ cρ 1
n
(z∗), поэтому оценку (25) можно

продолжить:
|tR − s(ξ)| ≤ cρ 1

n
(z∗))κ(z∗)|ξ − z0|1−κ. (26)

Подставляя (26) в (24), получаем неравенство для |I2| :

|I2| ≤ cρ 1
n
(z∗)kκ(z∗)

∫
Γn

|dξ|
|ξ − z0|kκ+1−r

. (27)

При a > 1 в силу соизмеримости на кривой Γn длины дуги и хорды и того, что
|ξ − z0| ≥ ρ 1

n
(z∗), имеем оценку∫

Γn

|dξ|
|ξ − z0|a ≤ c

1

ρa−1
1
n

(z∗)
.

В (17) имеем a = κ

([
2r
κ

]
+ 1
)− r > r + 1 > 1, поэтому (27) влечет соотношение

|I2| ≤ cρkκ1
n
(z∗) · 1

(ρ 1
n
(z∗))kκ−r

= cρr1
n
(z∗). (28)

Из равенств (16) и оценок (23) и (28) получаем

|fz0(z0)− Tnfz0(z0)| ≤ ρr1
n
(z∗). (29)

Перейдем к оценкам выражения Pz0(z0) − TnPz0(z0). Используя формулу (14),
получаем соотношение

Pz0(z0)− TnPz0(z0) = Cnq

∫ π

−π

(
sinnΘ

sinΘ

)q

dΘ

(
1

2πi

∫
Γ

Pz0(ξ)s
′(ξ)×

× (tR,Θ − s(ξ))kdξ

(s(ξ) − s(z0))(tR,Θ − s(z0))k

)
. (30)

Функция от ξ tR,Θ = Ψ(Re−iΘΦ(s(ξ))) аналитична по ξ в области C \D и непре-
рывна в C \D, функция Pz0(ξ) является полиномом от ξ, поэтому

1

2πi

∫
Γ

Pz0(ξ)s
′(ξ)

(tR,Θ − s(ξ))k

(s(ξ)− s(z0))(tR,Θ − s(z0))k
dξ =

=
1

2πi

∫
∂Qt

Pz0(ξ)s
′(ξ)

(tR,Θ − s(ξ))k

(s(ξ)− s(z0))(tR,Θ − s(z0))k
dξ. (31)

По условию D лежит в открытом параллелограмме Qt, поэтому G = s(D) лежит
в открытой области s(Qt), следовательно, существует σ0 > 0 так, что для λ ∈ L =
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∂s(Qt) справедливо соотношение dist(λ,G) ≥ σ0. При R = 1 + 1
n и ξ ∈ ∂Qt точка

tR,Θ = Ψ(Re−iΘΦ(s(ξ)) лежит вне s(Qt), поэтому |tR,Θ − s(z0)| ≥ σ0. Также имеем
соотношение |s(ξ)− s(z0)| ≥ σ0, ξ ∈ ∂Qt, и

|tR − s(ξ)| = |Ψ(RΦ(s(ξ)))− s(ξ)| ≤ c

n
. (32)

Применяя неравенства (20), (32) и учитывая выбор k > 2r
κ
> 2r, из равенств

(30) и (31) получаем оценки:

|Pz0(z0)− TnPz0(z0)| ≤ Cnq

∫ π

−π

(
sinnΘ

sinΘ

)q

dΘ×

×
(

1

2πi

∫
∂Qt

|Pz0(ξ)||s′(ξ)| ·
|tR,Θ − s(ξ)|kdξ

|s(ξ)− s(z0)||tR,Θ − s(z0)|k |dξ|
)

≤

≤ c

∫
∂Qt

|dξ| ·
∫ π

−π

(
sinnΘ

sinΘ

)q

|tR − s(ξ)|k(1 + n|Θ|)4kdΘ ≤

≤ c ·
∫
∂Qt

|dξ| · |tR − s(ξ)|k ≤ cn−2r. (33)

Согласно результатам [6], существует постоянная c(D) > 0 такая, что справедливо
соотношение ρ 1

n
(z∗) ≥ c(D)· 1

n2 для любой точки z∗ ∈ Γ. Тогда из оценки (33) следует
соотношение

|Pz0(z0)− TnPz0(z0)| ≤ cρr1
n
(z∗). (34)

В результате проведенных рассуждений мы получим, что для полинома Tnf(z) от
P(z) и P′(z), определенного в (8), degTn ≤ m0qn, любой точки z∗ ∈ Γ и достаточно
близкой к z∗ точки z0 ∈ D справедливо соотношение

|f(z0)− Tnf(z0)| ≤ c̃fρ
r
1
n
(z∗).

Переходя в этом неравенстве к пределу при z0 → z∗, получаем, что имеется оценка

|f(z0)− PN (P(z∗),P′(z∗))| ≤ c̃fρ
r
1
n
(z∗). (35)

Поскольку N ≤ m0qn, то из (35) следует требуемое неравенство (1).
Именно в [5] установлено, что при 0 < h1 < h2 ≤ 1 с постоянными A(D) > 0 и

β(D) > 0 справедливо соотношение ρh2(z) ≤ A(D)
(

h2

h1

)β(D)

ρh1(z), z ∈ Γ.

Эти соотношения справедливы, поскольку Γ длина дуги соизмерима с хордой.
Тогда (1) верно с c∗f = Ar(D)(m0q)

rβ(D)c̃f . �
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In this work we will consider approximation by polynomials in doubly periodic Weierstrass
functions for functions that are analytic in a domain and continuous in its closure. This
problem is closely related to the approximation by holomorphic polynomials in two variables
of a function that is holomorphic in a domain on an elliptic curve. We assume that at
the boundary of the region on the plane the length of the are is commensurable with
length of the chord. This condition also applies to the region on the elliptic curve. The
possibility of obtaining an approximation estimate that is consistent with the so-called the
inverse theorem. i. e., with the restoration of the smoothness of the function by the speed of
approximation, it was previously obtained for classed of function analytic in a domain for
which in the closure of the domain the derivative of a given order has a modulus of continuity
of the Holder type, with an order less than unity. The approximation method used earlier
did not make it possible to study classes of analytic functions whose derivative of some
order is limited. In this paper, we use a different approximation method to approximate by
polynomials in doubly periodic Weierstrass functions the functions that are analytic in a
domain and whose derivative of a given order is bounded in the domain.
Keywords: doubly periodic Weierstrass functions, polynomials, analytic functions, smooth
in the closure of a domain.
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