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Для двумерной полиномиальной регрессионной модели исследовано влияние аф-
финного преобразования пространства планирования на число точек носителя
D-оптимального плана. Для модели полного ранга степени n получен результат, опре-
деляющий структуру D-оптимального. Доказано, что для симметричной относитель-
но нуля области планирования оптимальный план является симметричным. Получен-
ный результат позволяет значительно уменьшить размерность целевой оптимизаци-
онной задачи и лежит в основе алгоритма, разработанного автором для нахождения
D-оптимальных планов для моделей неполного ранга на несимметричных областях
планирования. Исследована D-эффективность планов, сконцентрированных в равно-
отстоящих точках.
Ключевые слова: многомерные регрессионные модели, двумерные полиномиальные ре-
грессионные модели, D-оптимальные планы, D-эффективность.

1. Введение. В литературе по планированию наиболее изученными являют-
ся оптимальные планы для линейных по параметрам одномерных регрессионных
моделей (см. [1–3]). Данные модели достаточно универсальны и получили широкое
распространение на практике, однако не всегда позволяют описать исследуемую за-
висимость с требуемой точностью, вследствие чего возникает необходимость исполь-
зовать более сложные, многомерные модели. Вместе с тем такие модели изучены от-
носительно мало. Общие результаты для многомерных моделей были получены для
случая, когда регрессионная функция представлена в виде прямого произведения
функций одной переменной (см. монографию [4]). Для многочленов 2-го порядка бы-
ли аналитически построены D-оптимальные планы на гиперкубе, гипершаре и сим-
плексе (см. [5, 6]), а также планы для оценивания экстремума таких многочленов
[7] и D-оптимальные планы для сферических гармонических функций [8]. Недав-
но был предложен подход к построению D-оптимальных планов для многомерной
полиномиальной модели, основанной на использовании моментов (см. [9]).

Как правило, исследователи ограничиваются рассмотрением фиксированной об-
ласти планирования, на которой ищется оптимальное решение. Вопрос о том, как
влияет изменение области планирования на структуру и размерность решения обыч-
но остается открытым. Вместе с тем задача нахождения оптимального плана с ми-
нимальным числом точек носителя имеет большое практическое значение, так как

∗Исследование выполнено за счет совместного гранта Российского научного фонда и Санкт-
Петербургского научного фонда №23-21-10013, https://rscf.ru/project/23-21-10013/.

© Санкт-Петербургский государственный университет, 2024

https://doi.org/10.21638/spbu01.2024.310 537



использование таких планов позволяет уменьшить расходы на проведение экспери-
ментов. В серии недавних работ [10–12], посвященных изучению вышеозначенного
вопроса, нам удалось показать, что в некоторых случаях трансформация области
планирования может приводить как к уменьшению, так и к увеличению числа точек
оптимального плана, что означает, что выбор подходящей области может сократить
количество требуемых (при заданной точности) измерений.

Настоящая работа посвящена исследованию влияния аффинного преобразова-
ния пространства планирования на структуру D-оптимального плана для двумер-
ной полиномиальной модели. Во втором разделе даны базовые понятия и опреде-
ления. Третий раздел посвящен исследованию D-оптимальных планов для модели
полного ранга степени n. В четвертом разделе рассматривается вопрос влияния аф-
финного преобразования пространства планирования на структуру оптимального
плана для моделей неполного ранга и предлагается итерационный алгоритм постро-
ения оптимальных планов, обеспечивающий сходимость к решению.

2. Постановка задачи. Рассмотрим классическую регрессионную модель:

y = η(x, θ) + ε, (1)

где переменная x принадлежит компактному пространству X ⊂ Rk, а случайная
величина ε ∼ N(0, σ2), σ2 > 0. Вектор θ ∈ Θ ⊂ Rp есть вектор неизвестных пара-
метров, а η : Rk → R1 − заданная регрессионная функция (см. [2]).

Под (непрерывным) планом эксперимента мы будем понимать вероятностную
меру ξ с конечным носителем. Мера ξ определяется таблицей:

ξ =

(
(x11, x21) . . . (x1n, x2n)

ω1 . . . ωn

)
, (x1i, x2i) ∈ X , i = 1, 2, . . . , n.

Носитель плана ξ состоит из точек, в которых проводятся наблюдения, а веса
ωi определяют относительные доли общего числа наблюдений, проводимых в соот-
ветствующих точках [2], и удовлетворяют условиям ωi ≥ 0,

∑n
i=1 ωi = 1.

В настоящей работе предполагается линейность функции регрессии относитель-
но параметров, что означает, что η(x, θ) имеет следующий вид:

η(x, θ) = fT (x)θ, (2)

где f(x) = (f1(x), . . . , fp(x))
T ∈ Rp — вектор регрессионных функций fi(x) : R

k →
R1, i = 1, . . . , p.

Информационной матрицей Фишера плана ξ (см., например [13]) называется
матрица

M(ξ) =

∫
X
f(x)fT (x)dξ(x). (3)

Говорят, что план ξ∗ D-оптимален, если он максимизирует функционал Φ(ξ) =
log |M(ξ)|, т. е.

Φ(ξ∗) = sup
ξ∈Ξ

log |M(ξ)|, (4)

где Ξ — множество непрерывных планов на X .
Удобным инструментом проверки заданного плана ξ на D-оптимальность явля-

ется теорема Кифера—Вольфовица (см. [13]).
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Теорема 2.1. Если множество информационных матриц компактно, то сле-
дующие условия эквивалентны:

(a) план ξ∗ — D-оптимальный;
(b) план ξ∗ минимизирует maxx∈X fT (x)M−1(ξ)f(x);
(c) maxx∈X fT (x)M−1(ξ∗)f(x) = p.
Причем если план ξ∗ сосредоточен в конечном числе точек, то последнее ра-

венство достигается в точках x∗i оптимального плана ξ∗. Кроме того, инфор-
мационные матрицы всех оптимальных планов совпадают. В условиях теоремы
план ξ∗ ∈ Ξ.

Замечание 2.1. Функцию ϕ(x, ξ) = fT (x)M−1(ξ)f(x) в литературе часто на-
зывают экстремальным полиномом плана ξ. Теорема Кифера—Вольфовица позво-
ляет в некоторых случаях упростить исходную оптимизационную задачу, сводя
ее к задаче нахождения максимумов экстремального полинома.

3. D-оптимальные планы для двумерной полиномиальной модели. Рас-
смотрим двумерную полиномиальную модель на прямоугольнике:

y = η(x, θ) + ε = θT f(x1, x2) + ε, X = [a1, a2]× [b1, b2], a1, a2, b1, b2 ∈ R, (5)

где θ ∈ Rp — вектор неизвестных параметров; f(x1, x2) ∈ Rp — вектор регрессионных
функций, состоящий из одночленов (с единичными коэффициентами), а случайная
величина ε ∼ N(0, σ2), σ2 > 0.

Мы будем говорить, что модель (5) является моделью полного ранга степе-
ни n, если ее вектор регрессионных функций содержит все возможные сочета-
ния компонент xi1x

j
2, i, j = 0, . . . , n (при ограничении i + j ≤ n). В этом случае

p = n2+3n+2
2 = C2

n+2 и скалярное произведение θT f(x1, x2) можно представить в
виде двойной суммы:

θT f(x1, x2) =

n∑
i=0

i∑
j=0

θ i2+i
2 +j

xi−j
1 xj2. (6)

Будем называть план ξ симметричным планом 2-го порядка (и обозначать ξsym),
если для неотрицательных целых α1 и α2 (α1 + α2 ≤ 2n) выполняются следующие
соотношения:

λα1,α2 =

∫
X
xα1
1 xα2

2 dξ(x) =

{
0, если α1 или α2 — нечетное,
�= 0, в противном случае. (7)

Информационная матрица плана ξsym (после соответствующих перестановок
элементов вектора регрессионных функций) имеет следующий вид:

M(ξsym) =

⎛⎜⎜⎝
M1(ξsym) 0 0 0

0 M2(ξsym) 0 0
0 0 M3(ξsym) 0
0 0 0 M4(ξsym)

⎞⎟⎟⎠ ,

где блоки

M1(ξ) ∈ Rk1(n)×k1(n) = {λ2i,2j}i,j=0,2,...,2�n
2 
 , i+ j ≤ n,
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M2(ξ) ∈ Rk2(n)×k2(n) = {λ2i,2j}i=1,3,...,2�n+1
2 
−1,j=0,2,...,2�n

2 
 , i+ j ≤ n,

M3(ξ) ∈ Rk2(n)×k2(n) = {λ2j,2i}i=1,3,...,2�n+1
2 
−1,j=0,2,...,2�n

2 
 , i+ j ≤ n,

M4(ξ) ∈ Rk3(n)×k3(n) = {λ2i,2j}i,j=1,3,...,�n+1
2 
−1 , i+ j ≤ n,

k1(n) = k2(n) =
n2 + 4n+ 3

8
, k3(n) =

n2 − 1

8
, если n — нечетное,

k1(n) =
n2 + 6n+ 8

8
, k2(n) = k3(n) =

n2 + 2n

8
, если n — четное.

В случае, когда область планирования — квадрат (с центром в нуле) и n = 2,
определитель информационной матрицы плана ξsym вычисляется по следующей
формуле (см. [5, с. 74, теорема 3]):

|M(ξsym)| = λ22,0λ2,2(λ4,0 − λ2,2)(λ4,0 + λ2,2 − 2λ22,0). (8)

В силу того, что для квадратичной модели оптимальный план сконцентрирован в
точках с координатами |xi| = 1, 0; i = 1, 2, λ∗2,0 = λ∗4,0 и моментные соотношения
λ2,0 и λ2,2 линейно зависят от весов ω1, ω2, величины λ∗2,0, λ

∗
2,2, доставляющие мак-

симум |M(ξ)|, могут быть найдены как решение системы соответствующих частных
производных: {

λ∗2,0 = 35
64 + 5

√
57

192

λ∗2,2 = 135
512 + 65

√
57

1536 .
(9)

Данное решение может быть обобщено на случай k-мерной модели, а решения соот-
ветствующей системы для моментных соотношений могут быть использованы для
нахождения весов оптимального плана (см. [5, с. 74, теорема 4]).

Однако уже для модели третьего порядка (n = 3) и квадратной области плани-
рования (с центром в нуле) ситуация значительно сложнее и этот подход работать
не будет. Так, например, в этом случае определитель матрицы M(ξsym) имеет вид

|M(ξsym)| =
= −(2κ21 − κ2 − κ4)(−κ4 + κ2)(κ1κ3κ5 − κ1κ

2
5 − κ22κ5 + 2κ2κ4κ5 − κ3κ

2
4)

2κ4, (10)

где κ1 = λ2,0 = λ0,2, κ2 = λ4,0 = λ0,4, κ3 = λ6,0 = λ0,6, κ4 = λ2,2, κ5 = λ4,2 = λ2,4 и
соответствующая система уравнений частных производных оказывается неразреши-
ма в радикалах. С другой стороны, непосредственное представление определителя
информационной матрицы в виде функции от точек и весов плана ξsym приводит к
еще более сложной системе уравнений, также не имеющей решения в радикалах.

Следующий результат позволяет существенно упростить задачу построения оп-
тимального плана для модели порядка n.

Теорема 3.1. Для модели (5) полного ранга порядка n и квадратной области
планирования X = [−a, a] × [−a, a] D-оптимальный план ξD принадлежит классу
симметричных планов второго порядка и может быть представлен в виде линей-
ной комбинации следующих планов:

ξD =
1

4
ξ0,0 +

1

4
ξ0,1 +

1

4
ξ0,1 +

1

4
ξ1,1, (11)
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где план ξ0,0 задается следующими матрицами точек носителя P0,0 и весов W0,0:

P0,0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(
x�n

2 
,�n
2 
+1, x�n

2 
,�n
2 
+1

)
. . .

(
x�n

2 
,2, x1,�n
2 
+1

) (
x�n

2 
,1, a
)

...
. . .

...
...(

x1,�n
2 
+1, x�n

2 
,2
)

. . . (x1,2, x1,2) (x1,1, a)(
a, x�n

2 
,1
)

. . . (a, x1,1) (a, a)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

W0,0 =

⎛⎜⎝ ω�n
2 
+1,�n

2 
+1 . . . ω1,�n
2 
+1

...
. . .

...
ω�n

2 
+1,1 . . . ω1,1

⎞⎟⎠ ,

при этом ωi,j = ωj,i и
∑�n

2 
+1
i,j=1 ωi,j = 1.

Точки планов ξi,j , i, j = 0, 1 задаются умножением первой координаты соот-
ветствующей точки плана ξ0,0 на (−1)i, а второй — на (−1)j. Например, первая
точка плана ξ0,1 − (a,−a) с весом ω1,1. В случае, если n — четное, имеют место
равенства x�n

2 
,j ≡ 0, j = 1, . . . , �n
2 �+ 1.

Доказательство теоремы 3.1. То, что план ξD, определенный в теореме,
принадлежит классу симметричных планов второго порядка, проверяется непосред-
ственной подстановкой:∫
X
xα1
1 xα2

2 dξ(x) =
1

4

∫
X
xα1
1 xα2

2 dξ0,0(x) +
1

4

∫
X
xα1
1 xα2

2 dξ1,0(x) +
1

4

∫
X
xα1
1 xα2

2 dξ0,1(x) +

+
1

4

∫
X
xα1
1 xα2

2 dξ1,1(x) =
1

4

n−1∑
i,j=1

xα1

1(ij)x
α2

2(ij)(1 + (−1)α1 + (−1)α2 + (−1)α1+α2)ωi,j = 0,

если α1 или α2 — нечетные. Точки (x1(ij), x2(ij)) являются точками носителя плана
ξ0,0 и определяются элементами матрицы P0,0 (элемент, стоящий на позиции (i, j),
соответствует точке плана (x1(ij), x2(ij)).

В силу того, что D-оптимальный план не зависит от θ (вектора параметров
модели), и вследствие теоремы 2.1, согласно которой информационные матрицы D-
оптимальных планов совпадают, для моделей η(x, θ) и η(−x, θ) (на симметричной,
относительно нуля области планирования) совпадают сами D-оптимальные планы,
из чего следует, в свою очередь, что экстремальный полином ϕ((x1, x2), ξ

∗) являет-
ся четной функцией относительно своих аргументов. Из этого также следует, что
функция ϕ((x1, x2), ξ

∗) симметрична относительно плоскостей, проходящих через
прямые x1 = x2 и x1 = −x2 и параллельных оси аппликат. �

Замечание 3.1. В общем случае, когда в качестве области планирования вы-
ступает прямоугольная область X = [a1, a2]× [b1, b2], соответствующий D-опти-
мальный план получается из плана ξD с помощью аффинного преобразования его
точек носителя.

Проиллюстрируем на примерах, как можно использовать данную теорему в за-
дачах построения D-оптимальных планов.

Пример 3.1. Рассмотрим модель (5) третьей степени (n = 3) и квадратную
область планирования X = [−1, 1]× [−1, 1]. В силу теоремы 3.1 задача построения
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Рис. 1.Поведение экстремального полинома ϕ((x1, x2), ξD) из теоремы 2.1 дляD-оптимальных
планов ξ

(3)
D (слева) и ξ

(4)
D (справа), структура которых определяется в теореме 3.1 для модели (5)

третьей и четвертой степени (n = 3, 4).

D-оптимального плана сводится к нахождению всего 4 неизвестных (x1,1, x1,2,
ω1,1, ω1,2):

ξ0,0 =

(
(1, 1) (1, x1,1) (x1,1, 1) (x1,2, x1,2)
ω1,1 ω1,2 ω1,2 1− ω1,1 − 2ω1,2

)
,

веса и точки в матричной форме:

P0,0 =

(
(x1,2, x1,2) (x1,1, 1)
(1, x1,1) (1, 1)

)
, W0,0 =

(
1− ω1,1 − 2ω1,2 ω1,2

ω1,2 ω1,1

)
.

Численное решение соответствующих систем уравнений дает следующие значе-
ния: x1,1 = 0.3587, x1,2 = 0.4801, ω1,1 = 0.3674, ω1,2 = 0.2305. Поведение экстре-
мального полинома оптимального плана ξ(3)D = 1

4ξ0,0+
1
4ξ0,1+

1
4ξ0,1+

1
4ξ1,1 изображено

на рис. 1 (слева).
Теперь рассмотрим модель (5) четвертой степени (n = 4) на такой же об-

ласти планирования. В силу теоремы 3.1 точки и веса плана ξ0,0 определяются
матрицами

P0,0 =

⎛⎝ (0, 0) (0, x1,3) (0, 1)
(x1,3, 0) (x1,2, x1,2) (x1,1, 1)
(1, 0) (1, x1,1) (1, 1)

⎞⎠ , W0,0 =

⎛⎝ ω3,3 ω2,3 ω1,3

ω2,3 ω2,2 ω1,2

ω1,3 ω1,2 ω1,1

⎞⎠ ,

и задача построения D-оптимального плана сводится к нахождению 7 неизвест-
ных (x1,1, x1,2, x1,3, ω1,1, ω1,2, ω1,3 и ω2,2). Поведение экстремального полинома
оптимального плана ξ(4)D изображено на рис. 1 (справа).

4. D-оптимальные планы для двумерной полиномиальной модели
неполного ранга. В данном разделе мы рассмотрим, как аффинное преобразова-
ние пространства планирования влияет на структуру D-оптимального плана. Нам
понадобится ввести несколько дополнительных понятий.
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Определение 4.1. Будем говорить, что модель (5) степени n является моделью
неполного ранга, если размерность вектора регрессионных функций p < C2

n+2.

Определение 4.2. Будем говорить, что модель (5) робастна относительно аф-
финного преобразования пространства планирования, если в результате этого преоб-
разования множество элементов функции регрессии этой модели остается неизмен-
ным. Если множество элементов остается неизменным при аффинном преобразова-
нии пространства планирования лишь по одной оси координат (x1 или x2), будем
называть модель полуробастной.

Следующий результат дает достаточные условия сохранения структуры D-оп-
тимального плана при аффинном преобразовании пространства планирования.

Теорема 4.1. Достаточным условием того, что D-оптимальный план со-
храняет свою структуру при аффинном преобразовании пространства планирова-
ния, является робастность модели (относительно данного преобразования). При
этом точки нового D-оптимального плана получаются в результате аффинно-
го преобразования соответствующих точек исходного плана, а веса остаются
неизменными.

Доказательство теоремы 4.1. Пусть η(x, θ) — полиномиальная функция ре-
грессии модели (5) (не обязательно полного ранга), а γ : X → X̃ — соответствующее
аффинное преобразование. Обозначим за ξ∗ D-оптимальный план для исходного
пространства планирования, а за ξ̃∗ — D-оптимальный план для X̃ . Утверждение
теоремы следует из определения D-оптимального плана, в соответствии с которым
точки и веса плана не зависят от вектора параметров регрессионной модели, и зна-
чит, в силу робастности, модель y = η(x, θ) + ε на области X эквивалентна моде-
ли y = η(γ−1(x), θ) + ε на области X̃ . А в силу теоремы 2.1 для заданной обла-
сти планирования и фиксированной функции регрессии информационные матрицы
D−оптимальных планов совпадают, что, в свою очередь, означает, что экстремаль-
ный полином ϕ(x, ξ̃∗) = ϕ(γ−1(x), ξ∗), x ∈ X̃ . �

Рассмотрим небольшой пример, показывающий, что условие робастности, сфор-
мулированное в теореме 4.1, не является необходимым.

Пример 4.1. Рассмотрим модель (5) степени 2, неполного ранга. В качестве
вектора регрессионных функций выберем вектор f(x1, x2) = (1, x2, x

2
1)

T . Данная
модель является полуробастной (по x2). Вместе с тем с помощью прямых вычис-
лений легко убедиться, что при a2 > a1 ≥ 0 на прямоугольнике X = [a1, a2]× [b1, b2]
для данной модели оптимальный план сосредоточен с равными весами в вершинах
области планирования:

ξD =

(
(a1, b1) (a1, b2) (a2, b1) (a2, b2)
0.25 0.25 0.25 0.25

)
.

Таким образом, оптимальный план сохраняет свою структуру при аффинных пре-
образованиях интервалов [a1, a2] и [b1, b2] в том случае, если интервал [a1, a2] не
включает ноль. В противном случае D-оптимальный план имеет следующий вид:

ξD =

⎧⎨⎩
ξl, a1 + a2 > 0;
(1− α)ξl + αξr , a1 + a2 = 0;
ξr, a1 + a2 < 0,

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2024. Т. 11 (69). Вып. 3 543



Рис. 2. Поведение экстремального полинома ϕ((x1, x2), ξD) из теоремы 2.1 для D-оптималь-
ного плана ξD из примера 4.1 на прямоугольнике X = [a1, a2]× [−1, 1] для случаев a1 = −1, a2 = 3
(слева), a1 = −3, a2 = 3 (центр), a1 = 3, a2 = −1 (справа).

где α — произвольно выбранное число от 0 до 1,

ξl =

(
(0, b1) (0, b2) (a2, b1) (a2, b2)
0.25 0.25 0.25 0.25

)
,

ξr =

(
(a1, b1) (a1, b2) (0, b1) (0, b2)
0.25 0.25 0.25 0.25

)
.

Поведение экстремального многочлена этого плана можно видеть на рис. 2.

Одна из ключевых проблем, связанная с построением оптимальных планов для
моделей неполного ранга, заключается в том, что неудачный выбор размерности
(т. е. числа точек носителя) кандидата в оптимальный план приводит к тому, что
решение, полученное численными методами, оказывается не оптимальным (вслед-
ствие «застревания» в локальном минимуме). Ниже предлагается алгоритм, осно-
ванный на использовании свойства симметрии оптимального плана (теорема 3.1),
позволяющий избежать этой проблемы.

Пусть модель (5) не является робастной относительно аффинного преобразова-
ния, и нашей задачей является построение D-оптимального плана на прямоуголь-
нике: X = [a1, a2] × [b1, b2]. Для определенности будем считать, что |b2| ≥ |b1| и
|a2| ≥ |a1|. Для построения можно использовать следующий алгоритм.

Алгоритм 4.1. Построение D-оптимального плана
Шаг 1. Проводится оценка степени модели по каждому из аргументов. Обо-

значим за n1 степень модели по x1 при фиксированном значении аргумента x2, а за
n2 — по x2 при фиксированном значении аргумента x1.

Шаг 2. В качестве начальной точки выбирается план ξ(0), сконцентрированный
в N равноотстоящих точках с равными весами. При этом

N =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
4
(
(�n1

2 �+ 1)(�n2

2 �+ 1)
)
, если n1, n2 — нечетные;

(4�n1

2 �+ 2)(�n2

2 �+ 1), если n1 — четное, n2 — нечетное;
(�n1

2 �+ 1)(4�n2

2 �+ 2), если n1 — нечетное, n2 — четное;
2�n1

2 �(�n2

2 �+ 1) + 2�n2

2 �(�n1

2 �+ 1) + 1, если n1, n2 — четные.
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Шаг 3. Для нахождения кандидата в оптимальный план применяется какой-
либо оптимизационный алгоритм (например, Нелдера—Мида). Найденный план
проверяется на оптимальность. В случае положительного результата проверки пе-
реходим к шагу 9. В противном случае — к шагу 4.

Шаг 4. В качестве новой области планирования выбирается область X̃ =
[−a2, a2]× [−b2, b2].

Шаг 5. Рассчитываются веса и точки симметричного плана ξ
(0)
D из тео-

ремы 3.1 (структура точек носителя которого определяется матрицей P0,0 ∈
R(�n1

2 
+1)×(�n2
2 
+1), а веса матрицей W0,0).

Шаг 6. Устанавливаются значения α0 и β0 (скоростей адаптации). Соответству-
ющие границы области X̃ сдвигаются на α0 и β0 в направлении соответствующих
границ X . Пересчитываются точки и веса плана. Переходим к шагу 7.

Шаг 7. Найденный план проверяется на оптимальность. В случае положитель-
ного результата проверки из плана исключаются точки с нулевыми весами (если та-
кие имеются) и повторяется шаг 6 до тех пор, пока X̃ �= X , после чего выполняется
шаг 9. В противном случае — шаг 8.

Шаг 8. Устанавливается пороговый уровень ε. Выбирается последний найден-
ный оптимальный план, если все его веса больше ε, выбираются новые скорости
адаптации αk+1 < αk и βk+1 < βk, выполняется шаг 6. В противном случае из него
исключаются точки с весом меньше ε, устанавливаются новые скорости адаптации
(с учетом оставшихся расстояний между соответствующими границами областей X̃
и X ) и выполняется шаг 6.

Шаг 9. Проверяем, что экстремальный полином в точках оптимального плана
имеет единственный экстремум и при необходимости исключаем из плана избыточ-
ные точки. Завершаем работу алгоритма.

Данный алгоритм позволяет гарантировать, что численное решение целевой оп-
тимизационной задачи (4) сойдется к глобальному максимуму. Скорости адаптации
и пороговый уровень являются настраиваемыми параметрами алгоритма.

Проиллюстрируем работу алгоритма на примере.

Пример 4.2. Рассмотрим модель (5) неполного ранга на области пла-
нирования [0, 1] × [−0.5, 1] с вектором регрессионных функций f(x1, x2) =
(1, x1, x1x2, x2x

2
1, x

3
1)

T . Эта модель, очевидно, не является робастной. В данном
случае целевая оптимизационная задача исходно (при использовании в качестве
начального приближения равномерного плана) имеет 27 неизвестных (12 внут-
ренних точек + 15 весов). В соответствии с первым шагом алгоритма размер-
ность решения может быть уменьшена до 11 неизвестных (4 внутренние точ-
ки + 7 весов).

Шаг 1. n1 = 3, n2 = 1 (порядки модели по x1 и по x2).
Предположим, шаг 3 не дал удовлетворительного результата. Выполняем ша-

ги 4 и 5: выбираем X̃ = [−1, 1]×[−1, 1] и рассчитываем веса и точки симметричного
плана (в данном случае требуется найти всего 2 (!) неизвестных). Задаем скоро-
сти адаптации (например, α0 = 0.5 и β0 = 0.5) и выполняем оставшиеся шаги ал-
горитма. На рис. 3 отображено поведение экстремальных многочленов оптималь-
ных планов при соответствующей итерации алгоритма. Как свидетельствует
правый график (на рис. 3), результирующий D-оптимальный план сосредоточен в
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Рис. 3. Поведение экстремальных
полиномов ϕ((x1, x2), ξiD) из теоремы 2.1
для D-оптимального плана ξiD из приме-
ра 4.2 при i-й итерации алгоритма i = 0
(слева), i = 1 (центр), i = 2 (справа).

5 точках с равными весами, т. е. является насыщенным:

ξ
(3)
D =

(
(0, t) (

√
41−1
10 ,−0.5) (

√
41−1
10 , 1) (1,−0.5) (1, 1)

0.2 0.2 0.2 0.2 0.2

)
,

для ∀ фикс. t ∈ [−0.5, 1].

5. Заключение. В заключение скажем несколько слов об эффективности
D-оптимальных планов. Под D-эффективностью плана ξ понимается следующая
функция:

effD(ξ) =

( |M(ξ)|
|M(ξD)|

)1/p

,

где ξD — D-оптимальный план.
Для сравнения будем использовать планы ξunif (сконцентрированные в равно-

отстоящих точках с равными весами) с тем же количеством точек, что и у соот-
ветствующего D-оптимального плана. Численные результаты показывают, что при
увеличении степени модели эффективность равномерных планов стремительно сни-
жается. Так, для модели полного ранга при n = 1 эффективность составляет 100%;
при n = 2 — 85.4%; при n = 3 — 55.8%; при n = 4 — 22.5% и при n = 5 менее 10%. То
есть для модели пятой степени при использовании равномерного плана для дости-
жения той же точности требуется провести более чем в 10 (!) раз больше измерений,
чем при использовании D-оптимального плана. Данные результаты подтверждают
целесообразность использования D-оптимальных планов на практике.
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