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Рассматривается задача о качении тяжелого шара (твердого тела, ограниченного по-
верхностью сферы, и такого, что его центр масс совпадает с центром сферы, а все
главные центральные моменты инерции равны между собой) без проскальзывания
по выпуклой поверхности в окрестности ее нижней точки эллиптического типа. Опи-
сывается эволюция компоненты угловой скорости шара в проекции на вертикальное
направление.
Ключевые слова: неголономная система, однородный шар, эффект трансгрессии.

1. Введение.Понятие «эффект трансгрессии» было введено в работах Я. В. Та-
таринова [1, 2] при изучении движения консервативных неголономных систем, об-
ладающих многообразием равновесий. Предполагалось изучать подобный эффект
путем использования метода нормальных форм [3–6]. Дальнейшее исследование эф-
фекта трансгрессии в различных неголономных системах проводилось в работах
А. С. Кулешова с соавторами: данный эффект был исследован в задаче о движении
почти голономного маятника [7] и в задаче о движении стержня по поверхности
цилиндра [8]. Также в статье [8] была изложена общая методика изучения эффекта
трансгрессии в неголономных механических системах. В данной работе указанная
методика применяется в задаче о движении тяжелого однородного шара в углуб-
лении.
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2. Постановка задачи. Пусть однородный шар (твердое тело, ограниченное
поверхностью сферы и такое, что его центр масс совпадает с центром сферы, а все
главные центральные моменты инерции равны между собой) катится без проскаль-
зывания по неподвижной поверхности под действием силы тяжести в окрестности
нижней точки данной поверхности, причем эта точка является точкой эллиптиче-
ского типа.

Будем считать, что центр масс S шара принадлежит поверхности, заданной
уравнением z = f (x, y), причем в окрестности точки x = 0, y = 0 функция f (x, y)
может быть представлена в виде ряда по степеням переменных x и y с точностью
до членов четвертого порядка малости:

f (x, y) =
1

2

(
k1x

2 + k2y
2
)
+

1

6

(
l11x

3 + l22y
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)
+

+
1

24

(
m1x

4 +m2y
4 + 6m3x
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(
m12x

2 +m21y
2
)
xy
)
+ · · ·

(1)

Здесь ki, li j , mi, j , i, j = 1, 2 и mi, i = 1, 2, 3 — коэффициенты разложения
функции f (x, y) в ряд по степеням x и y в окрестности точки x = 0, y = 0. Без
ограничения общности предположим, что k1 �= k2, ki > 0, i = 1, 2. Тогда с точностью
до членов второго порядка малости по x и y поверхность (1) представляет собой
эллиптический параболоид. ПустьM — масса шара, r — его радиус, λMr2 — момент
инерции шара относительно произвольной оси, проходящей через центр масс, g —
величина ускорения свободного падения. Обозначим через v и ω скорость центра
масс шара и его угловую скорость. Пусть Oxyz — неподвижная система координат,
в которой задана поверхность (1), а векторы ex , ey, ez задают ортонормированный
базис, причем ez направлен противоположно направлению вектора силы тяжести.
Движение шара происходит без проскальзывания, поэтому

v = [ω × rn] = r [ω × n] ,

n = − 1√
1 +

(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

(
∂f

∂x
ex +

∂f

∂y
ey − ez

)
. (2)

Уравнения движения шара могут быть получены с помощью общих теорем ди-
намики — закона изменения импульса и закона изменения кинетического момента
относительно центра масс:

M
dv

dt
= −Mgez +R, (3)

λMr2
dω

dt
= r [R× n] . (4)

Из уравнения (3) выразим силу реакции R и подставим в уравнение (4):

λr
dω

dt
=

[(
gez +

dv

dt

)
× n

]
. (5)

Радиус-вектор центра масс шара имеет вид

r = xex + yey + zez = xex + yey + f (x, y) ez,
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следовательно

v = ẋex + ẏey +

(
∂f

∂x
ẋ+

∂f

∂y
ẏ

)
ez. (6)

Обозначим также
ω = ωxex + ωyey +Ωez ,

тогда уравнения связей (2) в проекциях на оси системы координат Oxyz запишутся
в следующем виде:
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Видно,что третье уравнение системы (7) получается из первых двух. Выразим
теперь из первых двух уравнений системы (7) компоненты ωx и ωy угловой скорости
шара в зависимости от x, y, ẋ, ẏ, Ω:

ωx = − ẏ
r

√
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+
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(8)

Дифференцируя по времени выражение (6) для скорости v, получим выражение
для ускорения центра масс шара:

a =
dv

dt
= ẍex + ÿey +

(
∂f

∂x
ẍ+

∂2f

∂x2
ẋ2 + 2

∂2f

∂x∂y
ẋẏ +

∂2f

∂y2
ẏ2 +

∂f

∂y
ÿ

)
ez. (9)

Подставим в левую часть системы уравнений (5) выражения (8) для ω̇x и ω̇y, а
в правую часть этой системы — выражение (9) для dv

dt и выражение (2) для n. По-
лучим замкнутую систему трех уравнений относительно трех неизвестных функций
x, y и Ω. Разрешим данную систему относительно старших производных ẍ, ÿ, Ω̇, а
после разложим правые части полученных уравнений системы в ряд по степеням
переменных x, y, ẋ, ẏ. Тогда в первом приближении получим следующие уравнения:

(λ+ 1) ẍ = −k1gx+ λrΩk2ẏ, (λ+ 1) ÿ = −k2gy − λrΩk1ẋ, Ω̇ = 0. (10)
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В первом приближении получается, что Ω постоянна. Чтобы решить первые два
уравнения системы (10), положим

x = F cos (μt+ ϕ) , y = G sin (μt+ ϕ) .

Подстановка этих выражений для x и y в первые два уравнения системы (10)
приводит к системе уравнений(

k1g

λ+ 1
− μ2

)
F =

λrΩk2
λ+ 1

μG,

(
k2g

λ+ 1
− μ2

)
G =

λrΩk1
λ+ 1

μF.

Отсюда для определения μ имеем биквадратное уравнение

μ4 −
(
(k1 + k2) g

λ+ 1
+
λ2r2Ω2k1k2

(λ+ 1)
2

)
μ2 +

k1k2g
2

(λ+ 1)
2 = 0.

Очевидно, что при k1 > 0, k2 > 0, k1 �= k2 корни этого уравнения будут по-
ложительны и различны при всех значениях Ω. Шар будет совершать колебания в
плоскости, перпендикулярной вертикальной оси и проходящей через точку x = 0,
y = 0, z = 0 — наинизшую точку углубления.

Поскольку в первом приближении Ω является постоянной, то будем считать эту
постоянную малой величиной. Тогда слагаемые λrΩk2ẏ и −λrΩk1ẋ в правых частях
первого и второго уравнения системы (10) будут иметь второй порядок малости.
Теперь правые части уравнений системы, получаемой из системы (5), будем рас-
кладывать в ряд по степеням переменных x, y, ẋ, ẏ и Ω. Тогда уравнения первого
приближения еще более упрощаются и получают вид (см., например [9])

(λ+ 1) ẍ = −k1gx, (λ+ 1) ÿ = −k2gy, Ω̇ = 0. (11)

В этом случае общее решение системы уравнений (11) имеет вид

x = c1 cos

(√
k1g

λ+ 1
t

)
+c2 sin

(√
k1g

λ+ 1
t

)
, y = c3 cos

(√
k2g

λ+ 1
t

)
+c4 sin

(√
k2g

λ+ 1
t

)
,

(12)
т. е. шар будет совершать колебательные движения с различными частотами в на-
правлении неподвижных осей x и y.

Во втором приближении третье уравнение системы, получаемой из системы (5),
не меняется, т. е. Ω по-прежнему остается постоянной. Однако первые два уравнения
пополняются новыми слагаемыми и принимают вид

(λ+ 1) ẍ = −k1gx− g

2

(
l11x

2 + 2l12xy + l21y
2
)
+ λrΩk2ẏ,

(λ+ 1) ÿ = −k2gy − g

2

(
l12x

2 + 2l21xy + l22y
2
)− λrΩk1ẋ,

Ω̇ = 0.

(13)

Ненулевые слагаемые в третьем уравнении получаются лишь в третьем порядке:

Ω̇ = − Ω

λ+ 1

(
k21ẋx+ k22 ẏy

)
.
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Слегка упростим систему уравнений (13). Для этого введем следующие обозна-
чения:

k1 =
(λ+ 1)ω2

1

g
, k2 =

(λ+ 1)ω2
2

g
, u =

λrΩ

g
. (14)

С учетом введенных обозначений (14) система уравнений (13) принимает вид

ẍ = −ω2
1x−

g

2(λ+ 1)

(
l11x

2 + 2l12xy + l21y
2
)
+ ω2

2uẏ,

ÿ = −ω2
2y −

g

2(λ+ 1)

(
l12x

2 + 2l21xy + l22y
2
)− ω2

1uẋ,

u̇ = 0.

(15)

В следующем разделе описывается процедура приведения системы уравне-
ний (15) к нормальной форме и последующий анализ эволюции компоненты угловой
скорости Ω шара.

3. Нормальная форма и ее анализ. Приведем систему уравнений (15) к
нормальной форме. В соответствии с теорией, изложенной в работе [8], для этого
сначала необходимо записать систему уравнений (15) в таких переменных, в которых
система первого приближения имеет диагональный вид. Для системы уравнений (15)
соответствующие переменные, которые мы обозначим z1, z2, z3, z4, z5, вводятся по
формулам

x =
z1 − z2
2iω2

1

, ẋ =
z1 + z2
2ω1

, y =
z3 − z4
2iω2

2

, ẏ =
z3 + z4
2ω2

, u = z5. (16)

Тогда в новых переменных система уравнений (15) записывается следующим
образом:

ż1 = iω1z1 +
gl11

8 (λ+ 1)ω3
1

(z1 − z2)
2 +

gl12
4 (λ+ 1)ω1ω2

2
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+
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2
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2
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ż2 = −iω1z2 +
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4 (λ+ 1)ω1ω2

2

(z1 − z2) (z3 − z4) +

+
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2

(z3 − z4)
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2
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ż3 = iω2z3 +
gω2l12
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1
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2
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4 (λ+ 1)ω2

1ω2
(z1 − z2) (z3 − z4)+

+
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2
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2
+
ω1ω2
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ż4 = −iω2z4 +
gω2l12

8 (λ+ 1)ω4
1

(z1 − z2)
2
+
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4 (λ+ 1)ω2

1ω2
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2
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ż5 = 0.

(17)

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2024. Т. 11 (69). Вып. 3 553



Видно, что линейная часть системы уравнений (17) имеет диагональный вид.
После процедуры нормализации система уравнений (17) записывается в нормальной
форме:

ż1 = iω1z1, ż2 = −iω1z2, ż3 = iω2z3, ż4 = −iω2z4, ż5 = 0. (18)

В системе уравнений (18) через zi, i = 1, . . . , 5, обозначены уже новые перемен-
ные, в которых система уравнений (17) записывается в нормальной форме. Чтобы
сократить число обозначений, за этими переменными сохраняются обозначения zi,
i = 1, . . . , 5. Таким образом, в нормальной форме (18) все члены второго порядка
отсутствуют, а последнее уравнение дает z5 = const, т. е. Ω = const. Нормализация
членов третьего порядка малости приводит к тому, что в правых частях уравне-
ний для z1, z2, z3, z4 появляются резонансные члены, но последнее уравнение своей
формы не меняет: по-прежнему z5 = const, т. е. Ω = const. Для полного изучения
эффекта трансгрессии в данной системе, который заключается здесь в эволюции
медленной переменной Ω, понадобится учет членов более высокого порядка малости.
В результате исследования оказалось, что в последнем уравнении системы, получа-
емой из системы уравнений (5) и приведенной к нормальной форме, резонансные
члены появляются только в шестом порядке малости. Соответствующее уравнение
будет иметь вид

ż5 = R1z
2
1z

2
2

(
3z3z4
ω2
2

− z1z2
ω2
1

)
+R2z

2
3z

2
4

(
z3z4
ω2
2

− 3z1z2
ω2
1

)
, (19)

R1 =

(
(λ+ 1)

(
4ω2

1 − ω2
2

)
m12ω

2
1 +
(
4ω2

1 − ω2
2

)
gl11l12 + 3gl12l21ω

2
1

)
λ

16 (9ω2
1 − ω2

2) (4ω
2
1 − ω2

2) g
3ω4

1

,

R2 =

(
(λ+ 1)

(
4ω2

2 − ω2
1

)
m21ω

2
2 +
(
4ω2

2 − ω2
1

)
gl21l22 + 3gl12l21ω

2
2

)
λ

16 (9ω2
2 − ω2

1) (4ω
2
2 − ω2

1) g
3ω4

2

.

Учитывая формулы (16), легко получить, что

z1 = ω1ẋ+ iω2
1x, z2 = ω1ẋ− iω2

1x, z3 = ω2ẏ + iω2
2y, z4 = ω2ẏ − iω2

2y.

Следовательно,

z1z2 = ω2
1ẋ

2 + ω4
1x

2, z3z4 = ω2
2ẏ

2 + ω4
2y

2. (20)

Учитывая, что в первом порядке малости x и y определяются формулами (12),
т. е.

x = c1 cosω1t+ c2 sinω1t, y = c3 cosω2t+ c4 sinω2t,

получаем

ẋ = ω1 (c2 cosω1t− c1 sinω1t) , ẏ = ω2 (c4 cosω2t− c3 sinω2t) .

Подставляя выражения для x, ẋ, y, ẏ в формулы (20), находим, что

z1z2 = ω4
1

(
c21 + c22

)
, z3z4 = ω4

2

(
c23 + c24

)
.
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Таким образом, дифференциальное уравнение (19) может быть представлено в
виде

ż5 = R1ω
8
1

(
c21 + c22

)2 (
3ω2

2

(
c23 + c24

)− ω2
1

(
c21 + c22

))
+

+R2ω
8
2

(
c23 + c24

)2 (
ω2
2

(
c23 + c24

)− 3ω2
1

(
c21 + c22

))
.

Из полученного уравнения следует, что в системе будет наблюдаться равно-
мерное изменение переменной z5, т. е. угловой скорости Ω с постоянной скоростью,
имеющей шестой порядок малости. На временах порядка 1

ε координата z5 изменяет-
ся на величину пятого порядка малости. Следовательно, в рассматриваемой системе
наблюдается эволюция «медленной» переменной Ω (трансгрессия), имеющая пятый
порядок.

4. Заключение. В работе была рассмотрена задача о качении без проскаль-
зывания однородного шара по неподвижной поверхности под действием силы тяже-
сти в окрестности нижней точки данной поверхности, имеющей эллиптический тип.
В результате исследования было установлено, что в процессе движения проекция уг-
ловой скорости шара на вертикаль меняется со скоростью шестого порядка малости.
В этом заключается эффект трансгрессии в задаче о качении шара в углублении.
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We consider the problem of rolling without sliding a heavy ball (a rigid body bounded
by the surface of a sphere and such that its center of mass coincides with the center of
the sphere, and all the principal central moments of inertia are equal to each other) along
the convex surface in the vicinity of its lower point of elliptical type. The evolution of
the angular velocity of the ball in projection onto the vertical (the transgression effect) is
described.
Keywords: nonholonomic system, homogeneous ball, transgression effect.
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