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1. Введение. В первой части обзора [1] были представлены некоторые резуль-
таты научных исследований, выполненных учеными СПбГУ в области динамики
твердого дела в первые 250 лет истории университета. Рассмотрены не только каче-
ственные и количественные результаты анализа движения тел, но и методы иссле-
дования, позволившие получить эти результаты. Вторая часть обзора [2] посвящена
50-летнему периоду истории СПбГУ, завершившемуся в 2023 г. Основное внимание в
ней уделяется общетеоретическим исследованиям, выполненным учеными СПбГУ и
посвященным как неуправляемому, так и управляемому движениям твердого тела.
В третьей части обзора [3] основное внимание уделено прикладным исследовани-
ям, выполненным учеными СПбГУ в 1970-е годы и посвященным неуправляемому
движению твердого тела относительно центра масс в гравитационном и магнитном
полях Земли.

В данной, четвертой части обзора, а также в планируемой пятой части внима-
ние будет уделено новой тематике, ставшей актуальной в связи с явно выраженной
прикладной направленностью и вследствие этого быстро получившей известность
в мировой науке. Речь идет о целом комплексе исследований, вызванных к жизни
потребностями освоения околоземного космического пространства в условиях ра-
диационной опасности и объединяющих вопросы классической механики, электро-
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динамики, теории управления, нелинейных колебаний, устойчивости движения, а
также математического и компьютерного моделирования в применении к задачам
динамики искусственного спутника Земли (ИСЗ).

Проблема обеспечения радиационной безопасности космических полетов [4, 5]
была осознана как вторая по важности (после невесомости) в 1970-е годы в связи с
развитием космонавтики и общим интенсивным освоением космического простран-
ства.

Возникла необходимость совершенствования существующих и разработки но-
вых подходов к решению задач обеспечения радиационной защиты обитаемых от-
секов и бортовой аппаратуры ИСЗ от вредного воздействия галактических косми-
ческих лучей, излучений радиационных поясов Земли, хромосферных вспышек на
Солнце и т. п. Одним из таких подходов является создание систем активной радиа-
ционной защиты, опирающейся на способность электростатического поля заряжен-
ных экранов, размещенных на ИСЗ, изменять направления движений заряженных
частиц и отклонять их от поверхности ИСЗ [6, 7]. Как показали теоретические раз-
работки и экспериментальные исследования на биоспутниках серии «Космос», эти
системы выгодно отличаются от традиционно применяемых на Земле систем ради-
ационной защиты пассивной формы, основанной на использовании поглощающих
свойств материалов, своей легкостью, надежностью и эффективностью. Экспери-
менты, проведенные на биоспутнике «Космос-936», подтвердили возможность рабо-
ты электростатической защиты (ЭСЗ) в режиме самозарядки за счет выпадения на
поверхность ИСЗ заряженных частиц из плазмы околоземного пространства.

Однако при движении ИСЗ, снабженного экраном ЭСЗ, по околоземной орбите
в результате взаимодействия электрического заряда экрана с магнитным полем Зем-
ли (МПЗ) возникают дополнительно действующие на ИСЗ силы — силы Лоренца,
которые следует учитывать при решении многих важных динамических задач, и в
том числе — задач ориентации и стабилизации ИСЗ. Таким образом возникла новая
актуальная проблема, связанная с изучением электродинамического эффекта вли-
яния лоренцевых сил на вращательное движение ИСЗ в МПЗ. Исследованию этой
проблемы посвящено немало публикаций ученых СПбГУ, начиная с 1981 г., когда
появились первые статьи на эту тему Л. И. Кузнецова и его аспирантов [8–14].

2. Первые аналитические результаты (1981). В первых публикациях по
динамике ИСЗ с заряженным экраном вводились многочисленные упрощающие
предположения. В частности, во всех упомянутых выше работах [8–14] исследо-
вание проводится при следующих общих предположениях: орбита заряженного те-
ла — кеплерова круговая; гравитационное поле Земли — ньютоновское центральное;
МПЗ моделируется полем магнитного диполя, ось которого совпадает с осью суточ-
ного вращения Земли («прямой магнитный диполь»); моменты гравитационных и
лоренцевых сил превосходят по величине все остальные возмущающие моменты;
вращение ИСЗ вокруг его центра масс не влияет на движение самого центра масс.
При сделанных предположениях магнитная индукция МПЗ является постоянной во
всех точках круговой экваториальной орбиты ИСЗ.

В работе [9] рассмотрен случай совпадения центра заряженного сферического
экрана ЭСЗ с центром масс ИСЗ. Проекции главного момента лоренцевых сил �ML

на главные центральные оси инерции ИСЗ имеют вид (сохраняются обозначения,
принятые в [3])

MLx = σ(ωyβ3 − ωzβ2), MLy = σ(ωzβ1 − ωxβ3), MLz = σ(ωxβ2 − ωyβ1), (1)
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где σ — постоянный параметр, зависящий от заряда и радиуса экрана. Дифферен-
циальные уравнения движения ИСЗ (1)–(3)

J�̇ω + �ω × J�ω = �MG + �ML, (2)

MGx = 3ω2
0(C −B)γ2γ3, MGy = 3ω2

0(A− C)γ1γ3, MGz = 3ω2
0(B −A)γ1γ2 (3)

исследуются совместно с кинематическими уравнениями Пуассона:

α̇1 + ωyα3 − ωzα2 = −ω0γ1,

β̇1 + ωyβ3 − ωzβ2 = 0,
(
x→y→z
1→2→3

)
γ̇1 + ωyγ3 − ωzγ2 = ω0α1.

(4)

Получен первый интеграл дифференциальной системы (1)–(4):

1

2
(Aω2

x+Bω
2
y+Cω

2
z)+

3

2
ω2
0(Aγ

2
1 +Bγ

2
2 +Cγ

2
3)−ω0(Aωxβ1+Bωyβ2+Cωzβ3) = h. (5)

Показано, что в случае A = B = C имеют место еще два интеграла: ω2
x + ω2

y + ω2
z =

const, ωxβ1 + ωyβ2 + ωzβ3 = const, позволяющие установить, что вращательное дви-
жение заряженного ИСЗ представляет собой регулярную прецессию около нормали
к плоскости орбиты.

Далее проведено исследование движения ИСЗ при неравных моментах инерции
(B > A > C). Показано, что ИСЗ имеет стационарное движение, представляющее
собой прямое положение равновесия в орбитальной системе координат (ОСК)

α1 = β2 = γ3 = 1, ωx = ωz = 0, ωy = ω0, (6)

а интеграл (5) позволяет сделать вывод об устойчивости этого положения равнове-
сия. Исследованы малые колебания ИСЗ около положения равновесия (6). Показано,
что в отличие от случая незаряженного экрана, когда собственные частоты колеба-
ний ИСЗ удовлетворяли неравенствам 0 < k1 < ω0, ω0 < k2 < 2ω0 [15], при больших
значениях заряда экрана одна из собственных частот будет весьма большой, а дру-
гая — весьма малой.

В работе [12], в отличие от [9], рассмотрен экранированный ИСЗ, у которого
центр заряженного сферического экрана ЭСЗ не совпадает с центром масс ИСЗ и в
общем случае имеет координаты x0, y0, z0 в системе координат Cxyz. При сохране-
нии остальных предположений работы [9] показано, что прямое положение равнове-
сия (6) возможно лишь при x0 = y0 = 0, а z0 в этом случае произвольно. Получены
достаточные условия устойчивости положения равновесия (6). Исследованы также
малые колебания ИСЗ около положения равновесия (6).

Проанализирован случай динамически симметричного ИСЗ (A = B). Показа-
но, что ось Cz динамической симметрии ИСЗ совершает гармонические колебания,
однако не около местной вертикали, как в случае незаряженного экрана, а око-
ло прямой, расположенной в плоскости, перпендикулярной плоскости орбиты. На
эти колебания накладывается собственное вращение ИСЗ. С целью анализа воз-
можности обеспечения вращения экранированного ИСЗ около местной вертикали
далее рассмотрен усложненный вариант задачи, предполагающий наличие на ИСЗ
маховика, ось которого совпадает с осью Cy. Найдены условия на параметры систе-
мы, при которых положение равновесия (6) будет устойчивым. Также и для случая
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A = B найдены достаточные условия устойчивости совпадения оси Cz с местной
вертикалью.

В работе [10], в отличие от [9] и [12], рассмотрено возмущающее воздействие
лоренцева момента на положение относительного равновесия и пространственные
колебания ИСЗ при частичном учете неоднородности МПЗ в объеме экрана (т. е.
градиентности МПЗ) в предположении, что силовые линии МПЗ в этом объеме яв-
ляются коллинеарными прямыми. Работа [11] посвящена исследованию резонанс-
ных колебаний гравитационно-ориентированного ИСЗ со сферическим заряженным
экраном ЭСЗ на круговой орбите при частичном учете градиентности МПЗ, как и
в [10].

Принципиально иная постановка задачи о влиянии лоренцева момента на вра-
щательное движение экранированного ИСЗ предложена в [13, 14], где предполага-
лось, что кинетическая энергия вращательного движения ИСЗ существенно больше
работы внешних возмущающих моментов. В такой постановке целью исследования
является анализ эволюции медленно изменяющегося вектора �L кинетического мо-
мента ИСЗ или, что то же, — его модуля L и углов ρ и σ, определяющих направление
вектора �L в кениговой системе координат CXY Z. Математической базой исследо-
вания являются дифференциальные уравнения (1), (2) из [3]. При сохранении тех
же предположений относительно модели ИСЗ, его орбиты и геофизических полей,
что и в предыдущих рассмотренных работах, главный момент сил Лоренца �ML вы-
числяется для случая, когда центр экрана ЭСЗ смещен на величину z0 вдоль оси
Cz относительно центра масс ИСЗ, а его проекции на оси CXY Z записываются в
виде

MLX = aω0β3 cos ν + bβ3(LY γ3 − LZβ3)/A−m(LZ + (A− C)rγ3)/A,

MLY = aω0(γ3 sin ν − α3 cos ν) + bβ3(LZα3 − LXγ3)/A,

MLZ = −aω0β3 sin ν + bβ3(LXβ3 − LY α3) +m(LX + (A− C)rα3)/A,

(7)

где a, b, m — параметры, пропорциональные заряду экрана, ν = ω0t — аргумент ши-
роты. Поскольку L/A� | �M |/L, то ψ является быстрой переменной, и это позволяет
усреднить уравнения (1), (2) из [3] по быстрой переменной ψ. Далее проводится
анализ усредненных уравнений. В случае A = B = C и z0 = 0 точные значения
проекций момента �ML совпадают с усредненными по ψ:

MLX = −m
A
LZ = −m

A
L sin ρ cosσ, MLY = 0, MLZ =

m

A
LX =

m

A
L sin ρ sinσ,

а уравнения (1) из [3] принимают вид L̇ = 0, ρ̇ = 0, σ̇ = −m/A, откуда следует, что
ИСЗ совершает регулярную прецессию.

В случае A = B = C и z0 �= 0 после усреднения по ψ получены уравнения:

L̇ = 0, θ̇ = 0, dρ/dν =M sinκ, dκ/dν =M ctg ρ cosκ −N,

где M = aL0
−1 cos θ0, N = 1 + b/(2Aω0) sin

2 θ0 +m/(Aω0). Показано, что эти усред-
ненные уравнения допускают первый интеграл Φ = M sin ρ cosκ + N cos ρ = const,
позволяющий построить траектории апекса вектора �L на единичной сфере в ОСК
и выявить характерные особенности эволюции движения ИСЗ.

Рассмотрен также случай A = B, z0 = 0. Показано, что в этом случае урав-
нения, описывающие поведение углов ρ и σ, качественно не отличаются от ана-
логичных уравнений, описывающих эволюцию вращательного движения ИСЗ под
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действием одного лишь гравитационного момента, а вектор �L прецессирует отно-
сительно нормали к плоскости орбиты, причем движение вектора �L по траектории
неравномерно.

В случае A = B, z0 �= 0 на основании усредненных уравнений установлено,
что по сравнению со случаем незаряженного экрана момент �ML смещает полюсы
траекторий вектора �L в направлении радиуса-вектора орбиты, причем эти полюсы
располагаются несимметрично, а движение вектора �L по траекториям происходит
неравномерно.

Показано, что при произвольных моментах инерции ИСЗ и совпадении центра
экрана с центром масс лоренцев момент не меняет качественной картины движения
ИСЗ. Таким образом, движение ИСЗ вокруг вектора �L представляет собой движение
по Эйлеру—Пуансо, а сам вектор �L остается постоянным по величине и совершает
прецессионно-нутационное движение относительно нормали к плоскости орбиты.

3. Продолжение исследований для упрощенных постановок задач. По-
сле появления серии пионерских работ 1981 г., рассмотренных в предыдущем раз-
деле, исследования, начатые в [8–12], были продолжены. При этом расширился и
круг авторов — ученых СПбГУ, занявшихся новой актуальной тематикой. В данном
разделе рассматриваются некоторые из их публикаций, объединенные общностью
предположений, положенных в основу построения соответствующих математиче-
ских моделей. Эти предположения, принятые в [8–12], перечислены в начале разде-
ла 1. Кроме того, заряд ИСЗ предполагается постоянным. Строго говоря, если ИСЗ
не содержит специальных систем, обеспечивающих постоянство электрического за-
ряда на поверхности экрана ЭСЗ, то в процессе движения ИСЗ электрический заряд
может существенно изменяться. Это обстоятельство исследовалось, в частности, в
работе [16]. Отметим также, что влияние сил и моментов, обусловленных влиянием
электрических полей (конвекции и коротации), считается пренебрежимо малым.

В работах [17, 18] исследуются резонансные колебания гравитационно-ориенти-
рованного ИСЗ со сферическим заряженным экраном ЭСЗ на круговой орбите при
таком же частичном учете градиентности МПЗ, как и в [10].

В работе [19] рассматривается ИСЗ со сферическим заряженным экраном и
системой трех гистерезисных стержней, расположенных параллельно главным цен-
тральным осям инерции ИСЗ. Гистерезисный характер зависимости �B от �H опи-
сывается моделью В. К. Аркадьева. Соответственно, в правые части динамических
уравнений Эйлера добавляются осевые моменты (1). Показано, что в случае равных
моментов инерции ИСЗ будет вращаться с постоянной угловой скоростью вокруг
нормали к плоскости орбиты. Для произвольных моментов инерции ИСЗ доказано с
помощью теоремы Барбашина—Красовского, что система гистерезисных стержней
обеспечивает погашение колебаний ИСЗ, ортогональных плоскости орбиты. Одна-
ко колебания ИСЗ в плоскости орбиты с помощью рассматриваемого демпфера не
могут быть погашены.

В работе [20] рассматривается вращательное движение трехосно ориентирован-
ного ИСЗ со сферическим заряженным экраном ЭСЗ в условиях резонанса. Исполь-
зуются выражения для проекций лоренцева момента, полученные в [11], при частич-
ном учете неоднородности МПЗ в объеме экрана. Решение уравнений движения,
записанных в «самолетных» углах ориентации ϕ, ψ, θ, ищется методом вариации
произвольных постоянных с последующим применением асимптотического метода
усреднения. Как и в работе [21], выбирается расширенное порождающее решение,
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состоящее из суммы невозмущенного решения (при �ML = 0) и частного решения,
соответствующего нулевым значениям ϕ, ψ, θ и ϕ̇, ψ̇, θ̇ в возмущающем моменте �ML.
Невозмущенное движение предполагается гравитационно стабилизированным. Об-
наружена возможность существования трех комбинационных резонансов собствен-
ных частот ИСЗ. Нерезонансная ситуация, а также два из трех резонансов иссле-
дованы в [11, 17]. В работе [20] исследованы колебания ИСЗ в условиях третьего
резонанса. Проанализировано влияние смещения центра защитной сферы относи-
тельно центра масс ИСЗ на ограниченность асимптотического представления дви-
жения. Показано, что смещение центра экрана вдоль оси Cz позволяет устранить
неустойчивость резонансных колебаний.

Исследованию условий существования и устойчивости регулярных прецессий
заряженного тела в геомагнитном поле посвящена работа [22]. В ней рассматри-
вается вращательное движение динамически симметричного с осью Cz (A = B)
ИСЗ, имеющего сферический экран ЭСЗ и находящегося на круговой экваториаль-
ной орбите. Предполагается, что центр экрана совпадает с центром масс ИСЗ. МПЗ
моделируется полем прямого магнитного диполя. Динамические уравнения Эйле-
ра (1)–(3) рассматриваются совместно с кинематическими уравнениями Пуассона
(4). Ищутся регулярные прецессии ИСЗ, т. е. такие его движения, которым соответ-
ствуют положения равновесия оси Cz в ОСК. Пусть �ω′ = p�i + q�j + r�k — угловая
скорость ИСЗ относительно ОСК. Тогда �ω = �ω0+�ω

′ и регулярные прецессии можно
описать с помощью направляющих косинусов α3, β3, γ3 и угловой скорости r, так
как p = q = 0.

Показано, что возможны три типа регулярных прецессий, полученные ранее в
[23] и получившие следущие названия:

1) гиперболоидальная α0
3 �= 0, β0

3 �= 0, γ03 = 0,

2) коническая α0
3 = 0, β0

3 �= 0, γ03 �= 0,

3) цилиндрическая α0
3 = 0, β0

3 = 1, γ03 = 0.

Кроме интеграла (5), при A = B существует также интеграл Cωz + σβ3 = const.
Для исследования устойчивости регулярных прецессий 1-го типа вводятся малые
возмущения p, q, r̄ = r − r0, γ3, β̄ = β3 − β0

3 , относительно которых строится квад-
ратичная форма с помощью первых интегралов и кинематического соотношения
α2
3 + β2

3 + γ23 = 1. Показано, что регулярные прецессии 1-го типа устойчивы при
C > A.

Аналогичным образом установлены условия существования и устойчивости ре-
гулярных прецессий 2-го и 3-го типов для ИСЗ с защитным экраном в форме сферы.
Найдены также необходимые условия устойчивости по линейному приближению. На
плоскости параметров системы построены области устойчивости и области выполне-
ния необходимых условий устойчивости по линейному приближению. Показано, что
для достаточно малых значений C/A цилиндрическая прецессия всегда неустойчива.
Однако, начиная с некоторого значения σ, область устойчивости по первому при-
ближению существует и для малых значений C/A, вплоть до нуля. Отсюда сделан
вывод о том, что защитный экран может способствовать стабилизации некоторых
режимов регулярной прецессии ИСЗ.

4. Два направления развития исследований, новые интегрируемые
случаи, стационарные движения и их устойчивость. Задача изучения ди-
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намики вращательного движения заряженного твердого тела в геомагнитном поле
является трудной для аналитического исследования, и поэтому первые попытки ее
решения, предпринятые в 1970-е годы [24–26], естественно, опирались на использо-
вание частных предположений и упрощенных математических моделей. Однако и
в дальнейших исследованиях, продолжавшихся в 1980-е годы и направленных на
получение достаточно тонких математических результатов, по-прежнему использо-
вались многие упрощающие предположения, например такие как предположение о
сферичности экрана ЭСЗ, и вследствие этого — о равномерности распределения за-
ряда по его поверхности, предположение о совпадении центра экрана с центром масс
тела, о неподвижности МПЗ в инерциальном пространстве, об однородности МПЗ
в объеме тела, о дипольном характере МПЗ.

Это приводило к достаточно сильному и не всегда обоснованному загрублению
задачи на этапе ее постановки, что значительно снижало, как было установлено в
дальнейшем, практическую ценность получаемых математических результатов. По-
этому продолжение аналитических исследований динамики заряженного тела в су-
перпозиции гравитационного и магнитного полей Земли стало проводиться по двум
взаимосвязанным направлениям:

1) последовательный отказ от использования принимавшихся ранее частных
предположений (например, относительно формы экрана, расположения экрана, на-
клонения орбиты, эксцентриситета орбиты) и тем самым обобщение постановки за-
дачи;

2) уточнение модели МПЗ и тем самым уточнение математической модели за-
дачи.

Например, в [8–14, 19] рассматривался ИСЗ с экраном ЭСЗ в виде равномерно
заряженной сферы. Это частное предположение относительно формы экрана позво-
ляло существенно упростить математическую модель задачи.

В работах [27–29] впервые изучалась динамика ИСЗ с экраном ЭСЗ в виде
цилиндрической оболочки длины 2a и диаметра 2b, обеспечивающим более эффек-
тивную защиту от радиации, чем экран в виде сферы [6]. В [27] рассмотрен случай,
когда орбита ИСЗ — круговая экваториальная радиуса R, тензор инерции — сфери-
ческий (задача с произвольным трехосным эллипсоидом инерции рассматривается
в [30]), а МПЗ однородно в объеме ИСЗ. В случае, когда центр экрана совпадает с
центром масс ИСЗ, динамические уравнения Эйлера имеют вид

ω̇x = D(a2ωyβ3 − b2ωzβ2), ω̇y = D(b2ωzβ1 − a2ωxβ3), ω̇z = Db2(ωxβ2 −ωyβ1), (8)

где D = mQ/(4R3A), Q — заряд экрана, m — дипольный магнитный момент МПЗ,
β1, β2, β3 — косинусы углов между нормалью к плоскости орбиты и осями x, y, z.
Уравнения (4), (8) допускают три первых интеграла

ω2
x + ω2

y + ω2
z = h1, ωxβ1 + ωyβ2 + ωzβ3 +D(b2 − a2)β2

3/2 = h2, ωz +Db2β3 = h3 (9)

и геометрическое соотношение β2
1+β

2
2+β

2
3 = 1, позволяющие свести решение задачи

к квадратурам. В результате выявлен и полностью исследован новый интегрируе-
мый классический случай в динамике сферического движения твердого тела. По
сравнению со случаем Лагранжа он является более сложным, поскольку полином
относительно переменной u = cos θ, находящийся под знаком радикала в подынте-
гральной функции, имеет не 3-ю, а 4-ю степень. Соответственно, геометрическая
интерпретация движения оси экрана, приведенная в [27], отличается более богатым
набором вариантов возможных траекторий по сравнению со случаем Лагранжа.
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В частности, из полученных интегралов следует, что при a = b ось электроста-
тической симметрии ИСЗ (ось симметрии экрана) совершает регулярную прецессию
вокруг нормали к плоскости орбиты Cη с постоянным углом arccos(h3/(h2 + da3))
и угловой скоростью h2. Аналогичный результат получен в [9], где рассматривает-
ся ИСЗ с заряженным экраном в виде сферы, а уравнения движения отличаются
от уравнений (8) при a = b лишь обозначениями. Показано, что при выполнении
определенных условий возможно появление устойчивых положений равновесия оси
электростатической симметрии ИСЗ.

Уточнение уравнений (8) путем учета вращения МПЗ с угловой скоростью ωE

суточного вращения Земли и соответствующее обобщение задачи, рассмотренной в
[27], дано в [31]. Динамические уравнения Эйлера записаны в виде

ω̇x = d[a3ωyβ3 − a1ωzβ2 − ωE(a3 − a1)β2β3],

ω̇y = d[a1ωzβ1 − a3ωxβ3 + ωE(a3 − a1)β1β3], ω̇z = da1(ωxβ2 − ωyβ1),
(10)

где d = m/(R3A), a1 = Qb2/4, a3 = Qa2/4. Получены три первых интегра-
ла дифференциальной системы (4), (10): ω2

x + ω2
y + ω2

z + dωE(a1 − a3)β
2
3 = h1,

ωxβ1 + ωyβ2 + ωzβ3 + d(a1 − a3)β
2
3/2 = h2, ωz + da1β3 = h3. Совместно с геомет-

рическим соотношением β2
1 + β2

2 + β2
3 = 1 они позволяют свести решение задачи к

квадратурам и выполнить полный качественный анализ движения ИСЗ аналогично
тому, как это было сделано в [27]. Показано, что учет угловой скорости суточного
вращения Земли как уточняющего постановку задачи фактора может приводить не
только к количественным, но и к качественным изменениям в характере движения
ИСЗ.

Следует заметить, что в работах [8–14, 19] анализ динамики вращательного
движения ИСЗ с заряженным экраном в рамках модели «прямого магнитного ди-
поля» МПЗ проводился в предположении неподвижности МПЗ в инерциальном про-
странстве. В действительности МПЗ совершает суточное вращение вместе с Землей.
Предположение о неподвижностиМПЗ, как отмечается в [32], допустимо лишь в слу-
чаях невысоких орбит, для которых величина угловой скорости суточного вращения
Земли намного меньше угловой скорости движения ИСЗ по орбите. Более поздние
исследования подтвердили истинность этого утверждения.

Интегрируемая задача, рассмотренная в [27, 31], получила дальнейшее разви-
тие в работе [33], где исследована динамика вращательного движения гиростата —
ИСЗ с маховиком, обладающего собственным магнитным моментом и электроста-
тическим зарядом Q, движущегося по круговой кеплеровой околоземной орбите в
дипольном магнитном поле с магнитным моментом �m = m�m0. Орбита гиростата ле-
жит в плоскости геомагнитного экватора. Предполагается, что эллипсоид инерции
гиростата является сферой (A = B = C), центр заряда совпадает с центром масс
гиростата, распределение заряда обладает осевой симметрией с осью Cz (a1 = a2).
Случай a1 = a2 охватывает широкий класс геометрических форм экранов ЭСЗ, сре-
ди которых важная для практики цилиндрическая форма. Собственный магнитный
момент гиростата представлен в виде суммы двух составляющих: постоянной (в си-
стеме Cxyz) составляющей �I0, направленной вдоль оси Cz, и составляющей наведен-
ного магнитного момента �IH , обусловленного намагничиванием гиростата в МПЗ. В
предположении, что гиростат намагничивается в МПЗ в основном вдоль своей оси
симметрии Cz, выражение для �IH запиcывается в виде �IH = E( �B�k)�k, где E = const.
Предполагается также, что гиростат содержит маховик, вращающийся вокруг оси
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Cz и обладающий осевым моментом инерции J. Поэтому наряду с лоренцевым �ML и
магнитным �MM моментами учитывается также гироскопический момент �MG, обу-
словленный наличием маховика и имеющий вид �MG = −JΩωy

�i + JΩωx
�j, где Ω —

проекция на ось симметрии Cz абсолютной угловой скорости маховика. С учетом
обозначений d = m/(R3A), Iz = I0 + IHz , e = AEd2, g = JΩ/A, динамические
уравнения Эйлера имеют вид

ω̇x= d[a3ωyβ3−a1ωzβ2−ωE(a3−a1)β2β3]−dIzβ2 −eβ2β3 −gωy,

ω̇y= d[a1ωzβ1−a3ωxβ3+ωE(a3−a1)β1β3] +dIzβ1 +eβ1β3 +gωx,

ω̇z= da1(ωxβ2 − ωyβ1).

(11)

Совместно с кинематическими уравнениями (4) они допускают три нетривиаль-
ных первых интеграла ω2

x + ω2
y + ω2

z − [dωE(a3 − a1) + e]β2
3 − 2dIzβ3 = h1,

ωxβ1+ωyβ2+ωzβ3+d(a1−a3)β2
3/2+gβ3 = h2, ωz+da1β3 = h3. Показано, что имеет

место перманентное вращение гиростата, при котором ось симметрии Cz перпенди-
кулярна к плоскости орбиты (β3 = ±1). С помощью первых интегралов на основании
теоремы Ляпунова показано, что положение β3 = ±1 оси Cz устойчиво при выпол-
нении условий d(a1 − a3)(ω0 − ωE) + e ± (dIz + ω0g) > 0, ±(dIz + ω0g) > 0. Далее
осуществлен переход к углам Эйлера и выполнено полное аналитическое исследова-
ние движения оси симметрии гиростата в квадратурах. Дана геометрическая интер-
претация движения гиростата. Рассмотрены также некоторые предельные частные
случаи. Фактически в [33] представлен новый интегрируемый случай в динамике
гиростата.

Уточнение математической модели задачи о вращательном движении заряжен-
ного ИСЗ в МПЗ потребовало решения вопроса о том, насколько существенным яв-
ляется учет градиентности (т. е. неоднородности) МПЗ в объеме заряженного экрана
при нахождении лоренцева момента. Такой вопрос является вполне естественным,
поскольку выражение для гравитационного момента (3) найдено с учетом первых
членов от неоднородности гравитационного поля в объеме ИСЗ.

В [28] динамика вращательного движения экранированного ИСЗ исследовалась
с учетом градиентности МПЗ. Динамические уравнения Эйлера записаны в виде

ω̇x=d
[
[a3ωyβ3−a1ωzβ2+(a3−a1)[−(3μ2(ω0−ωE)+ωE)β2β3+3μ1(ω0−ωE)]γ2γ3]

]
,

ω̇y=d
[
[a1ωzβ1−a3ωxβ3+(a3−a1)[(3μ2(ω0−ωE)+ωE)β1β3−3μ1(ω0−ωE)]γ1γ3]

]
,

ω̇z=da1(ωxβ2−ωyβ1).
(12)

Для удобства анализа маркировочный множитель μ1 = 1 отмечает слагаемые, обу-
словленные частичной неоднородностью МПЗ в объеме заряженного экрана, огра-
ниченной предположением, что силовые линии МПЗ являются коллинеарными пря-
мыми, а маркировочный множитель μ2 = 1 отмечает слагаемые, обусловленные ча-
стичной неоднородностьюМПЗ, вызванной кривизной силовых линий МПЗ в объеме
заряженного экрана. Показано, что использованное ранее в некоторых публикаци-
ях предположение о прямолинейности силовых линий МПЗ в объеме ИСЗ нельзя
назвать оправданным, поскольку при вычислении лоренцева момента оно приводит
к потере членов того же порядка, какой имеют и удерживаемые члены.

Установлено, что пренебрежение эффектом градиентности МПЗ приводит к
потере двух возможных обособленных положений относительного равновесия оси
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электростатической симметрии ИСЗ в плоскости орбиты. Показано, что в усло-
виях центрованного распределения заряда корректный учет градиентности МПЗ
(μ1 = μ2 = 1) приводит к результатам, значительно отличающимся от тех, которые
получены путем того или иного «частичного» учета градиентности МПЗ.

В работах [34–37] и др. показано, что учет градиентности МПЗ может приво-
дить как к количественным, так и к качественным изменениям в характере движе-
ния ИСЗ, например в изменении или появлении новых положений относительного
равновесия, в изменении характера их устойчивости, в изменении частот колебаний
ИСЗ, в появлении случаев нарастающих резонансных колебаний ИСЗ. Установлено,
что влияние этого уточняющего постановку задачи фактора на динамику ИСЗ осо-
бенно значительно при совпадении центра заряженного экрана с центром масс ИСЗ,
поскольку в этом случае составляющие момента �ML, обусловленные градиентностью
МПЗ, являются величинами того же порядка, что и основная составляющая �ML.

Что касается обобщения постановки задачи о вращательном движении заря-
женного ИСЗ в МПЗ по линии учета асимметрии распределения заряда, то для
цилиндрического экрана ЭСЗ оно было начато в [27], продолжено в [29, 38], а за-
тем для экранов произвольных форм — в [34–36] и во многих других последующих
публикациях, как только выяснилась важность этого фактора для динамики ИСЗ.

В [27] рассмотрена ситуация, в которой центр заряженного цилиндра не совпа-
дает с центром масс ИСЗ, а смещен на расстояние ρ. С учетом обозначенияD = Qd/4
динамические уравнения Эйлера в этом случае имеют вид

ω̇x = D[(a2 + 2ρ2)ωyβ3 − b2ωzβ2 − 2ω0ρRγ2],

ω̇y = D[b2ωzβ1 − (a2 + 2ρ2)ωxβ3 + 2ω0ρRγ1], ω̇z = Db2(ωxβ2 − ωyβ1),
(13)

и в частном случае ρ = 0, естественно, совпадают с уравнениями (8). Показано,
что уравнения (13) допускают два первых интеграла. С их помощью установлено,
что при выполнении условия a2 + 2ρ2 − b2 > 0 ИСЗ с заряженным экраном может
оставаться в состоянии покоя в ОСК (устойчивое положение равновесия), если ось
симметрии цилиндра будет совпадать с местной вертикалью.

При несовпадении центра экрана с центром масс ИСЗ в [38] найдены положения
равновесия оси экрана в ОСК и исследована их устойчивость, а также проанализи-
рованы малые колебания оси в окрестности положений относительного равновесия.

В [39] исследуются регулярные прецессии конического типа для ИСЗ с экраном
ЭСЗ в форме прямого кругового цилиндра, движущегося по круговой экваториаль-
ной орбите. В остальном постановка задачи совпадает с той, которая была принята
в [22]. В случае совпадения центра цилиндра с центром масс ИСЗ динамические
уравнения Эйлера совпадают с (8). Тогда имеют место первые интегралы (9), поз-
воляющие построить функцию Ляпунова в виде квадратичной формы. Из условия
положительной определенности этой функции получено достаточное условие устой-
чивости конической прецессии ИСЗ в виде C < A. Исследовано также линейное
приближение, позволившее получить необходимые условия устойчивости кониче-
ской прецессии.

При несовпадении центра заряженного цилиндрического экрана с центром масс
ИСЗ дифференциальные уравнения вращательного движения ИСЗ строятся по схе-
ме Эйлера—Пуассона, где проекции лоренцева момента, деленные на момент инер-
ции A, совпадают с правыми частями формул (13). Показано, что эти уравнения
допускают два первых интеграла. С помощью первых интегралов построена фукция
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Ляпунова, представляющая собой квадратичную форму относительно отклонений
от решения, соответствующего конической прецессии. Из условий положительной
определенности квадратичной формы найдены достаточные условия устойчивости
конической прецессии ИСЗ. Установлено, что эти условия существенным образом за-
висят от величины и направления (от Земли или к Земле) смещения центра заряда
относительно центра масс ИСЗ. В частности, при надлежащем выборе электроста-
тических параметров ИСЗ коническая прецессия может стать устойчивой для ИСЗ с
любой формой эллипсоида инерции. По уравнениям первого приближения получены
также и необходимые условия устойчивости.

5. Тензорная модель распределения заряда. Существенным шагом в на-
правлении обобщения постановки задачи о движении ИСЗ с заряженным экраном
в МПЗ стала предложенная в [40] тензорная модель распределения заряда по по-
верхности экрана в случае проводящего экрана или по объему экрана в случае ди-
электрического экрана. Благодаря предложенному подходу появилась возможность
описывать электростатические свойства ИСЗ в общем виде, не конкретизируя фор-
му заряженного экрана, а оперируя понятиями центра заряда, главных осей заряда
и интегральных характеристик распределения заряда, напоминающих главные цен-
тральные моменты инерции тела A,B,C в главных центральных осях инерции Cxyz,
иногда обозначаемых так же, как Cx1x2x3.

Электростатические свойства тела определяются плотностью σ распределения
заряда по объему V тела и суммарным зарядом Q =

∫
V

σdV и характеризуются

тензором заряда Σ = diag (a1, a2, a3) в главных центральных осях заряда Ox01x02x03 с
ортами �i10,�i20,�i30. Начало системы Ox01x

0
2x

0
3 взято в центре заряда, определяемом

следующим радиус-вектором относительно центра масс тела:

−−→
CO = �ρ0 = x10�i1 + x20�i2 + x30�i3 = Q−1

∫
V

σ(x01, x
0
2, x

0
3)�ρ (x

0
1, x

0
2, x

0
3) dV . (14)

Здесь �ρ — радиус-вектор элемента dV относительно центра масс тела, интегриро-
вание производится по объему, в котором распределен заряд. Если заряд тела рас-
пределен по некоторой его поверхности, то интегрирование производится по этой
поверхности, а σ является поверхностной плотностью распределения заряда. В си-
лу указанного выбора системы координат Ox01x

0
2x

0
3 на основании (14) имеют ме-

сто равенства
∫
V

σ(x01, x
0
2, x

0
3)�ρ

0dV = 0, где �ρ 0 = x01�i1
0 + x02�i2

0 + x03�i3
0, а также∫

V

σ(x01, x
0
2, x

0
3)x

0
1x

0
2 dV =

∫
V

σ(x01, x
0
2, x

0
3)x

0
2x

0
3 dV =

∫
V

σ(x01, x
0
2, x

0
3)x

0
3x

0
1 dV = 0. Элементы

тензора Σ определяются равенствами a1 =
∫
V

σx01
2
dV , a2 =

∫
V

σx02
2
dV , a3 =

∫
V

σx03
2
dV .

В частности, для экрана сферической формы радиуса r имеют место равенства
σ = Q/(4πr2), a1 = a2 = a3 = Qr2/3. А для экрана в форме прямой круговой
цилиндрической оболочки длины 2a и диаметра 2b, ось которого совпадает с осью

z0, следующие формулы: σ(z0) =
Q

4π2b
√
a2 − z02

, a1 = a2 =
Qb2

4
, a3 =

Qa2

4
.

В общем случае центр заряда O не совпадает с центром масс C, а эллипсоид
заряда является произвольным трехосным.

Удобной для использования является система координат Oq1q2q3, оси которой
Oq1, Oq2 и Oq3 параллельны осям Cx1, Cx2 и Cx3 соответственно. Ориентация осей
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Ox01x
0
2x

0
3 относительно осей Oq1q2q3 определяется матрицей направляющих косину-

сов A0 так, что (q1q2q3)
� = A0(x01x

0
2x

0
3)

�.
Вводятся также статические моменты заряда первого, второго и третьего поряд-

ков в системах координат Cx1x2x3 и Oq1q2q3 — соответственно тензорные величины
P

(1)

, P
(2)

, P
(3)

и Q
(1)

, Q
(2)

, Q
(3)

с элементами P
(1)

i =
∫
V

σxi dV , P
(2)

ij =
∫
V

σxixj dV ,

P
(3)

ijk =
∫
V

σxixjxk dV , Q
(1)

i =
∫
V

σqi dV , Q
(2)

ij =
∫
V

σqiqj dV , Q
(3)

ijk =
∫
V

σqiqjqk dV ,

i, j, k = 1, 2, 3.
В силу выбора системы координат Oq1q2q3 имеет место равенство Q

(1)

= 0.
Кроме того, P

(1)

= Q�ρ0, а между тензорами Q
(2)

и Σ существует зависимость Q
(2)

=

A0ΣA0� .
Из равенств qi = xi − x0i (i = 1, 2, 3), связывающих между собой координаты

одной и той же точки в системах координат Cx1x2x3 и Oq1q2q3, следуют выражения

P
(2)

= Q−1P
(1)⊗ P

(1)

+ Q
(2)

, P
(3)

= Q−2P
(1)⊗ P

(1)⊗ P
(1)

+Q−1Δ
(3)

+ Q
(3)

.

Здесь Δ
(3)

— тензор 3-го ранга с элементами Δ
(3)

ijk = P
(1)

i Q
(2)

jk + P
(1)

j Q
(2)

ki + P
(1)

k Q
(2)

ij ,
знак ⊗ обозначает внешнее (тензорное) произведение.

Следует заметить, что понятие эллипсоида заряда с центром в центре масс тела
ранее было применено в [26]. Предложенный в [40] подход к описанию электростати-
ческих свойств заряженного тела, отличающийся введением в рассмотрение понятия
центра заряда O, систем координат Ox01x02x03 и Oq1q2q3, матрицы A0, тензорных ве-
личин P

(i)

, Q
(i)

(i = 1, 2, 3) и построения эллипсоида заряда для центра заряда, ока-
зывается более удобным и позволяет конкретизировать структуру параметров P

(2)

ij

путем разделения их на два слагаемых, первое из которых характеризует располо-
жение эллипсоида заряда относительно центра масс тела, а второе — ориентацию
эллипсоида заряда относительно главных центральных осей инерции тела.

6. Асимметрия распределения заряда и стабилизирующее влияние ло-
ренцева момента. С общих позиций, изложенных в предыдущем разделе, в рабо-
те [40] изучался вопрос о влиянии асимметрии распределения заряда на динамику
ИСЗ, центр масс которого движется по круговой экваториальной орбите в диполь-
ном геомагнитном поле, а эллипсоид инерции является произвольным трехосным.
Результат исследования позволил сделать практически важный вывод о возмож-
ности использования лоренцева момента �ML для пассивной угловой стабилизации
ИСЗ с заряженным экраном произвольной формы в ОСК. Как обобщение понятия
прямого положения равновесия ИСЗ в ОСК [15], соответствующего коллинеарно-
сти осей xyz и ξηζ, в [40] введено понятие главного прямого положения равновесия
(ГППР) ИСЗ в ОСК. В этом положении оси x01x02x03 коллинеарны осям ξηζ, а оси
xyz совпадают с осями ξηζ. Исследование выполнено с учетом неоднородности МПЗ
в объеме заряженного экрана. Доказано, что ГППР реализуется лишь при выпол-
нении условий x0 = y0 = 0.

Отдельно рассмотрен случай A = B = C, когда гравитационный момент отсут-
ствует и воздействие лоренцева момента, в том числе и его стабилизирующее влия-
ние, проявляется особенно наглядно. Поскольку при A = B = C положение осей xyz
не определено, то без ограничения общности можно считать, что оси xyz коллине-
арны осям Ox01x

0
2x

0
3, откуда A0 — единичная матрица и Q

(2)

= Σ = diag(a1, a2, a3).
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С помощью полученного первого интеграла уравнений движения получены до-
статочные условия устойчивости ГППР. Установлено, что под действием одних лишь
лоренцевых сил ИСЗ с заряженным экраном имеет устойчивое ГППР, если распре-
деление заряда по объему (или поверхности) экрана удовлетворяет неравенствам
(1 − 3μ2)(a1 − a2) > 0, (1 − 3μ2)(a3 − a2 + Qz20) > 0, а центр заряда смещен от-
носительно центра масс ИСЗ вдоль оси z0 на величину z0, удовлетворяющую ус-
ловиям

|z0| > 3μ1R
−1 max {|(a1 − a3)/Q| , |(a2 − a3)/Q|}, Qz0 > 0.

Полученные неравенства существенным образом зависят от способа учета гради-
ентности МПЗ. В частном случае, когда z0 = 0, условия устойчивости ГППР при
корректном учете градиентности МПЗ (μ1 = μ2 = 1) сводятся к неравенствам
a2 > a1 > a3, напоминающим неравенства B > A > C [15].

Аналогичным образом установлено, что при неравных значениях A, B, C и
μ1 = μ2 = 1 ГППР является заведомо устойчивым, если распределение заряда тако-
во, что a2 > max

{
a1 + k0(1 − δ)/2; a3 +Qz20 + k0(ε− δ)/2

}
, а центр заряда смещен

относительно центра масс ИСЗ вдоль оси z0 на величину z0, удовлетворяющую усло-
виям

|z0|>3R−1max
{|(a1−a3−k0(ε−1))/Q| , ∣∣(a2−a3−Qz20−k0(ε−δ))/Q∣∣}, Qz0>0,

где k0 = ω2
0AR

3m−1(ω0 − ωE)
−1, δ = B/A, ε = C/A.

Практическое значение полученных результатов подкреплено численными оцен-
ками. Показано, что | �ML| может быть достаточно большим при реально осуще-
ствимых значениях параметров заряженного экрана и может значительно превос-
ходить по величине возмущающие моменты, действующие на ИСЗ. Рассмотрены
малые колебания ИСЗ в окрестности устойчивого ГППР. Показано, что при нали-
чии диссипативного момента устойчивое ГППР становится асимптотически устой-
чивым, что и подтверждает возможность пассивной стабилизации углового положе-
ния ИСЗ.

Для компьютерного моделирования в [41] построена математическая модель
задачи о вращательном движении заряженного твердого тела с учетом вышеупо-
мянутых факторов, уточняющих и обобщающих постановку задачи. В качестве ки-
нематических уравнений в ней используется система четырех дифференциальных
уравнений относительно компонент кватерниона вместо системы девяти уравнений
Пуассона (4).

7. Малые колебания заряженного тела в геомагнитном поле. Серия
публикаций [34–37, 42–44] посвящена исследованию вынужденных и параметриче-
ских колебаний заряженного ИСЗ в МПЗ. Особое внимание уделено возможным
резонансным колебаниям ИСЗ.

В работе [34] рассматривался ИСЗ с заряженным экраном произвольной формы,
движущийся по круговой кеплеровой орбите с радиусом R и произвольным наклоне-
нием i в центральном ньютоновском гравитационном поле и дипольном магнитном
поле. Изучалось влияние возмущающего воздействия сил Лоренца на колебания гра-
витационно стабилизированного ИСЗ (условия B > A > C выполнены) в условиях
резонансов. Дифференциальные уравнения малых колебаний ИСЗ в «самолетных»
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углах имеют следующую структуру:

ϕ+ c1ψ
′ + n2

1ϕ = μ[−r1ϕ′ + b11(u)ψ
′ + b12(u)θ

′ + b13(u)ϕ+ b14(u)ψ + b15(u)θ+

+ b16(u) + F1(ϕ, ψ, θ, ϕ
′, ψ′, θ′, u)] + Φ1(ϕ, ψ, θ, ϕ

′, ψ′, θ′, u),

ψ − c2ϕ
′ + n2

2ψ = μ[b21(u)ϕ
′ − r2ψ

′ + b22(u)θ
′ + b23(u)ϕ+ b24(u)ψ + b25(u)θ+

+ b26(u) + F2(ϕ, ψ, θ, ϕ
′, ψ′, θ′, u)] + Φ2(ϕ, ψ, θ, ϕ

′, ψ′, θ′, u),

θ + n2θ = μ[b31(u)ϕ
′ + b32(u)ψ

′ − r3θ
′ + b33(u)ϕ+ b34(u)ψ + b35(u)θ+

+ b36(u) + F3(ϕ, ψ, θ, ϕ
′, ψ′, θ′, u)] + Φ3(ϕ, ψ, θ, ϕ

′, ψ′, θ′, u).

(15)

Здесь c1 = 1 − δ + ε, c2 = c1/ε, n2
1 = 4(δ − ε), n2

2 = (δ − 1)/ε, n2 = 3(1 − ε)/δ;
bij(u) (i = 1, 6, j = 1, 6) — периодические функции безразмерного времени u = ω0t;
Fi(ϕ, ψ, θ, ϕ

′, ψ′, θ′, u) и Φi(ϕ, ψ, θ, ϕ
′, ψ′, θ′, u) (i = 1, 3) — нелинейные функции, пе-

риодические по u; μ = ma1(R
3Aω0)

−1 — безразмерный малый параметр, имеющий
знак заряда ИСЗ; ri (i = 1, 3) — коэффициенты демпфирования, знак которых вы-
бирается в соответствии с условием μri � 0.

При отсутствии возмущающего момента �ML и диссипативных сил и выполнении
условия гравитационной ориентации B > A > C заряженный ИСЗ имеет устойчи-
вое прямое положение равновесия ϕ = ψ = θ = 0, принимаемое за невозмущенное
движение, определяемое дифференциальной системой, в которую обращается (15)
при μ = 0. Линейное приближение этой системы допускает периодическое решение

ϕ∗ = x1 sink1u+ x2 cos k1u+ x3 sin k2u+ x4 cos k2u, θ∗ = x5 sin k3u+ x6 cos k3u,

ψ∗ = ρ1(x1 cos k1u− x2 sin k1u) + ρ2(x3 cos k2u− x4 sin k2u),
(16)

где xi (i = 1, 6) — произвольные постоянные, зависящие от начальных условий;
ki (i = 1, 3) — известные невозмущенные собственные частоты ИСЗ. Решение (16)
описывает малые колебания ИСЗ в окрестности устойчивого прямого положения
равновесия. Это решение принимается в качестве порождающего решения линей-
ного приближения дифференциальной системы (15), а искомое решение строится в
соответствии с методом вариации произвольных постоянных в виде

ϕ = ϕ∗ + ϕ0(u), ψ = ψ∗ + ψ0(u), θ = θ∗ + θ0(u), (17)

где ϕ0(u), ψ0(u), θ0(u) — частное решение, обусловленное наличием в правых ча-
стях уравнений периодических членов bi6(u), а xi(u) (i = 1, 6) — новые неизвестные
функции аргумента широты, подчиненные условиям совместности

x′1 sin k1u+ x′2 cos k1u+ x′3 sin k2u+ x′4 cos k2u = 0,

ρ1(x
′
1 cos k1u− x′2 sin k1u) + ρ2(x

′
3 cos k2u− x′4 sink2u) = 0,

x′5 sin k3u+ x′6 cos k3u = 0.

В результате выполнения известных преобразований для отыскания переменных
xi(u) (i = 1, 6) построена дифференциальная система в стандартной форме

x′i = μXi(x1, x2, . . . , x6, u). (18)

Показано, что в силу почти периодичности коэффициентов при xi(u) в системе (18)
могут иметь место параметрические резонансы при следующих комбинациях частот:

±ki ± kj = 0, ±ki ± kj ± 1 = 0, ±ki ± kj ± 2 = 0 (i = 1, 3, j = 1, 3).
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Поскольку в области B > A > C имеют место неравенства 0 < k1 < 1, 1 < k2 < 2,
0 < k3 < 1 [15], то практически реализуемыми при ненулевых значениях x0, y0, z0
оказываются следующие 11 резонансных комбинаций частот [36]:

1) k1 =
1

2
, 2) k3 =

1

2
, 3) k3 = 1, 4) k2 − k1 = 1, 5) k1 + k2 = 2, 6) k1 − k3 = 0,

7) k1 + k3 = 1, 8) k3 − k1 = 1, 9) k1 + k3 = 2, 10) k2 − k3 = 1, 11) k2 + k3 = 2.
(19)

В условиях предположения x0 = y0 = 0, принятого в [34], практически реализуе-
мыми являются резонансы с номерами 3, 5, 7, 8, 10. Показано, что в нерезонансной
ситуации возмущающее воздействие лоренцева момента на колебания ИСЗ проявля-
ется, во-первых, в изменении собственных частот колебаний, и это изменение может
быть весьма значительным, и, во-вторых, в возникновении вынужденных колебаний,
определяемых найденными периодическими функциями:

ϕ0(u) = μ(c
(1)
0 + c

(1)
1 sinu+ c

(2)
2 cosu+ c

(1)
3 sin 2u+ c

(1)
4 cos 2u),

ψ0(u) = μ(c
(2)
0 + c

(2)
1 sinu+ c

(2)
2 cosu+ c

(2)
3 sin 2u+ c

(2)
4 cos 2u),

θ0(u) = μ(c
(3)
0 + c

(3)
1 sinu+ c

(3)
2 cosu+ c

(3)
3 sin 2u+ c

(3)
4 cos 2u).

(20)

Исследованы колебания ИСЗ в условиях основных и комбинационных параметри-
ческих резонансов (19). Установлено, что во всех резонансных случаях смещение
центра заряда вдоль наибольшей оси z эллипсоида инерции оказывает значитель-
ное стабилизирующее воздействие на ИСЗ, в то время как смещение его вдоль наи-
меньшей оси y, наоборот, оказывает дестабилизирующее воздействие. Ориентация
экрана, при которой его главные оси коллинеарны главным центральным осям инер-
ции ИСЗ, является стабилизирующим фактором во всех 11 резонансных случаях.
Использование уточненной математической модели, построенной с учетом угловой
скорости суточного вращения МПЗ и его градиентности вследствие кривизны маг-
нитных силовых линий в объеме ИСЗ, позволило выявить «особые» орбиты, на
которых могут иметь место нарастающие резонансные колебания. Эти орбиты опре-
деляются равенством

ωE/ω0 = 2 cos i/(1 + cos2 i), (21)

из которого следует, что «особые» орбиты существуют среди орбит любого накло-
нения i, а их радиус изменяется от радиуса Земли при i = π/2 до радиуса геоста-
ционарной орбиты при i = 0. Выявление 3, 5, 9 и 11-го резонасных случаев оказа-
лось возможным благодаря учету суточного вращения МПЗ. Диссипативные силы
оказывают значительное стабилизирующее воздействие на ИСЗ. За счет выбора до-
статочно большого демпфирования всегда может быть обеспечена ограниченность
колебаний ИСЗ в условиях резонансов.

8. Заряженное тело на эллиптической орбите. Влияние эллиптичности ор-
биты на плоские колебания ИСЗ под действием лоренцева момента исследовалось в
работах [35, 37]. В [35] рассмотрен ИСЗ с заряженным экраном цилиндрической фор-
мы, в [37] — ИСЗ с экраном произвольной формы. Получены условия существования
плоских колебаний экранированного ИСЗ. Выведено нелинейное дифференциаль-
ное уравнение колебаний ИСЗ по углу тангажа. Исследование уравнения колебаний
ИСЗ на слабоэллиптической орбите проводится в предположении малости возмуща-
ющего лоренцева момента. В [35] задача рассматривается в линейном приближении.
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Используется метод вариации произвольных постоянных и прием усреднения диф-
ференциальных уравнений по явно входящей независимой переменной — истинной
аномалии ν. Выявлено стабилизирующее влияние смещения центра заряда z0 на
эксцентриситетные колебания ИСЗ в окрестности значения θ = 0.

Для ИСЗ с экраном произвольной формы в [37] получено дифференциальное
уравнение плоских колебаний ИСЗ следующего вида:

(1 + e cos ν)θ − 2e sin ν θ′ +
1

2
n2 sin 2θ + l1(ν) sin θ + l2(ν) cos θ+

+ l3(ν) sin 2θ + l4(ν) cos 2θ = 2e sinν + l0 sin ν(1 + e cos ν). (22)

При отсутствии заряда это уравнение совпадает с известным уравнением В. В. Бе-
лецкого [15]. В линейном приближении решение строится методом Крылова—
Боголюбова. Установлено, что в плоских колебаниях ИСЗ возможен, во-первых,
внешний резонанс при n ≈ 1, обусловленный наличием в правой части уравнения
(22) функции 2e sin ν, а, во-вторых, — параметрический резонанс при n ≈ 1/2. Из
полученного решения уравнения (22), содержащего постоянное слагаемое, следует,
что наличие заряда приводит в общем случае к смещению центра колебаний ИСЗ
относительно положения θ = 0. Также установлено, что частота возмущенных ко-
лебаний ИСЗ линейно зависит от смещения z0 центра заряда вдоль оси Cz отно-
сительно центра масс ИСЗ. Для проведения более подробного анализа колебаний
ИСЗ, как в резонансных случаях, так и в их окрестностях, используется нелиней-
ное уравнение (22). Исследование квазигармонических колебаний ИСЗ проводится
методом Крылова—Боголюбова.

9. Нелинейные колебания гравитационно-ориентированного заря-
женного тела в геомагнитном поле. Нелинейные колебания гравитационно-
ориентированного заряженного ИСЗ в суперпозиции гравитационного и магнитного
полей Земли изучались в работах [42–45]. Исследование проводилось на базе спе-
циально выведенных для этой цели дифференциальных уравнений возмущенного
движения (33) из второй части обзора [2]. В силу неоднородной структуры воз-
мущающего лоренцева момента �ML решение системы нелинейных возмущенных
дифференциальных уравнений движения отыскивалось в виде (17), где ϕ∗, ψ∗, θ∗
определяются из уравнений (33 [2]), а ϕ0, ψ0, θ0 — по формулам (20). Подробно про-
анализирована спектральная структура довольно громоздкого выражения момента
�ML. Выявлено, что в системе уравнений (33 [2]) для переменных xi, vi, нелинейной,
неавтономной, с периодическими коэффициентами, возможны как параметрические,
так и внутренние резонансы, обусловленные квадратичными нелинейными членами
и соответствующие следующим частотным комбинациям:

±ki±kj±kn=0, ±ki±kj±kn±1=0, ±ki±kj±kn±2=0 (i=1, 3, j=1, 3, n=1, 3).

Из них в области гравитационной ориентации B > A > C реализуются 22 пара-
метрических резонанса: 1) 3k1 = 1, 2) 3k1 = 2, 3) 3k3 = 2, 4) −2k1 + k2 = 1,
5) 2k1 + k2 = 2, 6) 2k1 + k3 = 1, 7) 2k1 − k3 = 1, 8) −2k1 + k3 = 1, 9) 2k1 + k3 = 2,
10) 2k2−k3 = 2, 11) k1+2k3 = 2, 12) −k1+2k3 = 2, 13) k2+2k3 = 2, 14) k1+k2−k3 = 1,
15) −k1 + k2 + k3 = 1, 16) k1 + k2 + k3 = 2, 17) k1 + k2 − k3 = 2, 18) −k1 + k2 + k3 = 2,
19) k1+2k3 = 1, 20) −k1+2k3 = 1, 21) k2− 2k3 = 1, 22) −k2+2k3 = 1 и четыре внут-
ренних резонанса: I. 2k1−k3 = 0, II. k1−2k3 = 0, III. k2−2k3 = 0, IV. k1−k2+k3 = 0.
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Следует отметить, что 11 из 18 нелинейных параметрических резонансов, а
именно 2, 3, 5, 9–13, 16–18-й выявлены благодаря уточнению математической мо-
дели путем учета суточного вращения МПЗ.

С использованием приема усреднения и последующего построения первых инте-
гралов усредненных уравнений выполнено исследование дифференциальных урав-
нений для переменных xi, vi как в нерезонансной ситуации [43], так и в услови-
ях каждого из вышеприведенных резонансов [44]. Все выявленные резонансы по
степени их опасности разделены на три группы: «безопасные», «малоопасные» и
«опасные» с точки зрения возможности неограниченного нарастания колебаний в
условиях резонанса.

Обнаружено, что для всех резонансов, кроме I и IV, близость орбиты к «особой»
(21) является дестабилизирующим фактором, способствующим увеличению ампли-
туд колебаний ИСЗ. При этом во всех резонансных случаях, кроме «безопасных»,
колебания на «особых» орбитах являются неограниченно нарастающими при любых
начальных условиях.

Установлено, что, как и в случаях линейных резонансов, во всех нелинейных
резонансных случаях, кроме 1, 3, 4, 9, 10, 16–18-го, смещение центра заряда вдоль
наибольшей оси z эллипсоида инерции оказывает значительное стабилизирующее
воздействие на ИСЗ, в то время как смещение центра заряда вдоль наименьшей
оси y, наоборот, оказывает дестабилизирующее воздействие. Во всех резонансных
случаях и в нерезонансном смещение центра заряда вдоль средней оси x эллипсоида
инерции ИСЗ приводит к неограниченному нарастанию колебаний ИСЗ.

Доказано, что в 9-м, 17-м и I резонансах возможна «перекачка» продольных
колебаний в поперечные и наоборот. В 18-м и IV резонансах возможна «перекачка»
поперечных колебаний в продольные.

Рассмотренный выше круг задач, связанных с изучением нелинейных колеба-
ний, в том числе резонансных, в либрационном движении заряженного ИСЗ в ди-
польном магнитном поле получил развитие в работе [46], где математическая мо-
дель задачи строилась по-прежнему с учетом нелинейных членов 2-го порядка, но
на базе более точной, а именно — квадрупольной аппроксимации геомагнитного по-
ля. Проанализирована спектральная структура лоренцева момента и показано, что
резонансные комбинации собственных частот удовлетворяют равенству

n1ki + n2kj + n3kn = m1 ±m2ω̃, (23)

где ω̃ = ωE/ω0. Из (23) следует, что при квадрупольной аппроксимации МПЗ возму-
щающее воздействие лоренцева момента приводит не просто к появлению большого
количества новых (по сравнению с дипольной аппроксимацией МПЗ) резонансных
комбинаций собственных частот. Принципиально важно, что число реализуемых ре-
зонансов зависит от высоты орбиты ИСЗ. Такая зависимость не проявлялась при
дипольной аппроксимации МПЗ и впервые обнаружена в [46] благодаря использо-
ванию квадрупольного приближения МПЗ и учету существенной зависимости маг-
нитной индукции �B от суточного вращения Земли.

С помощью компьютерного моделирования выявлены резонансные комбинации,
реализуемые для гравитационно ориентированного ИСЗ. Найдены 327 практически
реализуемых резонансов для ИСЗ, находящихся на низких и средних орбитах с вы-
сотами от 200 до 1200 км (при этом ω̃ ≈ 0.02). Соответствующие резонансные кривые
построены на плоскости безразмерных инерционных параметров ИСЗ.
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Среди обнаруженных 327 резонансов 26 резонансов выявлены ранее [43] при
рассмотрении аналогичной задачи с использованием модели прямого магнитного

диполя. Все эти 26 резонансов имели 3-й порядок
( 3∑

s=1

|ns| = 3

)
. Заметим, что при

рассмотрении задачи в квадрупольном приближении МПЗ оказались также выяв-
лены резонансы 1, 2 и 3-го порядков.

Произведена классификация выявленных резонансных соотношений в зависи-
мости от порядка резонансов и от количества собственных частот, входящих в эти
соотношения. Либрационное движение ИСЗ аналитически исследуется с помощью
приема усреднения дифференциальных уравнений как в нерезонансном варианте,
так и в условиях резонансов. Построены первые интегралы усредненных диффе-
ренциальных уравнений, что позволяет провести качественный анализ колебаний
ИСЗ на амплитудно-фазовой плоскости. Обнаружено, что во всех резонансных и
в нерезонансном случаях смещение центра заряда вдоль средней оси x эллипсоида
инерции ИСЗ приводит к неограниченному нарастанию колебаний ИСЗ. Показано,
что в нерезонансном случае квадрупольные составляющие геомагнитного потенци-
ала вносят лишь количественные поправки в решение, а в резонансных случаях —
не только количественные поправки, но и качественно новые эффекты.

Новый импульс к расширению круга задач, связанных с изучением нелинейных
колебаний, в том числе резонансных, в либрационном движении заряженного ИСЗ
в МПЗ возник после построения более общей по сравнению с [47] математической
модели для описания нелинейных возмущенных колебаний гравитационно ориен-
тированного твердого тела. Если в [47] учитывались лишь нелинейные члены 2-го
порядка, то в уравнениях, выведенных в [48], учитываются нелинейные члены 2-го
и 3-го порядков (34 [2]). На базе этих уравнений в [49] изучались нелинейные коле-
бания заряженного ИСЗ в дипольном МПЗ. Выявлены возможные и реализуемые
в области гравитационной стабилизации резонансные комбинации невозмущенных
собственных частот ИСЗ, включая резонансы 4-го порядка, которые не могли быть
выявлены ранее на базе уравнений, построенных с учетом нелинейных членов лишь
2-го порядка. Дана классификация всех реализуемых резонансов, построены соот-
ветствующие им резонансные кривые на плоскости инерционных параметров ИСЗ.

Компьютерный анализ резонансных колебаний ИСЗ выполнен в [50]. В частно-
сти, на примере резонанса 4-го порядка k2 − 3k3 = 0 как одного из самых «слабых»
резонансов показано, что малые при �ML = �0 колебания ИСЗ с амплитудой около
9◦ возрастают при �ML �= �0 до величин около 30◦ в условиях данного резонанса,
возникающего лишь при �ML �= �0. При этом �ML остается малым по величине по
сравнению с гравитационным моментом, который в среднем превосходит его более
чем в три раза.

10. Заряженное тело — гиростат на слабоэллиптической и слабона-
клонной орбитах. Новые интегрируемые случаи в динамике сферического движе-
ния твердого тела, обнаруженные в связи с исследованием влияния магнитного поля
на заряженное тело и описанные в разделе 4, представляют интерес не только по
причине того, что допускают решения в квадратурах [33]. Эти решения могут рас-
сматриваться как порождающие для широкого круга задач, отличающихся меньшим
числом ограничений на параметры и поэтому более реалистичными с практической
точки зрения. Такого рода задачи в более общей постановке были рассмотрены в
работах [51–53].
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В работах [51, 52], при сохранении основных предположений [33] о наличии неко-
торой динамической и электромагнитной симметрии гиростата, предполагается, что
его орбита является эллиптической с эксцентриситетом e и фокальным параметром
p. Орбита гиростата лежит в плоскости геомагнитного экватора. С учетом равенства
m = −R3

Eg
0
1 динамические уравнения Эйлера имеют вид

Aω̇x = −g01(RE/p)
3(1 + e cos ν)3[a3ωyβ3 − a1ωzβ2 − ωE(a3 − a1)β2β3−

− I0β2 + Eg01(RE/p)
3(1 + e cos ν)3β2β3]− JΩωy,

Aω̇y= −g01(RE/p)
3(1 + e cos ν)3[a1ωzβ1 − a3ωxβ3 + ωE(a3 − a1)β1β3+ (24)

+ I0β1 − Eg01(RE/p)
3(1 + e cos ν)3β1β3] + JΩωx,

Aω̇z = −g01(RE/p)
3(1 + e cos ν)3a1(ωxβ2 − ωyβ1).

Совместно с кинематическими уравнениями Пуассона

β̇1 + ωyβ3 − ωzβ2 = 0, β̇2 + ωzβ1 − ωxβ3 = 0, β̇3 + ωxβ2 − ωyβ1 = 0 (25)

они образуют замкнутую дифференциальную систему (24), (25), инвариантную от-
носительно преобразований {ωx, ωy, ωz, β1, β2, β3, t} → {−ωx, ωy, ωz,−β1, β2, β3,−t},
{ωx, ωy, ωz, β1, β2, β3, t} → {ωx,−ωy, ωz, β1,−β2, β3,−t} и поэтому принадлежащую к
классу обратимых механических систем [54] с двумя неподвижными множествами
M1 = {ωx, ωy, ωz, β1, β2, β3 : ωx = 0, β1 = 0}, M2 = {ωx, ωy, ωz, β1, β2, β3 : ωy = 0, β2 =
0}. Непосредственной проверкой можно убедиться в наличии в системе (24), (25)
также третьего неочевидного неподвижного множества: M3 = {ωx, ωy, ωz, β1, β2, β3 :
ωy = ωx, β2 = β1}. Доказано, что в задаче о вращении гиростата отсутствуют двоя-
ко симметричные движения, т. е. движения, симметричные относительно двух непо-
движных множеств одновременно. Доказано также, что при переходе гиростата с
круговой на слабоэллиптическую орбиту происходит бифуркация семейства симмет-
ричных колебаний круговой задачи и рождаются два изолированных симметричных
колебания.

Более общая постановка задачи о вращательном движении гиростата под дей-
ствием гравитационного, лоренцева и магнитного моментов дана в [53]. В отличие от
[51, 52] предполагается, что орбита гиростата не лежит в плоскости геомагнитного
экватора, а наклонена к ней под небольшим углом i. Эксцентриситет орбиты также
мал. Для гиростата с произвольным трехосным эллипсоидом инерции доказано, что
все семейства симметричных колебаний гиростата на круговой орбите с нулевым
наклонением, удовлетворяющие условию невырожденности, бифурцируют с появ-
лением двух изолированных колебаний на слабоэллиптической орбите с малым i.

Для гиростата со сферическим эллипсоидом инерции уточнены и развиты ре-
зультаты, полученные в [51, 52] для экваториальной слабоэллиптической орбиты.
Доказано, что система (24):

1) допускает два решения, симметричные относительно множества M1, и два
решения, симметричные относительно множества M2;

2) не содержит периодических решений, симметричных относительно неподвиж-
ного множества M3;

3) допускает лишь такие периодические решения, которые симметричны от-
носительно неподвижного множества M1 или относительно неподвижного множе-
ства M2.
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Для гиростата на неэкваториальной эллиптической орбите получена система
2π-периодических по t дифференциальных уравнений движения с векторным малым
параметром μ = (i, e). Показано, что эта система сохраняет свойство обратимости,
характерное для порождающей системы, и обладает неподвижными множествами
Mx = {ωx, ωy, ωz, β1, β2, β3, t : ωx = 0, β1 = 0, sin t = 0}, My = {ωx, ωy, ωz, β1, β2, β3, t :
ωy = 0, β2 = 0, sin t = 0}. Установлено, что если гиростат переходит с эквато-
риальной орбиты на слабонаклонную, то неподвижное множество M3 разрушает-
ся. В общем случае, для малых μ периодические решения возмущенной диффе-
ренциальной системы являются аналитическим продолжением периодических ре-
шений порождающей системы (11), для которой все периодические решения из-
вестны [33].

11. Эволюция ротационного движения заряженного твердого тела в
геомагнитном поле. В исследованиях динамики вращательного движения заря-
женного твердого тела в магнитном поле, имеющих, как отмечалось выше, важное
прикладное значение в космодинамике, одновременно разрабатывались не только
общие вопросы, охватывающие колебательные и вращательные движения (см. раз-
делы 2–6, 10), но и два «предельных» направления, отличающиеся качественны-
ми различиями в угловом движении ИСЗ: 1) динамика либрационного движения и
2) динамика ротационного движения. Первому из них посвящены разделы 7–9, а
второе лишь кратко затронуто в разделе 2. Рассмотрим это направление исследова-
ний более подробно.

После первого успешного исследования [14] эволюции ротационного движения
ИСЗ с заряженным экраном на базе уравнений Белецкого—Черноусько с после-
дующим усреднением стали появляться новые публикации, развивающие данную
тематику для задач в более общих постановках, с учетом дополнительных силовых
факторов или возможных резонансов [55–60]. Исследования продолжались по двум
направлениям, описанным в разделе 4, с учетом специфики ротационного движения
ИСЗ.

Так, в работе [55], в отличие от [13], где для исследования возмущенного дви-
жения под действием сил Лоренца применен метод усреднения по быстрым пере-
менным при условии, что частоты изменения этих переменных несоизмеримы, рас-
сматривается случай, когда частота прецессионного движения ИСЗ вокруг вектора
кинетического момента совпадает с частотой орбитального движения. Предполага-
ется, что орбита ИСЗ — круговая произвольного наклонения i, а ИСЗ — динами-
чески симметричный (A = B �= C). Как и в [13], движение ИСЗ рассматривается
в переменных L, ρ, σ, ϕ, ψ, θ. Структура лоренцева момента такова, что он не зави-
сит от угла собственного вращения ϕ. Поэтому система уравнений возмущенного
движения распадается на систему пяти дифференциальных уравнений относитель-
но переменных L, ρ, σ, ψ, θ и отдельное уравнение для определения ϕ(t). Поскольку
рассматривается движение, близкое к резонансному, то в составляющих лоренцева
момента вводится переменная δ, представляющая собой отклонение угла прецес-
сии в истинном движении от его резонансного значения, так, что ψ = τ + δ, где
τ = ω0t. Тогда уравнения возмущенного движения содержат единственную быст-
рую переменную τ , по которой и производится усреднение. Показано, что система
усредненных уравнений имеет первый интеграл L cos θ = const, который выражает
постоянство проекции вектора кинетического момента на ось симметрии ИСЗ. Мето-
дом последовательных приближений получено, что в возмущенном движении L и θ
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меняются по гармоническому закону с одинаковой частотой, достигая одновременно
максимальных отклонений. Углы ρ, σ, δ складываются из двух составляющих: ве-
ковой, пропорциональной τ , и гармонической с частотой k = L0/(Aω0)− 1, которая
мала для рассматриваемого случая движения, близкого к резонансному.

В работе [56] рассматривается ИСЗ, снабженный сферическим заряженным
экраном с зарядом Q, центр которого смещен на величину z0 вдоль оси z динами-
ческой симметрии ИСЗ. МПЗ моделируется полем «прямого» магнитного диполя.
Исследуется эволюция вращательного движения ИСЗ относительно центра масс под
действием аэродинамических сил и сил Лоренца. Считается, что земная атмосфера
не вращается, а ее действие сводится к силе сопротивления, приложенной в центре
давления и направленной противоположно скорости v0 центра масс ИСЗ.

Из результатов анализа влияния аэродинамических сил на эволюцию враща-
тельного движения ИСЗ, полученных в [15] с помощью усреднения по углу пре-
цессии ψ и по периоду обращения ИСЗ по орбите, следует, что в случае круговой
орбиты вековые эффекты, обусловленные аэродинамическими силами, отсутству-
ют. Поэтому в [56] предложено более точное приближение, полученное усреднением
только по углу прецессии ψ. Для случая ИСЗ на круговой экваториальной орбите
получены следующие уравнения первого приближения, характеризующие изменение
угловых координат ρ и σ вектора �L кинетического момента ИСЗ, величина которого
постоянна:

ρ′ = A1 sinσ +B1 cosσ, σ′ = (A1 cosσ −B1 sinσ) ctg ρ−D1. (26)

Здесь коэффициенты A1 и B1 прямо пропорциональны соответственно Qz0 и v0z0, а
D1 = 1+D0, где D0 прямо пропорционально Q. Из уравнений (26) следует, что век-
тор �L прецессирует на постоянном угловом расстоянии от оси, координаты которой
определяются из равенств

sin ρ∗ cosσ∗ = A1/K1, sin ρ∗ sinσ∗ = −B1/K1, cos ρ∗ = D1/K1, (27)

с постоянной угловой скоростью K1 =
√
A2

1 +B2
1 +D2

1.
В [56] рассмотрена более общая постановка задачи, в которой орбита эллипти-

ческая с произвольным i. Получены уравнения, аналогичные (26). Таким образом,
установлено, что в принятой постановке задачи силы Лоренца не меняют качествен-
ной картины движения: при совместном воздействии аэродинамических сил и сил
Лоренца вектор �L двигается с постоянной по истинной аномалии угловой скоростью
по поверхности кругового конуса. Все количественные характеристики этого дви-
жения, а именно, координаты оси прецессии и угловая скорость, иные, чем при
действии лишь аэродинамических сил, и определяются из соотношений, подобных
(26), (27).

В работе [58] рассматривается динамически симметричный ИСЗ, снабженный
сферическим заряженным экраном и движущийся по экваториальной орбите с ма-
лым эксцентриситетом. Исследуется ротационное движение ИСЗ относительно цен-
тра масс под воздействием малых по величине лоренцевых сил в случае резонанса,
при котором совпадают частоты прецессионного и орбитального движений ИСЗ.
Выявлены вековые изменения вектора кинетического момента ИСЗ.

В [59] рассматривается ИСЗ со сферическим заряженным экраном, находящий-
ся на круговой орбите, неизменно ориентированной относительно Солнца. Исследу-
ется ротационное движение ИСЗ под действием сил Лоренца и сил светового давле-
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ния. Показана эволюция вектора кинетического момента в инерциальном простран-
стве.

В [60] рассматривается ИСЗ со сферическим заряженным экраном, находящий-
ся на круговой экваториальной орбите. Получено условие существования устойчи-
вого положения относительного равновесия ИСЗ. Исследовано совместное влияние
лоренцевых и диссипативных сил, обусловленных наличием вихревых токов, на ко-
лебания ИСЗ в окрестности найденного положения равновесия. Показано, что вих-
ревые токи способствуют погашению колебаний ИСЗ по углам рыскания и тангажа.

В упомянутом цикле работ МПЗ моделируется полем магнитного диполя, ось
которого совпадает с осью суточного вращения Земли. При этом МПЗ считается
неподвижным в инерциальном пространстве (не учитывается вращение МПЗ вместе
с Землей) и однородным в объеме заряженного экрана. Недостатки такого подхо-
да, выявленные при исследовании общих свойств вращательного движения ИСЗ, в
частности либрационного движения ИСЗ, и описанные в разделе 4, стали очевидны
к концу 1980-х годов и привели к постановке вопросов о влиянии собственного вра-
щения МПЗ, градиентности МПЗ, точности модели МПЗ, а также конструктивных
параметров ИСЗ на динамику ротационного движения заряженного ИСЗ. Изучению
этих вопросов посвящены публикации [61–64], а также некоторые более поздние, ко-
торые рассматриваются в данном разделе.

Рассматривается заряженное тело (ИСЗ), движущееся по круговой экватори-
альной орбите. Предполагается, что распределение массы и заряда по объему тела
обладает динамической и электростатической симметрией с осью Cz (т. е. A = B), а
эллипсоид заряда — эллипсоид вращения, для определенности, с осью Ox03, колли-
неарной оси Cz. Тогда элементы тензора заряда Σ = dig(a1, a2, a3) удовлетворяют
условию a1 = a2. Центр заряда в общем случае не совпадает с центром масс тела и
смещен относительно него вдоль оси z на величину z0.

В соответствии с методикой Белецкого—Черноусько [15] производится усредне-
ние дифференциальной системы (1), (2) из [3] по быстрой переменной ψ. В резуль-
тате получены два первых интеграла L = L0, θ = θ0 и система дифференциальных
уравнений для медленных переменных ρ и κ, где κ = σ−ν — угол между осью ζ и со-
ставляющей вектора �L в плоскости орбиты, описывающих эволюцию ротационного
движения ИСЗ:

ρ′ = a sinκ, κ
′ = a ctg ρ cosκ + c0 cos ρ+ d0. (28)

Здесь штрих означает дифференцирование по истинной аномалии ν, совпадающей
в рассматриваемом случае круговой орбиты с аргументом широты u = ν = ω0t.
Коэффициенты a и c0 прямо пропорциональны соответственно Qz0 и ωE, а d0 =
−1 +D0, где D0 прямо пропорционально a1.

Дифференциальная система (28) допускает первый интеграл

a sin ρ cosκ − d0 cos ρ− c0
2
cos2 ρ = h, (29)

позволяющий построить траектории апекса вектора �L в ОСК на сфере L = L0 с
центром в центре масс ИСЗ. Полюсы траекторий апекса соответствуют положениям
равновесия вектора �L (и вектора ω при A = B = C) в ОСК, т. е. особым точкам
уравнений (28), определяемым из системы

a sinκ = 0, a ctg ρ cosκ + c0 cos ρ+ d0 = 0. (30)
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Показано, что система (30) сводится к уравнению 4-й степени относительно cos ρ.
Анализ корней этого уравнения позволил оценить влияние фактора суточного вра-
щения Земли. Установлено, что траектории апекса могут иметь два или четыре
полюса, причем увеличение числа особых точек от двух до четырех возможно лишь
при учете фактора суточного вращения Земли. Показано, что под влиянием су-
точного вращения Земли полюсы, соответствующие особым точкам типа «центр»,
смещаются с противоположных концов диаметра, где они располагались при c0 = 0,
траектории апекса деформируются и перестают быть окружностями, а движение
апекса по траекториям перестает быть равномерным по ν.

Анализ влияния смещения центра заряда относительно центра масс позволил
установить, что с увеличением z0 происходит сдвиг равновесных положений вектора
�L (и ω при A = B = C), в результате которого они перемещаются в плоскости (η, ζ)
из окрестности нормали к плоскости орбиты (ось Cη) в окрестность радиус-вектора
центра масс ИСЗ (ось Cζ). Следовательно, путем увеличения z0 можно обеспечить
возможность стабилизации заряженного ИСЗ вращением, определяемым вектором
�L, в достаточно малой окрестности оси Cζ.

В [62] исследовано влияние неоднородности МПЗ на эволюцию ротационного
движения заряженного ИСЗ с использованием вышеизложенной методики. Усред-
ненная по быстрой переменной ψ дифференциальная система (1), (2) из [3] сводится
к двум первым интегралам L = L0, θ = θ0 и системе дифференциальных уравнений
для медленных переменных ρ и κ, описывающих эволюцию ротационного движения
ИСЗ:

ρ′ = (b + g) sin ρ sinκ cosκ + a sinκ,

κ
′ = (b + g) cosρ cos2 κ + a ctg ρ cosκ + c cos ρ+ d.

(31)

Коэффициенты a и b прямо пропорциональны соответственноQz0 и a1, причем b �= 0
лишь при учете градиентности МПЗ; g обусловлено гравитационным моментом и
отлично от нуля при A �= C; c пропорционально a1 и отлично от нуля лишь при
учете суточного вращения МПЗ или градиентности МПЗ; d = −1 +D, где D прямо
пропорционально a1. Из системы (31) следует, что учет влияния градиентности МПЗ
и гравитационного момента не только приводят к количественным изменениям в
этой системе, но и вызывают появление качественно новых членов.

Дифференциальная система (31) допускает первый интеграл

b+ g

2
sin2 ρ cos2 κ + a sin ρ cosκ − d cos ρ− c

2
cos2 ρ = h, (32)

позволяющий построить траектории апекса вектора �L в ОСК аналогично тому, как
это было сделано в более простых случаях. Показано, что учет суточного враще-
ния Земли позволяет выявить качественно новые эффекты в совместном влиянии
моментов гравитационных и лоренцевых сил на ротационное движение ИСЗ, прояв-
ляющееся, в частности, в появлении новых особых точек и в увеличении их макси-
мального количества — от 4 до 6.

Выявлено влияние смещения центра заряда относительно центра масс на ди-
намику заряженного ИСЗ. В частности, из интеграла (32) следует, что при z0 = 0
траектории апекса замкнуты и симметричны относительно меридианов, лежащих
в плоскостях (η, ζ) и (ξ, η). При z0 �= 0 нарушается симметрия траекторий апекса
относительно плоскости (ξ, η). Выделены шесть качественно различных типов рас-
положения траекторий апекса на сфере L = L0, причем четыре из них реализуются
лишь в условиях совместного влияния гравитационных и лоренцевых сил.
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Влияние квадрупольной составляющей МПЗ на эволюцию ротационного дви-
жения заряженного ИСЗ выяснено в работе [65]. Рассматривается ИСЗ на круговой
экваториальной орбите средней высоты. Предполагается, что центр заряда смещен
относительно центра масс ИСЗ и поэтому распределение заряда обладает большим
статическим моментом 1-го порядка. В этом случае главный момент лоренцевых сил
можно аппроксимировать выражением [66–68]

�ML = Q�ρ0 ×A�(�vC × �BC), (33)

где �BC = �B
(1)
C + �B

(2)
C , причем выражения для дипольной �B

(1)
C и квадрупольной �B

(2)
C

составляющих индукции МПЗ имеют вид

�B
(1)
C =

(
RE

R

)3
⎛⎝ sinu − cosu 0

0 0 −1
2 cosu 2 sinu 0

⎞⎠Γ

⎛⎝g11h11
g01

⎞⎠ ,

�B
(2)
C =

(
RE

R

)4
⎛⎝2 sinu −2 cosu 0

0 0 −2
3 cosu 3 sinu 0

⎞⎠Γ
⎛⎝3g22 − 1

2g
0
2 3h22

3
2g

1
2

3h22 −3g22 − 1
2g

0
2

3
2h

1
2

3
2g

1
2

3
2h

1
2 g02

⎞⎠Γ�

⎛⎝cosu
sinu
0

⎞⎠,
где u = ω0t, φ = ωEt.

Аппроксимация �ML в виде (33) вполне оправданно используется при немалых
|�ρ0| в задачах динамики заряженного ИСЗ, совершающего либрационное движение.
Нетрудно проверить приемлемость аппроксимации (33) и в задаче исследования ди-
намики ИСЗ, совершающего ротационное движение. Так, численные оценки для
ИСЗ на орбите радиуса R = 7 · 106 м с характерным размером 10−6R и угловой
скоростью 20◦/c показывают, что наибольшее слагаемое момента �ML, не учтенное в
приближенной модели (33), имеет величину, на три порядка меньшую, чем основное
выражение, представленное формулой (33).

В рассматриваемой задаче �vC = R(ω0 − ωE)�ξ0, Γ =

⎛⎝cosφ −2 sinφ 0
sinφ cosφ 0
0 0 1

⎞⎠ , и

поэтому

�B
(1)
C =

(
RE

R

)3
⎛⎝ g11 sin(u− φ)− h11 cos(u− φ)

−g01
2g11 cos(u− φ) + 2h11 sin(u− φ)

⎞⎠ ,

�B
(2)
C = 3

(
RE

R

)4
⎛⎝ 2g22 sin 2(u− φ)− 2h22 cos 2(u− φ)

−g12 cos(u− φ)− h12 sin(u− φ)
3g22 cos 2(u− φ)− 1

2g
0
2 + 3h22 sin 2(u− φ)

⎞⎠ .

В результате для момента �ML справедливо представление⎛⎝MLx

MLy

MLz

⎞⎠ = Q

(
RE

R

)3

R(ω0 − ωE)z0

⎛⎝−BCηγ2 +BCζβ2
BCηγ1 −BCζβ1

0

⎞⎠ ,

BCη = −g01 − 3
RE

R

(
g12 cos(u− φ) + h12 sin(u− φ)

)
, (34)

BCζ = 2g11 cos(u− φ) + 2h11 sin(u− φ) + 9
RE

R

(
g22 cos 2(u− φ)− g02

6
+ h22 sin 2(u− φ)

)
.

(35)
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Принимая во внимание численные значения коэффициентов gmn и hmn , несложно
заметить, что учет квадрупольной составляющей МПЗ (с коэффициентами g12 , h12,
g02 , g22, h22) приводит к появлению в выражениях BCη и BCζ , а следовательно, и в вы-
ражении �ML дополнительных слагаемых, которые для орбит средней высоты дают
«поправки», составляющие ≈ 33% от основной величины, содержащей множитель
g01 и соответствующей модели «прямой диполь» в BCη и ≈ 50% — в BCζ , и ≈ 125%
от величины тех слагаемых, которые содержат множители g11 и h11 и соответствуют
модели «наклонный диполь». С увеличением радиуса орбиты поправки, обусловлен-
ные квадрупольной составляющей МПЗ, убывают, однако даже для высоких орбит
с высотой ≈ 2400 км они имеют тот же порядок малости, что и поправки, соот-
ветствующие модели «наклонный диполь». При этом поправки, вносимые моделью
«наклонного диполя» в модель «прямой диполь», составляют ≈ 40%. Это означает,
что в данной задаче модель «наклонный диполь» является некорректной, посколь-
ку вносит в модель «прямой диполь» поправки того же порядка и даже меньшие
по величине, чем отбрасываемые при этом поправки, обусловленные квадруполь-
ной составляющей МПЗ. Обнаруженный в [65] факт свидетельствует о том, что
возможность использования модели «наклонного» или, как ее еще называют, «косо-
го» диполя в задачах динамики орбитальных объектов, взаимодействующих с МПЗ,
требует предварительного исследования и соответствующего обоснования.

Усредненная по быстрой переменной ψ дифференциальная система (1), (2) из [3]
сводится к двум первым интегралам L = L0, θ = θ0 и системе дифференциальных
уравнений для медленных переменных ρ и κ = σ − u, описывающих эволюцию
ротационного движения ИСЗ:

ρ̇ = g1 sin ρ sinκ cosκ + a1BCη sinκ, σ̇ = g1 cos ρ cos
2
κ + a1(BCη ctg ρ cosκ +BCζ).

(36)

Здесь g1 =
3

L0
ω2
0(A− C)(1− 3

2
sin2 θ0), a1 =

Q

L0

(
RE

R

)3

R(ω0 − ωE)z0 cos θ0.

Учитывая (34), (35), нетрудно заметить, что правые части уравнений (36) со-
держат долгопериодические функции с периодом 2π/ωE, намного превосходящим
(примерно в 10 раз для орбит средней высоты) период 2π/ω0 орбитального дви-
жения центра масс. Следовательно, для выявления вековых и долгопериодических
эффектов в ротационном движении тела можно провести усреднение дифференци-
альных уравнений (36) не только по ψ, но также и по u. С учетом предположения
о несоизмеримости частот переменных ψ и u получены дифференциальные уравне-
ния:

ρ′ = a sinχ, χ′ = g cos ρ+ a ctg ρ cosκ + d, (37)

где a = − 3Q

2L0

(
RE

R

)4

R
ω0 − ωE

ωE
z0 cos θ0

√
(g12)

2 + (h12)
2, g = g1/2, φ0 = arctg(h12/g

1
2),

d = − 3Q

2L0

(
RE

R

)4

R
ω0 − ωE

ωE
z0 cos θ0g

0
2 − 1, штрих означает дифференцирование по

φ, а угол χ = σ − (φ + φ0) можно рассматривать как угол между составляющей
вектора �L в плоскости орбиты и осью CζE , которая параллельна оси OEZE , связан-
ной с Землей и направленной в точку пересечения земного экватора и меридиана φ0
восточной долготы. Фактически углы ρ и χ определяют ориентацию вектора �L в си-
стеме координат CξEηζE , вращающейся с постоянной угловой скоростью ωE вокруг
нормали Cη к плоскости орбиты.
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Дифференциальная система (37) допускает первый интеграл

a sin ρ cosχ− d cos ρ− g

2
cos2 ρ = h = const, (38)

с помощью которого можно выразить cosχ через ρ, подставить в первое уравнение
системы (37), ввести новую переменную x = cos ρ и получить для нее дифференци-
альное уравнение (x′)2 = a2(1−x2)−(dx+gx2/2+h)2. Таким образом, задача интегри-
рования системы (37) сводится к квадратурам, что позволяет найти закон движения
вектора �L и получить полную информацию о ротационном движении ИСЗ. Вместе
с тем для получения более наглядных качественных результатов, характеризующих
эволюцию ротационного движения ИСЗ, в работе [65] построены траектории апекса
вектора �L на сфере L = L0 в системе координат CξEηζE по аналогии с уравнениями
(28) такой же структуры, но с другими по смыслу коэффициентами. Не останавли-
ваясь на этих результатах, заметим, что для исследования влияния квадрупольной
составляющей МПЗ на эволюцию ротационного движения заряженного ИСЗ можно
исключить влияние гравитационного момента, положив A = B = C. В этом случае
g = 0 и система (37) принимает вид

ρ′ = a sinχ, χ′ = a ctg ρ cosκ + d. (39)

Соответственно упрощается и интеграл (38):

a sin ρ cosχ− d cos ρ = h = const. (40)

Далее в [65] найдены особые точки системы (39), построены траектории апекса век-
тора �L на сфере L = L0, с помощью интеграла (40) выполнен анализ траекторий и
сделаны выводы об устойчивости стационарных режимов движения ИСЗ. Показа-
но, что ротационное движение ИСЗ под действием �ML при выполнении основного
предположения |�L|/A0 � | �ML|/|�L| представляет собой квазирегулярную прецессию
(ψ̇ ≈ L0/A) вокруг постоянного по величине вектора �L, эволюционирующего по на-
правлению таким образом, что его апекс описывает в системе координат CξEηζE ,
построенные в [65] траектории на сфере. Положение диаметра этой сферы, определя-
ющего стационарные направления вектора �L, задается углом ρ = arcctg(−d/a) меж-
ду ним и нормалью к плоскости орбиты. Этот угол существенным образом зависит
от параметров ИСЗ. В данном случае единственным электростатическим парамет-
ром ИСЗ является P

(1)

L = Qz0 cos θ0, представляющий собой проекцию статического
момента заряда первого порядка на направление �L. Выявлено, что вектор �L может
иметь стационарные положения (в системе координат CξEηζE) во всем диапазоне
изменения угла ρ от 0 до π.

Все параметры, входящие в уравнения (39) ротационного движения ИСЗ, за-
висят лишь от квадрупольных коэффициентов g02 , g

1
2, h

1
2, и найденные вековые и

долгопериодические эффекты в ротационном движении заряженного ИСЗ в гео-
магнитном поле обусловлены именно влиянием квадрупольной составляющей МПЗ.
Следовательно, не только количественные, но и качественные характеристики ро-
тационного движения заряженного ИСЗ существенным образом зависят от квадру-
польной составляющей МПЗ и не могут быть выявлены путем обобщения модели
«прямой диполь» до уровня модели «наклонный диполь». Это подтверждает необ-
ходимость использования квадрупольной аппроксимации МПЗ в тех задачах, для
которых модель «прямой магнитный диполь» является недостаточно точной.
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Публикация [69] также посвящена исследованию ротационного движения заря-
женного ИСЗ в МПЗ. С учетом выводов, полученных в [65], МПЗ моделируется
квадрупольным приближением. Основная цель работы — исследование эволюции
ротационного движения ИСЗ с учетом вековых возмущений орбиты, вызванных
второй зональной гармоникой геопотенциала и проявляющихся в уходах долготы
восходящего узла (с угловой скоростью kΩ) и аргумента перигея (с угловой ско-
ростью kω) при неизменной форме орбиты (определяемой фокальным параметром
p и эксцентриситетом e) и постоянном наклонении орбиты i к плоскости эквато-
ра. Исследование проводится с использованием s-параметров, примененных в [70]
для вывода динамических и кинематических уравнений минимальной размерности,
удобных для последующего анализа с помощью асимптотических методов (см. так-
же уравнения (38), (47) в [2]). Однако непосредственное использование указанных
уравнений в рассматриваемой задаче недопустимо, поскольку вывод этих уравнений
базировался на предположении о поступательном движении «перигейной» системы
координат [15], которое не выполняется при наличии регрессии орбиты. В рассмат-
риваемой задаче «перигейная» система координат вращается с угловой скоростью
�k = �kΩ + �kω, где

kΩ = Ω̇ = −ω0ε̃(Re/p)
2 cos i, kω = ω̇π = 0.5ω0ε̃(Re/p)

2(5 cos2 i− 1), ω0 =
√
μ/a3

— среднее движение ИСЗ, μ — гравитационная постоянная Земли, a — большая
полуось орбиты ИСЗ, Re — экваториальный радиус Земли, ε̃ ≈ 0.0016239 — безраз-
мерная постоянная, определяемая величиной сжатия Земли.

Поэтому в [69] используется теорема об изменении кинетического момента для
вывода новых уравнений, обобщающих уравнения (47) из [2] и справедливых для
ИСЗ на регрессирующей орбите. Полученные уравнения записаны в виде

L̇ =M3, ρ̇ =M1/L+kΩ sin i sinΣ, Σ̇ =M2/(L sin ρ)+kΩ(sin i cosΣ ctg ρ−cos i), (41)

где угол −Σ представляет собой дополнение до π/2 угла между линией узлов и со-
ставляющей вектора �L в плоскости орбиты ИСЗ. Ориентация ИСЗ относительно
системы CL1L2L3 определяется с помощью s-параметров, для которых в [69] полу-
чены кинематические уравнения

(ṡ1, ṡ2, ṡ3)
� = LB(A31/A,A32/B,A33/C)

�−
− L−1B�(−M2,M1,M2 ctg ρ+ LkΩ sin i cosΣ/ sin ρ)�, (42)

обобщающие кинематические уравнения (38) из [2] и справедливые для ИСЗ на ре-
грессирующей орбите. Здесь элементы A31, A32, A33 матрицы A и элементы матрицы
B являются известными функциями переменных s1, s2, s3. В явном виде они приве-
дены соответственно в формулах (45) и (46) из [2]. Дифференциальные уравнения
(41), (42) справедливы для ИСЗ с произвольными моментами инерции.

Далее в [69] рассматривается случай динамически симметричного ИСЗ (A = B),
центр заряда которого находится на оси динамической симметрии Cz и смещен от-
носительно центра масс на величину z0. Момент �ML аппроксимируется выражением
(33), в котором теперь �vC = �̇R+�k× �R− �ωE × �R. Момент �MG записывается с учетом
полярного сжатия Земли.

Для выявления вековых эффектов в эволюции ротационного движения заря-
женного ИСЗ целесообразно провести усреднение системы (41), (42) по «быстрым»
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переменным s1, s2, s3. В [70] показано, что усреднение любой непрерывной на кон-
фигурационном s-пространстве функции s-параметров (например, возмущающего
момента) по невозмущенному движению динамически симметричного твердого тела
можно заменить усреднением по конфигурационному s-пространству. С этой точки
зрения s-параметры оказались идеальными «быстрыми» переменными.

С учетом этого результата произведено усреднение возмущающих моментов
(гравитационного �MG и лоренцева �ML) в уравнениях (41) по конфигурационному
s-пространству. Получен первый интеграл L = L0 и два дифференциальных урав-
нения для «медленных» переменных ρ и Σ, зависящих от 〈 �MG〉s и 〈 �ML〉s. Далее
эти уравнения усреднены по переменной τ = ω0t за период T1 = 2π/ω0 обращения
центра масс ИСЗ и по переменной φ за период T2 = 2π/(ωE − kΩ) обращения МПЗ
относительно линии узлов. При этом учтено, что 〈 �MG〉s и 〈 �ML〉s зависят явным об-
разом от истинной аномалии ν и усреднение по τ можно заменить усреднением по

ν, пользуясь известным соотношением
dτ

dν
= (1 − e2)3/2(1 + e cos ν)−2. Поэтому для

усреднения некоторой функции f(ν, φ) можно использовать формулу

〈f〉ν,φ =
1

T1T2

T1∫
0

T2∫
0

f(ν, φ) dt1 dt2 =
(1 − e2)3/2

4π2

T1∫
0

T2∫
0

f(ν, φ)dνdφ

(1 + e cos ν)2
.

Далее в [69] выписываются дифференциальные уравнения, которые даже в усред-
ненном варианте достаточно громоздки и поэтому здесь не приводятся, и дается их
анализ для характерных и важных частных случаев.

Так, в случае, когда A = C, i = 0, усредненные уравнения качественно сов-
падают с уравнениями (39), но коэффициенты имеют другой смысл. В частности,
параметр a отличен от нуля лишь на эллиптической орбите (e �= 0) при z0 �= 0, а
параметр d отличен от нуля лишь при одновременном учете квадрупольного коэф-
фициента g02 и полярного сжатия Земли.

В случае A = C, i �= 0 также обнаружено существенное влияние квадрупольной
составляющей МПЗ и полярного сжатия Земли на качественные характеристики
ротационного движения ИСЗ.

Совместное влияние гравитационного (при A �= C) и лоренцева возмущающих
моментов проанализировано для двух случаев. Вначале рассмотрен случай круговой
экваториальной орбиты (i = 0). Получены усредненные дифференциальные уравне-
ния, напоминающие уравнения (31). При этом обнаружено, что учет сжатия Земли
приводит к появлению качественно иных траекторий апекса вектора �L, а также к
появлению двух новых полюсов, не лежащих на меридианах σ = 0 и σ = π.

Затем рассмотрен вариант, когда невозмущенная орбита является круговой и
слабонаклонной (i �= 0, но sin2 i� sin i). При этом усредненные дифференциальные
уравнения ротационного движения ИСЗ имеют вид

dρ

dτ
= b1 sinΣ + g1 cos ρ sinΣ,

dΣ

dτ
= b1 ctg ρ cosΣ + c1 + g1

cos 2ρ

sin ρ
cosΣ + g6 cos ρ. (43)

Отсюда следует, что учет сжатия Земли приводит не только к количественным изме-
нениям в системе (43) (коэффициенты b1 и g6), но и вызывает появление слагаемых
(с множителем g1), качественно изменяющих структуру уравнений. Показано, что
уравнения (43) допускают первый интеграл b1 sin ρ cosΣ+g1 sin ρ cos ρ cosΣ−c1 cos ρ−
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g6 cos
2 ρ/2 = h = const, с помощью которого можно выразить cosΣ через ρ, подста-

вить в первое уравнение системы (43), ввести новую переменную x = cos ρ и полу-
чить для нее дифференциальное уравнение (dρ/dτ)2 = (1−x2)(b1+g1x)2−(h+c1x+
g6x

2/2)2. Таким образом, задача интегрирования системы (43) сведена к квадрату-
рам, что позволяет найти закон движения вектора �L. Проведен также подробный
геометрический анализ траекторий апекса вектора �L на сфере L = L0, вращаю-
щейся в абсолютной системе координат с угловой скоростью �kΩ. Установлено, что
характер расположения полюсов и соответствующих им траекторий апекса вектора
�L обусловлены совместным влиянием трех факторов: сжатием Земли и моментами
�MG и �ML, причем в �ML решающую роль играет квадрупольная составляющаяМПЗ.

12. Заключение. В 1970-е годы в связи с развитием космонавтики и общим
интенсивным освоением космического пространства стали разрабатываться системы
активной радиационной защиты ИСЗ, что привело к появлению новой актуальной
проблемы динамики твердого тела, связанной с изучением электродинамического
эффекта влияния лоренцевых сил и моментов на движение заряженного твердого
тела в суперпозиции гравитационного и магнитного полей. Исследованию этой про-
блемы посвящено немало публикаций ученых СПбГУ, начиная с 1981 г. В данной
работе анализируются публикации, посвященные динамике неуправляемого движе-
ния заряженного твердого тела в гравитационном и магнитном полях Земли. Вопро-
сы динамики управляемого движения заряженного твердого тела в геофизических
полях предполагается рассмотреть в следующей части обзора.
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