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Данная статья является третьей в цикле работ, посвященных обзору результатов науч-
ных исследований сотрудников кафедры дифференциальных уравнений Санкт-Петер-
бургского университета за последние 30 лет. Статья посвящена результатам изучения
систем с гистерезисными и секторными нелинейностями, как с непрерывным, так и с
дискретным временем. В первой части работы представлены результаты, полученные
для систем автоматического управления второго порядка с непрерывным временем.
Изучается вопрос глобальной устойчивости и вопрос существования предельных цик-
лов в системе с одной гистерезисной нелинейностью. Во второй части рассматривается
система с дискретным временем, которая состоит из линейного скалярного уравнения
и одномерного стоп-оператора. Также эту систему можно записать в виде двумер-
ного кусочно-линейного отображения. Представлен анализ глобальной динамики и
бифуркаций в системе в зависимости от двух параметров. Изучены одномерные отоб-
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ражения, возникающие при рассмотрении отображения Пуанкаре. В частности, пол-
ностью разобрана динамика так называемого skew tent map. В третьей части работы
рассматриваются дискретные системы второго порядка с нелинейностями, подчинен-
ными обобщенным условиям Рауса—Гурвица (проблема Айзермана). Показано, что
может быть построена 2-периодическая нелинейность указанного типа таким образом,
что в системе возникают 4-периодические циклы. Кроме того, может быть построена
3-периодическая нелинейность так, что в системе появляются 3- или 6-периодические
решения.
Ключевые слова: нелинейность гистерезисного типа, абсолютная устойчивость, пре-
дельный цикл, проблема Айзермана, бифуркации, динамические системы, обобщен-
ные условия Рауса—Гурвица, аттрактор.

1. Введение. Данная статья продолжает обзор результатов научных исследо-
ваний сотрудников кафедры дифференциальных уравнений Санкт-Петербургского
государственного университета по качественной теории нелинейных систем. Статья
является третьей в цикле работ, посвященных исследованиям, которые проводились
на кафедре за последние 30 лет.

В первой статье этого цикла [1] приведены результаты исследования устойчивых
периодических точек диффеоморфизмов с гомоклиническими точками и систем со
слабо гиперболическими инвариантными множествами. Вторая статья [2] посвящена
локальной качественной теории существенно нелинейных систем.

В данной работе рассматриваются системы с гистерезисными и секторными
нелинейностями, как с непрерывным, так и с дискретным временем. Заметим, что
под гистерезисом мы понимаем явление, при котором поведение системы зависит
не только от значений независимых переменных, но и от предыстории развития
системы.

Системы дифференциальных уравнений c гистерезисными нелинейностями ши-
роко используются для описания динамики в различных физических процессах, а
также в системах управления техническими устройствами. Изучению свойств ре-
шений таких систем посвящено большое количество работ начиная с сороковых го-
дов прошлого столетия и до настоящего времени (например, [3–13]). Существенный
вклад в развитие этой теории внесли ученые Санкт-Петербургского (Ленинградско-
го) университета В. А. Плисс, В. А. Якубович, А. Х. Гелиг, Г. А. Леонов и их ученики
[6–13].

В последние десятилетия внимание исследователей к системам с гистерезисом
существенно возросло в связи с их применением для описания динамики в при-
кладных задачах теории автоматического регулирования, в современной энергетике
и микроэлектронике. Наибольший интерес при исследовании прикладных проблем
представляет решение задачи о глобальной устойчивости и задачи об абсолютной
устойчивости систем с гистерезисной нелинейностью из некоторого класса. Новые
результаты и обширную библиографию по данной тематике можно найти, например,
в монографии Г. А. Леонова, М.М.Шумафова, В. А. Тешева [13].

Эта работа состоит из введения и трех разделов. В первых двух разделах рас-
сматриваются двумерные системы с гистерезисными нелинейностями, в первом —
системы с непрерывным временем, во втором — с дискретным временем. Третий раз-
дел посвящен дискретным системам, нелинейности которых подчинены обобщенным
условиям Рауса—Гурвица (или лежат в гурвицевом угле). Задача об абсолютной
устойчивости таких систем широко известна как проблема Айзермана.
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Первый раздел содержит обзор цикла статей В. А. Плисса и Т. Е. Звягинце-
вой [14–20], в которых изучается двумерная система, содержащая один нелиней-
ный гистерезисный элемент. В работах [14–17] гистерезисная нелинейность является
кусочно-линейной либо аппроксимируется кусочно-линейными функциями, в рабо-
тах [18–20] рассматривается гистерезисная нелинейность общего вида. Для изучения
устойчивости стационарного множества таких систем и для доказательства наличия
в системе предельных циклов применяются методы качественной теории дифферен-
циальных уравнений, теория функций Ляпунова и метод систем сравнения.

Второй раздел посвящен обзору публикаций [21–23] Н. А. Бегуна, совместно с
группой соавторов, в которых гистерезисный стоп-оператор использован для моде-
лирования уровня инфляции. В статье [21] рассматривается система с дискретным
временем, которая состоит из линейного скалярного уравнения и одномерного стоп-
оператора. Также эту систему можно записать в виде двумерного кусочно-линейного
отображения. В статье представлен анализ глобальной динамики и бифуркаций в
зависимости от двух параметров.

В статье [22] авторы сконцентрировались на изучении одномерных отображе-
ний, возникающих в [21] при рассмотрении отображения Пуанкаре. В частности,
в статье впервые была полностью разобрана динамика так называемого skew tent
map.

В статье [23] рассматривалась динамика системы с разрывным гистерезисным
оператором, более точно описывающим изменение уровня инфляции. Параллельно
были изучены метрические и топологические свойства отображений сдвига отрезков.

Третий раздел данной статьи посвящен задаче абсолютной устойчивости для
двумерных систем с дискретным временем, нелинейность которых подчинена обоб-
щенным условиям Рауса—Гурвица (или лежит в гурвицевом угле).

Задача абсолютной устойчивости систем дифференциальных уравнений с сек-
торной нелинейностью поставлена А. И. Лурье и В. Н. Постниковым [4] около 80 лет
назад и остается одной из основных задач теории автоматического управления.
В 1949 г. М. А. Айзерманом [24] была сформулирована известная гипотеза о том,
что система абсолютно устойчива в классе нелинейных характеристик, лежащих в
гурвицевом угле. Спустя десятилетие В. А. Плисс [25] опроверг эту гипотезу, постро-
ив контрпример для системы трех дифференциальных уравнений, и предложил ме-
тод, позволяющий находить периодические колебания в таких системах. В работах
Г. А. Леонова и его учеников [26, 27] дан обзор большинства известных результатов
по исследованию систем с непрерывным временем, нелинейность которых удовле-
творяет обобщенным условиям Рауса—Гурвица [26].

В последние годы интенсивно строится и развивается теория абсолютной устой-
чивости для систем с дискретным временем. В работах У. Хита, Дж. Карраско,
М. де ла Сена [28, 29], опубликованных в 2015 г., построены два примера дискрет-
ных систем с секторной нелинейностью, лежащей в гурвицевом угле, которые по-
казывают, что гипотеза Айзермана в дискретном случае неверна даже для систем
второго порядка. В построенных авторами примерах одна из таких систем имеет
3-периодический цикл, а другая — 4-периодический.

В работах Т. Е. Звягинцевой [30–32] изучается (при всех допустимых зна-
чениях параметров) дискретная система автоматического управления с 2- и
3-периодической нелинейностью, удовлетворяющей обобщенным условиям Рауса—
Гурвица. Выписаны коэффициентные условия на параметры, при выполнении ко-
торых нелинейность системы может быть построена так, что в системе возникает
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семейство неизолированных циклов, дан способ построения указанных нелинейно-
стей.

2. Системы с гистерезисными нелинейностями. Рассмотрим двумерную
систему автоматического управления{

ẋ = y,
ẏ = −αy − βx− ϕ (σ) ,

(1)

где σ = ay+bx, a �= 0, b > 0, ϕ (σ) — гистерезисная нелинейность с характеристикой,
представленной на рис. 1.

Рис. 1. Гистерезисная нелинейность ϕ (σ).

Нелинейность ϕ (σ) состоит из двух ветвей однозначных функций:

ϕ (σ) =

{
ϕ1 (σ) , если σ ≥ −δ,
ϕ2 (σ) , если σ ≤ δ,

(2)

δ > 0, ϕ1 (σ) и ϕ2 (σ)— кусочно-дифференцируемые функции, ϕ1 (σ) = −ϕ2 (−σ) для
всех σ ≥ −δ, ϕ1 (±δ) = ϕ2 (±δ). Направление обхода петли гистерезиса на рис. 1 ука-
зано стрелками: точка (σ, ϕ (σ)) движется по кривой {(σ, ϕ1 (σ)) , σ ∈ [−δ, δ]}, если
σ (t) убывает с ростом t, и по кривой {(σ, ϕ2 (σ)) , σ ∈ [−δ, δ]}, если σ (t) возрастает
с ростом t. Переход точки с ветви ϕ1 (σ) на ветвь ϕ2 (σ), и наоборот, с ветви ϕ2 (σ)
на ветвь ϕ1 (σ) возможен только при σ (t) = ±δ.

Не умаляя общности рассуждений, полагаем a > 0. Считаем также, что α > 0,
β > 0 и b2−αab+ a2β �= 0, т. е. при ϕ (σ) ≡ 0 система (1) асимптотически устойчива,
и передаточная функция системы является невырожденной.

В работах [18–20] построено фазовое пространство такой системы, определено
понятие решения, дано строгое определение глобальной устойчивости, сформулиро-
ваны коэффициентные условия глобальной устойчивости системы и условия суще-
ствования в системе предельных циклов.

Фазовая поверхность P системы (1) представляет собой многообразие с краем,
состоящее из двух листов: P = P1 ∪ P2.

На листе P1 =
{
(x, y) : σ ≥ −δ, σ̇ ∣∣σ∈[−δ,δ] ≤ 0

}
система имеет нелинейность

ϕ1 (σ), здесь σ̇ = σ̇1 = a (−αy − βx− ϕ1 (σ)) + by.
На листе P2 =

{
(x, y) : σ ≤ δ, σ̇

∣∣
σ∈[−δ,δ] ≥ 0

}
нелинейность равна ϕ2 (σ), и σ̇ =

σ̇2 = a (−αy − βx− ϕ2 (σ)) + by.
Фазовая точка с листа P1 на P2 переходит по лучу L1 = {(x, y) : σ = −δ,

σ̇ = σ̇1 ≤ 0}, с листа P2 на P1 — по лучу L2 = {(x, y) : σ = δ, σ̇ = σ̇2 ≥ 0}.
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Положим Γj = {(x, y) : σ ∈ [−δ, δ] , σ̇j = 0}, j = 1, 2. Γ = Γ1 ∪ Γ2 — край мно-
гообразия P , его наличие обусловлено направлением движения фазовой точки по
петле гистерезиса. Обозначим через O1 и O2 положения равновесия системы на ли-
стах P1 и P2 соответственно.

Будем считать, что решения (1) с начальными данными t = τ0, (x0, y0) ∈ P ,
достигающие края Γ многообразия P при некотором конечном t = τ̃ ≥ τ0 в точке
(x̃, ỹ) ∈ (Γ1\L1) ∪ (Γ2\L2), продолжаются на бесконечный промежуток времени:
x (t) ≡ x̃, y (t) ≡ ỹ для всех t ∈ [τ̃ , +∞). Множество таких точек (x̃, ỹ), объединенное
со множеством O1 ∪O2, обозначим через Γ+. Очевидно, что множество Γ+ является
инвариантным множеством.

Множество Γ+ называется глобально притягивающим множеством для систе-
мы (1), если для любого решения системы x = x (t), y = y (t) с начальными данными
t = τ0, (x0, y0) ∈ P , расстояние от точки (x (t) , y (t)) до множества Γ+ стремится к
нулю при t→ +∞.

Будем говорить, что система (1) является глобально устойчивой, если множе-
ство Γ+ является глобально притягивающим множеством.

В работах [14, 15] рассматривается частный случай системы (1), здесь харак-
теристика ϕ (σ) является кусочно-линейной. Такая постановка задачи обусловлена
тем, что во многих работах прикладного характера нелинейные элементы аппрокси-
мируются или оцениваются кусочно-линейными функциями, что приводит к новым
аналитическим критериям устойчивости.

Здесь

ϕ1 (σ) =

{
M, если σ ≥ −kδ,
M
1−k

(
2σ
δ + (1 + k)

)
, если − δ ≤ σ ≤ −kδ,

ϕ2 (σ) =

{
M
1−k

(
2σ
δ − (1 + k)

)
, если kδ ≤ σ ≤ δ,

−M, если σ ≤ kδ,

(3)

M > 0, δ > 0, 0 < k < 1.
В этом случае каждый из листов P1, P2 фазовой поверхности P удобно раз-

делить на две части: Pj = Pj1 ∪ Pj2 (j = 1, 2), где ϕ (σ) = M на листе P11,
ϕ (σ) = M

1−k
(
2σ
δ + (1 + k)

)
на P12, ϕ (σ) = −M и ϕ (σ) = M

1−k
(
2σ
δ − (1 + k)

)
на листах

P21 и P22 соответственно.
Обозначим через L11, L12, L21 и L22 лучи перехода фазовой точки с листов P11,

P12, P21 и P22 на листы P12, P21, P22 и P11 соответственно, пусть Kij — начало луча
Lij (i, j = 1, 2).

В работе [14] дан критерий существования предельного цикла в системе (1) с
кусочно-линейной характеристикой (3). В явном виде выписаны достаточно просто
проверяемые условия на параметры системы, при выполнении которых в системе
существует устойчивый предельный цикл. Доказано, что цикл при этом единствен-
ный. В работе [15] даны коэффициентные условия глобальной устойчивости системы
(1) с нелинейностью вида (3). Глобально притягивающим множеством Γ+ здесь яв-
ляется множество (K12,K11] ∪ [K11, O1] ∪ [O2,K21] ∪ [K21,K22), если Mb ≤ kδβ, и
множество (K12, O1] ∪ [O2,K22), если Mb > kδβ.

В работах [16, 17] рассматривается система (1) с нелинейностью (2), которая
аппроксимируется на листах P1 и P2 фазового пространства кусочно-линейными
характеристиками ϕ+ (σ) и ϕ− (σ) вида (3):

ϕ1− (σ) ≤ ϕ1 (σ) ≤ ϕ1+ (σ) , и, ϕ2− (σ) ≤ ϕ2 (σ) ≤ ϕ2+ (σ) , (4)
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ϕ1− (σ) =

{
M1, если σ ≥ −kδ,

1
(1−k)δ ((M1 +M2)σ + δ (M1 + kM2)) , если − δ ≤ σ ≤ −kδ,

ϕ1+ (σ) =

{
M2, если σ ≥ −kδ,

1
(1−k)δ ((M1 +M2)σ + δ (kM1 +M2)) , если − δ ≤ σ ≤ −kδ,

ϕ2− (σ) = −ϕ1+ (−σ) , ϕ2+ (σ) = −ϕ1− (−σ) , M2 > M1 > 0, 0 < k < 1.

Будем говорить, что нелинейность ϕ (σ) принадлежит классу H [M1, M2], если
выполнены условия (4).

Систему (1) с нелинейностью (2) мы называем абсолютно устойчивой в классе
нелинейностей H [M1, M2], если система (1) глобально устойчива для любой нели-
нейности (2) из этого класса.

В работе [16] получены коэффициентные условия абсолютной устойчивости си-
стемы (1) в классе нелинейностей H [M1, M2]. Показано, что абсолютная устойчи-
вость может иметь место, если величина (M2 −M1) достаточно мала. Это требова-
ние существенно, при его нарушении в системе с такой нелинейностью могут по-
явиться два предельных цикла. Соответствующие примеры построены для некото-
рых частных случаев.

Работа [17] является непосредственным продолжением работы [16]. Здесь сфор-
мулированы коэффициентные условия, при выполнении которых система (1) с нели-
нейностью класса H [M1, M2] имеет предельный цикл. Доказательство результатов
проводится с использованием метода систем сравнения и метода функций Ляпунова.

В работах [18–20] исследуются вопросы глобальной устойчивости системы (1)
с гистерезисной функцией ϕ (σ) достаточно общего вида. Для этого система (1) из-
вестным преобразованием (например, [18]) приводится к системе{

σ̇ = u− f (σ) ,
u̇ = −g (σ) , (5)

где f (σ), g (σ) — гистерезисные функции:

f (σ) =

{
f1 (σ) , если σ ≥ −δ,
f2 (σ) , если σ ≤ δ,

g (σ) =

{
g1 (σ) , если σ ≥ −δ,
g2 (σ) , если σ ≤ δ,

fj = a (ασ + aϕj (σ)) , gj = a2 (βσ + bϕj (σ)) , j = 1, 2.

Фазовая поверхность P системы (5) по-прежнему является многообразием с
краем, которое состоит из двух листов P1, P2 и аналитически задается аналогично
тому, как это было сделано для системы (1).

Переход фазовой точки с одного листа на другой осуществляется по лучам пе-
рехода L1, L2. Γ = Γ1 ∪ Γ2 — край многообразия P .

Система (5) имеет по одному положению равновесия на каждом из листов: по-
ложение равновесия Oj на листе Pj имеет координаты (ξj , ηj), где ξj ∈ (−δ, δ),
gj (ξj) = 0, ηj = f (ξj).

В работе [18] с помощью метода функций Ляпунова получены условия глобаль-
ной устойчивости системы (5) в предположении, что f

′
1 (σ) ≥ 0. Доказано, что при

выполнении условия

2

∫ δ

−δ
g1 (σ) dσ ≤ (f1 (ξ1) + f1 (δ))

2 , (6)
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система (5) является глобально устойчивой с глобально притягивающим мно-
жеством Γ+ = Γ+

1 ∪ Γ+
2 , где Γ+

1 = Γ1 ∩ {(σ, u) : −δ < σ ≤ ξ1}, Γ+
2 = Γ2 ∩ {(σ, u) : ξ2 ≤

σ < δ}.
Заметим, что площадь петли гистерезиса равна 2a−2b−1

∫ δ
−δ g1 (σ) dσ, и оценка

(6) показывает, что при достаточно малой площади этой петли система (5) обладает
глобальной устойчивостью.

Кроме того, в [18] показано, что при условии (6) и выполнении неравенства
f ′
1 (σ) >

g1(−σ)
g1(σ)+f1(−σ) в точках множества Γ+

1 \ {O1} в системе (5) возникает сколь-
зящий режим. Для каждого σ ∈ (−δ, ξ1) фазовая точка (σ, u) ∈ Γ+

1 непрерывно
переходит с траектории системы (5) на листе P1 на траекторию этой системы на
листе P2 и обратно, как бы скользя вдоль линии переключения Γ+

1 , и стремится к
состоянию равновесия O1 при t → +∞. Поведение решений системы (5), попадаю-
щих за конечное время на дугу Γ+

2 \ {O2}, аналогично: при t → +∞ фазовая точка
скользит вдоль линии Γ+

2 и стремится к состоянию равновесия O2.
Случаи, когда производная функции f1 (σ) меняет знак, рассмотрены в [19, 20].

В работе [19] приведены условия, при выполнении которых в системе существует
предельный цикл. В работе [20] показано, что в системе может существовать два
предельных цикла.

3. Об исследовании дискретных систем с гистерезисным стоп-опера-
тором. Рассмотрим s0 ∈ [−1, 1] и вещественнозначную последовательность {xn},
n ∈ N0. Стоп-оператор S отображает пару s0, {xn} в последовательность, опреде-
ленную формулой

sn+1 = Φ(sn + xn+1 − xn), n ∈ N0,

где функция Φ определена формулой

Φ(τ) =

⎧⎨⎩ −1, τ < −1,
τ, |τ | ≤ 1,
1, τ > 1,

(7)

s0 мы называем начальным состоянием, {xn} — входом, а {sn} — выходом стоп-
оператора (рис. 2).

Рис. 2. Иллюстрация стоп-оператора.

Связывая выход стоп-оператора с входной последовательностью посредством
линейного преобразования с вещественными коэффициентами λ и a, мы рассматри-
ваем динамическую систему{

xn+1 = λxn + asn,

sn+1 = Φ(sn + xn+1 − xn),
(8)
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где Φ задана формулой (7) в полосе

{(x, s) : x ∈ R, s ∈ [−1, 1]} . (9)

Далее мы предполагаем, что |λ| < 1. Из этого следует, что траектории системы
(8) в полосе (9) ограничены.

Легко видеть, что неподвижные точки системы (8) образуют отрезок

EF =

{
(x, s) : x =

as

1− λ
, −1 ≤ s ≤ 1

}
(10)

с концами

E = (x∗, 1) =
(

a

1− λ
, 1

)
, F = (−x∗,−1) =

(
− a

1− λ
,−1

)
. (11)

Мы используем стандартные понятия устойчивости и неустойчивости для непо-
движных точек и периодических орбит.

Мы также говорим, что неподвижная точка (xe, se) системы (8) является полу-
устойчивой, если существуют открытые множества U1, U2 ⊂ {(x, s) : |s| < 1} такие,
что (xe, se) принадлежит границам этих множеств:

• и для любого ε > 0 существует δ > 0 такое, что любая траектория, старту-
ющая из δ-окрестности неподвижной точки (xe, se) в множестве U1, принадлежит
ε-окрестности (xe, se) для любого положительного n;

• существует ε0 > 0 такое, что любая траектория, стартующая из U2, покидает
ε0-окрестность неподвижной точки (xe, se) после конечного числа итераций.

Основной результат представляет собой классификацию поведения орбит систе-
мы (8) в зависимости от значений параметров λ и β = λ+ a (рис. 3).

Теорема. Положим β = λ+ a и |λ| < 1.
(a) Если λ ≥ 0, β ≥ 1, то неподвижные точки E и F , заданные формулой (11),

являются полуустойчивыми, а все остальные неподвижные точки неустойчивы.
Все остальные (не неподвижные) траектории притягиваются либо к E, либо к F .

(b) Если |β| < 1, то все неподвижные точки устойчивы и любая траектория
системы (8) притягивается к одной из неподвижных точек.

(c) Если λ ≥ 0, β < −1, то точки E и F являются полуустойчивыми, все
остальные неподвижные точки неустойчивы, и существует устойчивая траек-
тория периода 2:

±Q =

(
∓ a

1 + λ
,±1

)
. (12)

Все не неподвижные траектории притягиваются либо к E, либо к F , либо к
орбите (12).

(d) Если λ < 0, β < −1, то все неподвижные точки неустойчивы. Все не
неподвижные траектории притягиваются к орбите (12).

(e) Если λ < 0, β > 1, то все неподвижные точки неустойчивы. Система
(8) имеет периодические орбиты сколь угодно больших периодов. Возможно суще-
ствование (не более одной) устойчивой периодической орбиты.

(f) Если λ < 0, β = 1, то все неподвижные точки неустойчивы. Каждая
траектория притягивается к отрезку EF , заданному формулой (10).
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Рис. 3. Бифуркационная диаграмма. Отрезок неподвижных точек EF
изображен голубой линией. Устойчивым неподвижным точкам соответствует
сплошная линия, неустойчивым — пунктирная. Устойчивые концы EF изобра-
жены закрашенными голубыми окружностями; полуустойчивые концы — неза-
крашенными голубыми окружностями; в неустойчивом случае окружности не
изображаются. Пунктирная линия в случае (b) соответствует бесконечному на-
клону отрезка EF . Периодические орбиты изображены красным. Закрашенные
красные окружности в случаях (c) и (d) соответствуют устойчивой орбите ±Q
периода 2; красный параллелограмм Σ в случае (g) состоит из устойчивых
орбит периода 2. Случай (e) соответствует сложной динамике, при которой си-
стема имеет периодические орбиты сколь угодно большого периода. Одна из
таких орбит изображена на диаграмме. В критическом случае (f) отрезок EF
притягивает все траектории.

(g) Если β = −1, то все неподвижные точки являются устойчивыми. Парал-
лелограмм

Σ =

{
(x, s) : 2

(1− λ)x− a

1− λ+ a
+ 1 ≤ s ≤ 2

(1− λ)(x − 1)

1− λ+ a
+ 1, |s| ≤ 1

}
(13)

с вершинами E,F , Q = (1, 1) и −Q = (−1,−1) состоит из устойчивых орбит
периода 2 и диагонали неподвижных точек EF . Все не неподвижные траектории
притягиваются либо к E, либо к F , либо к одной из устойчивых периодических
орбит параллелограмма Σ.

Особый интерес представляет случай (e). Более подробно он был рассмотрен
в статье [22], где было доказано, что при данных значениях параметров система
обладает хаотической динамикой.

В данное время Н. А. Бегуном ведется исследование разрывной гистерезисной
динамики у систем подобного вида. Исследования далеки от завершения, но первые
результаты уже опубликованы в статье [23]. Кроме того, в ней изучены метрические
и топологические свойства отображений сдвига отрезков.
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4. Проблема Айзермана для систем с дискретным временем. Рассмот-
рим двумерную дискретную систему{

xj+1 = yj,
yj+1 = −αyj − βxj − φ (σj) ,

(14)

где σj = ayj + bxj , j ∈ N. Предполагаем, что при φ (σj) ≡ 0 система (14) асимптоти-
чески устойчива, т. е. (α, β) ∈ Δ, где Δ = {(α, β) : |α| − 1 < β < 1}. Для определен-
ности считаем, что a > 0.

В статьях [30, 31] предполагается, что нелинейность φ (σ) удовлетворяет обоб-
щенному условию Рауса—Гурвица и является 2- или 3-периодической, в работе [32]
такая система исследуется в случае, когда на нелинейность накладывается еще одно
дополнительное секторное условие. В работах в явном виде выписываются условия
на параметры системы, при выполнении которых нелинейность может быть постро-
ена таким образом, что в системе возникает целое семейство неизолированных цик-
лов. Предложен способ построения указанной нелинейности.

Обозначим через Ω множество таких S = const, для которых система (14) с
линейной функцией φ (σj) = Sσj асимптотически устойчива, т. е. верно неравенство
|α+ aS| − 1 < β + bS < 1.

Нетрудно показать, что множество Ω есть интервал (Smin, Smax) для каждого
фиксированного набора параметров a, b, α, β. Значения Smin и Smax в явном виде
выписаны в работе [30].

Положим в системе (14)

φ (σj) = Sjσj = Sj (ayj + bxj) , (15)

где Sj ∈ Ω, j ∈ N. Заметим, что определенная таким образом нелинейность удовле-
творяет обобщенным условиям Рауса—Гурвица.

В работе [30] доказано, что при выполнении условий

S = −α
a
∈ Ω, b2 − abα+ a2β > 0 (16)

существует 2-периодическая последовательность {Sj}∞j=1 ⊂ Ω, такая, что система
(14) с нелинейностью вида (15) имеет 4-периодическое решение. Указанная после-
довательность выписана в явном виде, при этом S1 и S2 удовлетворяют равенству

(α+ aS1) (α+ aS2) + (1− β − bS1) (1− β − bS2) = 0, (17)

и любое решение системы с начальными условиями
(
x1
y1

)
, где x1 ∈ R, x1 �= 0,

y1 = 1−(β+bS1)
α+aS1

x1, 4-периодическое.
В работе [31] рассматривается система (14) с 3-периодической нелинейностью

вида (15), лежащей в гурвицевом угле. Здесь в явном виде приведены условия на
параметры системы, при выполнении которых 3-периодическая последовательность
{Sj}∞j=1 ⊂ Ω может быть построена так, что в системе (14) с указанной нелинейно-
стью существует семейство 3-периодических решений (или циклов). Показано, что
в этом случае S1, S2 и S3 удовлетворяют равенству

(α+ aS1) (β + bS3) + (α+ aS2) (β + bS1) + (α+ aS3) (β + bS2) =
= 1 + (α+ aS1) (α+ aS2) (α+ aS3) + (β + bS1) (β + bS2) (β + bS3) ,

(18)
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и любое решение системы с начальными условиями
(
x1
y1

)
, где x1 �= 0, y1 =

1−(α+aS2)(β+bS1)
(α+aS1)(α+aS2)−(β+bS2)

x1, 3-периодическое.
Кроме того, в [31] приведены коэффициентные условия, при выполнении кото-

рых существует такая 3-периодическая последовательность {Sj}∞j=1 ⊂ Ω, что систе-
ма (14) с нелинейностью вида (15) имеет семейство 6-периодических решений (или
циклов). Здесь S1, S2 и S3 удовлетворяют равенству

(α+ aS1) (β + bS3) + (α+ aS2) (β + bS1) + (α+ aS3) (β + bS2) =
= −1 + (α+ aS1) (α+ aS2) (α+ aS3)− (β + bS1) (β + bS2) (β + bS3) ,

(19)

и любое решение системы с начальными условиями
(
x1
y1

)
, где x1 �= 0, y1 =

− 1+(α+aS2)(β+bS1)
(α+aS1)(α+aS2)−(β+bS2)

x1, 6-периодическое.
В работе [32] рассматривается система (14) с нелинейностью (15), которая не

только лежит в гурвицевом угле, но и удовлетворяет дополнительному секторному
условию 0 ≤ φ (σj)σj < Smaxσ

2
j для всех σj ∈ R. Такая постановка задачи встреча-

ется во многих прикладных работах, посвященных данной тематике.
В этом случае Sj в формуле (15) принадлежит множеству Θ = Ω ∩ {S ≥ 0} =

[0, Smax). Доказано, что при выполнении условий α < 0, a(α(1+β)+(1−β)2)
α2+(2−α)(1−β) < b <

−a(1−β)
α существует такая 2-периодическая последовательность {Sj}∞j=1 ⊂ Θ, удо-

влетворяющая условиям (17), что система (14) с нелинейностью вида (15) имеет
4-периодические решения.

И если α < 1, β �= 2α − 1, то существуют значения параметров a и b, для
которых 3-периодическая последовательность {Sj}∞j=1 ⊂ Θ может быть построена
таким образом, что система (14) с нелинейностью (15) будет иметь 3-периодические
решения.

В случае α < 0, (1 + α)
(
(1− β)

2
+ α2

)
> 2 (1− β) или β < −2α − 1 существу-

ют значения параметров a и b, для которых 3-периодическая последовательность
{Sj}∞j=1 ⊂ Θ может быть построена так, что система (14) с указанной с нелинейно-
стью будет иметь 6-периодические решения. Условия на параметры a, b, α, β, при
выполнении которых система может иметь 3- или 6-периодическое решение, доста-
точно громоздки, они указаны в явном виде в работе [32]. В процессе построения
последовательности показано, что ее члены S1, S2 и S3 должны удовлетворять ра-
венству (18) или равенству (19). Метод построения указанных последовательностей
изложен в работах [30–32].
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III. Systems with hysteresis nonlinearities. Aizerman’s problem for discrete-time systems. Vestnik
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pp. 3–17. https://doi.org/10.21638/spbu01.2025.101 (In Russian)

This paper is the third one in a series of publications devoted to an overview of the scientific
research results achieved by the employees of the Department of Differential Equations
at St. Petersburg University over the past three decades. The paper is focused on the
results achieved by studying systems with hysteretic and sector nonlinearities, with both
continuous and discrete time. The first part of this research presents the results obtained
for second-order automatic control systems with continuous time. The global stability and
existence of limit cycles in a system with one hysteretic nonlinearity are investigated in
this part. The second part considers a discrete-time system that consists of a linear scalar

∗See the second part: Begun N.A., Vasil’eva E.V., Zvyagintseva T. E., Iljin Yu.A. Review of
the research on the qualitative theory of differential equations at St. Petersburg University.
II. Locally qualitative analysis of essentially nonlinear systems. Vestnik of Saint Petersburg
University. Mathematics. Mechanics. Astronomy, 2025, vol. 11 (69), issue 3, pp. 401–418.
https://doi.org/10.21638/spbu01.2024.301 (In Russian)
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equation and a one-dimensional stop operator. This system can also be presented as a two-
dimensional piecewise linear mapping. An analysis of global dynamics and bifurcations in
the system depending on two parameters is presented. One-dimensional mappings arising
when considering the Poincare map are studied. In particular, the dynamics of the so-
called “skew tent map” are fully analysed. In the third part of the paper, discrete second-
order systems with nonlinearities under to the generalized Routh—Hurwitz conditions are
considered (Aizerman problem). It is shown that a 2-periodic nonlinearity of the indicated
type can be constructed in such a way that cycles of period four arise in the system. And
a 3-periodic nonlinearity can be constructed in such a way that cycles of period three or
cycles of period six appear in the system.
Keywords: nonlinearity of hysteresis type, absolute stability, limit cycle, Aizerman problem,
bifurcations, dynamical systems, generalized Routh—Hurwitz conditions, attractor.
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