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В статье обсуждаются некоторые типы дробного интегрального неравенства Эрми-
та—Адамара (H-H) с дробным интегралом Римана—Лиувилля для функций, у кото-
рых абсолютные значения первых производных положительных действительных сте-
пеней (AVFDPRP) являются s-геометрически выпуклыми. Это включает и функции с
геометрически выпуклыми AVFDPRP. В качестве примера, с использованием специ-
ального среднего значения действительных чисел, неравенства H-H с обыкновенным
интегралом были обобщены для функций, у которых AVFDPRP геометрически вы-
пуклые или s-геометрически выпуклые. На следующем этапе эти неравенства могут
быть проверены для других дробных интегральных операторов и других типов дроб-
ных интегральных неравенств. Формулы, полученные в статье, будут полезны при
теоретическом исследовании других моделей дробного исчисления.
Ключевые слова: дробный интеграл, неравенство Эрмита—Адамара, s-геометрически
выпуклая функция.

1. Введение. Прежде всего напомним основные определения выпуклого ана-
лиза. Множество χ ⊆ R называется выпуклым, если

ηu+ (1− η)v ∈ χ

для любых u, v ∈ χ и η ∈ [0, 1]. Аналогично выпуклому множеству функция f : χ→
R является выпуклой, если выполнено неравенство

f(ηu+ (1 − η)v) � ηf(u) + (1− η)f(v), η ∈ [0, 1], (1)

справедливое для всех u, v ∈ χ. Если функция f выпукла, то мы говорим, что f
вогнута.

Одним из захватывающих и перспективных методов анализа больших и важных
проблем, возникающих в различных областях чистых и прикладных наук, является
теория выпуклости. Фактически выпуклые отображения можно считать одними из
основных и важных отображений в задачах о математических неравенствах из-за их
широкого использования в статистике, чистой и прикладной математике, экономи-
ке и механике. Вышеупомянутая теория также считается важной частью развития
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идеи о неравенствах. Неравенства являются привлекательной математической мо-
делью благодаря их важным приложениям в классическом и дробном анализе [1],
фрактальных множествах [2], квантовых вычислениях [3], теории вероятностей [4],
интервальных вычислениях [5], вычислениях в реальном времени [6] и т. д.

Теория выпуклости и прикладные задачи, благодаря характеристикам и свой-
ствам выпуклости, сыграли очень важную роль при рассмотрении дробных инте-
гральных неравенств. Тесная связь между теорией выпуклости и теорией симметрии
проявляется в том, что результаты любой из них переносятся на другую теорию.

В литературных источниках приведено много известных интегральных нера-
венств для выпуклых функций (1), например неравенства типа Олсена [7], Симпсона
[8], Х-Х.Фейера [9], Островского [10], Розановой [11], Харди [12], Опиала [13] и Га-
льярдо—Ниренберга [14]. Однако интегральное неравенство H-H является одним из
наиболее распространенных типов интегральных неравенств. Соответственно, для
классических и дробных интегральных неравенств типа H-H [1, 15]:

f(
u+ v

2
) ≤ 1

v − u

∫ v

u

f(x)dx ≤ f(u) + f(v)

2
(2)

и

f(
u+ v

2
) ≤ Γ(�+ 1)

2(v − u)�
[
I�u+f(v) + I�v−f(u)

] ≤ f(u) + f(v)

2
, (3)

где f : χ → R — положительная выпуклая функция на χ, f ∈ L1(u, v) с u < v, I�u+

и I�v− обозначают левосторонние и правосторонние дробные интегралы Римана—
Лиувилля порядка � > 0 соответственно и определяются, согласно [16], следующим
образом

I�u+f(x) =
1

Γ(�)

∫ x

u

(x − ε)�−1f(ε)dε, x > u, (4)

I�v−f(x) =
1

Γ(�)

∫ v

x

(ε− x)�−1f(ε)dε, x < v. (5)

Неравенство H-H (2) было получено для различных типов выпуклых функ-
ций, включая MT-выпуклую функцию [17], (α,m)-выпуклые функции [18],
s-геометрически выпуклую функцию [19], GA-выпуклую функцию [20], гармони-
ческие выпуклые функции [21], функцию с s-выпуклыми первыми производными,
[22], выпуклую функция s-типа [23], функцию с экспоненциальной выпуклостью
[24], n-полиномиальную выпуклую функцию [25], n-полиномиальную гармонически
выпуклую функцию s-типа [26].

Кроме того, исследователи уточнили неравенство типа H-H (3) для многих вы-
пуклых функций, включая (α,m)-выпуклую функцию [27], MT-выпуклую функцию
[28], λψ-выпуклую функцию [29] и F-выпуклую функцию [30], новую категорию вы-
пуклых функций [31] и многие другие типы, упомянутые в соответствующей лите-
ратуре.

Дробные интегральные неравенства можно считать результатом развития тра-
диционных неравенств. Поскольку неравенство H-H является геометрическим спо-
собом демонстрации выпуклости функции, многие математики изучали это нера-
венство с помощью различных операторов с дробным интегралом. Сарыкая [1] ввел
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неравенства H-H для выпуклых функций с использованием дробного интегрально-
го оператора Римана—Лиувилля. Позднее многие исследователи использовали это
неравенство для разных выпуклых функций и дробных интегральных операторов,
например для весовых дробных операторов [32], ψ-RL-дробных операторов [33], кон-
формных дробных операторов [34], стандартных дробных RL-операторов [35], обоб-
щенных дробных операторов [36] и дробных операторов AB и Прабхакара [37].

Определение 1 ([19]). Функция f : χ ⊂ R0 = [0,+∞) → R0 называется s-
выпуклой, если

f(ηu+ (1 − η)v) � ηsf(u) + (1− η)sf(v)

для некоторых s ∈ (0, 1] , где u, v ∈ χ, и η ∈ [0, 1].

Если s = 1, то s-выпуклая функция превращается в выпуклую функцию на R0.
С использованием s-выпуклости неравенство H-H обобщалось различными спо-

собами. Например, Хан [38] получил неравенство H-H для s-выпуклых и s-вогнутых
функций с использованием дробных и классических интегралов. Мухамет и др. [39]
доказали некоторые неравенства H-H с классическим интегралом для функций, аб-
солютная величина второй производной которых s-выпукла.

Целью данной статьи было ввести понятие «s-геометрически выпуклые функ-
ции» и найти некоторые дробные интегральные неравенства типа H-H для s-
геометрически выпуклых функций.

2. Основной результат. Сначала мы дадим несколько определений и напом-
ним некоторые известные результаты.

Определение 2 ([19]). Говорят, что функция f : χ ⊆ R+ = (0,+∞) → R+

является геометрически выпуклой функцией на χ, если

f(utv1−t) ≤ [f(u)]
t
[f(v)]

1−t

для всех u, v ∈ χ и t ∈ [0, 1].

Определение 3 ([19]). Говорят, что функция f : χ ⊆ R+ → R+ является
s-геометрически выпуклой функцией на χ, если

f(utv1−t) ≤ [f(u)]
ts
[f(v)]

(1−t)s

для некоторого s ∈ (0, 1], где u, v ∈ χ и t ∈ [0, 1].

Если s = 1, s-геометрически выпуклая функция становится геометрически вы-
пуклой функцией на χ.

Лемма 1 ([40]). Пусть f : [a, b] → R — дифференцируемая функция на (a, b)
при a < b. Если f ′ ∈ L1 [a, b], то для любого x ∈ [a, b] и α > 0,(

(x− a)
α
+ (b− x)

α

b− a

)
f(x)− Γ(α + 1)

b− a
[Iαx−f(a) + Iαx+f(b)] =

=
(x− a)

α+1

b− a

∫ 1

0

tαf ′ (tx+ (1− t)a) dt− (b− x)
α+1

b− a

∫ 1

0

tαf ′ (tx+ (1 − t)b) dt.
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Основные результаты перечислены ниже.

Теорема 1. Пусть f : χ ⊆ R+ → R+ — дифференцируемая функция на (a, b) и
f ′ ∈ L1 [a, b]. Здесь мы определяем три функции следующим образом:

φ(x) =

∣∣∣∣f ′(x)
f ′(a)

∣∣∣∣qs , ψ(x) =

∣∣∣∣f ′(x)
f ′(b)

∣∣∣∣qs , H1(α, u) =

∫ 1

0

tαutdt.

Если |f ′(x)|q является s-геометрически выпуклой и монотонно убывающей на [a, b]
с 0 ≤ a < b и q ∈ [1,+∞), тогда для α > 0∣∣∣∣( (x− a)

α
+ (b− x)

α

b− a

)
f(x)− Γ(α+ 1)

b− a
[Iαx−f(a) + Iαx+f(b)]

∣∣∣∣ ≤
≤
(

1

α+ 1

)1− 1
q

G1 (x, α, q, s) ,

где

G1(x, α, q, s) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(x−a)α+1

b−a |f ′(a)|sH1(α, φ(x))
1
q +

(b−x)α+1

b−a |f ′(b)|sH1(α, ψ(x))
1
q , |f ′(a)|<1,

(x− a)α+1

b− a
|f ′(a)|H1(α, φ(x))

1
q +

(b− x)α+1

b− a
|f ′(b)|sH1(α, ψ(x))

1
q ,

|f ′(x)| < 1 < |f ′(a)| ,
(x− a)α+1

b− a
|f ′(x)|1−s |f ′(a)|H1(α, φ(x))

1
q +

+
(b− x)α+1

b− a
|f ′(x)|1−s |f ′(b)|H1(α, ψ(x))

1
q , 1 < |f ′(b)| ,

(x− a)α+1

b− a
|f ′(x)|1−s |f ′(a)|H1(α, φ(x))

1
q +

+
(b− x)α+1

b− a
|f ′(x)|1−s |f ′(b)|sH1(α, ψ(x))

1
q , |f ′(b)| < 1 < |f ′(x)| .

Доказательство. Из леммы 1 и неравенства Гёльдера, с учетом того, что
|f ′(x)|q s-геометрически выпукла и монотонно убывает на [a, b], имеем∣∣∣∣( (x− a)

α
+ (b− x)

α

b− a

)
f(x)− Γ(α+ 1)

b− a
[Iαx−f(a) + Iαx+f(b)]

∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣(x − a)α+1

b− a

∫ 1

0

tαf ′ (tx+ (1− t) a) dt

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ (b− x)α+1

b− a

∫ 1

0

tαf ′ (tx+ (1− t) b)dt

∣∣∣∣ ≤
≤ (x− a)α+1

b− a

∫ 1

0

tα |f ′ (tx+ (1− t) a)| dt+ (b− x)α+1

b− a

∫ 1

0

tα |f ′ (tx+ (1− t) b)| dt ≤

≤ (x− a)α+1

b− a

(∫ 1

0

tαdt

)1− 1
q
(∫ 1

0

tα |f ′ (tx+ (1− t) a)|q dt
) 1

q

+

+
(b − x)α+1

b− a

(∫ 1

0

tαdt

)1− 1
q
(∫ 1

0

tα |f ′ (tx+ (1− t) b)|q dt
) 1

q

=
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=

(
1

α+ 1

)1− 1
q

[
(x− a)α+1

b− a

(∫ 1

0

tα |f ′ (tx+ (1− t) a)|q dt
) 1

q

+

+
(b− x)α+1

b− a

(∫ 1

0

tα |f ′ (tx+ (1− t) b)|q dt
) 1

q

]
≤

≤
(

1

α+ 1

)1− 1
q

[
(x− a)α+1

b− a

(∫ 1

0

tα
∣∣f ′ (xta1−t)∣∣q dt) 1

q

+

+
(b− x)α+1

b− a

(∫ 1

0

tα
∣∣f ′ (xtb1−t)∣∣q dt) 1

q

]
≤

≤
(

1

α+ 1

)1− 1
q

[
(x− a)α+1

b− a

(∫ 1

0

tα |f ′(x)|qts |f ′(a)|q(1−t)s dt
) 1

q

+

+
(b− x)α+1

b− a

(∫ 1

0

tα |f ′(x)|qts |f ′(b)|q(1−t)s dt
) 1

q

]
.

Замечание 1. Если 0 < μ ≤ 1 ≤ η, 0 < t и s < 1, то μt
s ≤ μts и ηt

s ≤ ηts−s+1.

Мы обозначаем

I1 =

∫ 1

0

tα |f ′(x)|qts |f ′(a)|q(1−t)s dt, I2 =

∫ 1

0

tα |f ′(x)|qts |f ′(b)|q(1−t)s dt
и приходим к следующим утверждениям.

(a). Если |f ′(a)| < 1, то

I1 ≤
∫ 1

0

tα |f ′(x)|qst |f ′(a)|qs(1−t) dt = I2 ≤
∫ 1

0

tα |f ′(x)|qts |f ′(b)|qs(1−t) dt =

=

∫ 1

0

tα |f ′(x)|qst |f ′(a)|−qst |f ′(a)|qs dt= =

∫ 1

0

tα |f ′(x)|qts |f ′(b)|−qst |f ′(b)|qs dt=

= |f ′(a)|qs
∫ 1

0

tα
(∣∣∣∣f ′(x)
f ′(a)

∣∣∣∣qs)t dt = = |f ′(b)|qs
∫ 1

0

tα
(∣∣∣∣f ′(x)
f ′(b)

∣∣∣∣qs)t dt =
= |f ′(a)|qs

∫ 1

0

tαφt(x)dt = = |f ′(b)|qs
∫ 1

0

tαψt(x)dt =

= |f ′(a)|qsH1 (α, φ(x)) , = |f ′(b)|qsH1 (α, ψ(x)) .

(b). Если |f ′(x)| < 1 < |f ′(a)|, то

I1≤
∫ 1

0

tα |f ′(x)|qst |f ′(a)|q(s(1−t)+1−s)
dt= I2≤

∫ 1

0

tα |f ′(x)|qst |f ′(b)|qs(1−t) dt=

=

∫ 1

0

tα |f ′(x)|qst |f ′(a)|q(1−st) dt = = |f ′(b)|qs
∫ 1

0

tα
(∣∣∣∣f ′(x)
f ′(b)

∣∣∣∣qs)t dt =
=

∫ 1

0

tα |f ′(x)|qst |f ′(a)|q |f ′(a)|−qst dt = = |f ′(b)|qs
∫ 1

0

tαψt(x)dt =

= |f ′(a)|q
∫ 1

0

tα
(∣∣∣∣f ′(x)
f ′(a)

∣∣∣∣qs)t dt = = |f ′(b)|qsH1 (α, ψ(x)) .
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= |f ′(a)|q
∫ 1

0

tαφt(x)dt =

= |f ′(a)|qH1 (α, φ(x)) .

(c). Если 1 < |f ′(b)|, то

I1 ≤
∫ 1

0

tα |f ′(x)|q(st−s+1) |f ′(a)|q(s(1−t)+1−s)
dt =

=

∫ 1

0

tα |f ′(x)|qst |f ′(x)|q(1−s) |f ′(a)|q |f ′(a)|−qst dt =

=
(
|f ′(x)|1−s |f ′(a)|

)q ∫ 1

0

tα
(∣∣∣∣f ′(x)
f ′(a)

∣∣∣∣qs)t dt =
=

(
|f ′(x)|1−s |f ′(a)|

)q ∫ 1

0

tαφt(x)dt =

=
(
|f ′(x)|1−s |f ′(a)|

)q
H1 (α, φ(x))

и

I2 ≤
∫ 1

0

tα |f ′(x)|q(st−s+1) |f ′(b)|q(s(1−t)+1−s)
dt =

=

∫ 1

0

tα |f ′(x)|qst |f ′(x)|q(1−s) |f ′(b)|q |f ′(b)|−qst dt =

=
(
|f ′(x)|1−s |f ′(b)|

)q ∫ 1

0

tα
(∣∣∣∣f ′(x)
f ′(b)

∣∣∣∣qs)t dt =
=

(
|f ′(x)|1−s |f ′(b)|

)q ∫ 1

0

tαψt(x)dt =

=
(
|f ′(x)|1−s |f ′(b)|

)q
H1 (α, ψ(x)) .

(d). Если |f ′(b)| < 1 < |f ′(x)|, поступаем так же, как и в случае c):

I1 ≤
∫ 1

0

tα |f ′(x)|q(st−s+1) |f ′(a)|q(s(1−t)+1−s)
dt =

(
|f ′(x)|1−s |f ′(a)|

)q
H1 (α, φ(x))

и

I2≤
∫ 1

0

tα |f ′(x)|q(st−s+1) |f ′(b)|qs(1−t) dt= |f ′(x)|q(1−s) |f ′(b)|qs
∫ 1

0

tα
(∣∣∣∣f ′(x)
f ′(b)

∣∣∣∣qs)tdt=
=

(
|f ′(x)|1−s |f ′(b)|s

)q ∫ 1

0

tαψt(x)dt =
(
|f ′(x)|1−s |f ′(b)|s

)q
H1 (α, ψ(x)) .

�

Следствие 1. Предположим, что все условия теоремы 1 выполнены, тогда∣∣∣∣∣
(
b− a

2

)α−1

f(
b+ a

2
)− Γ(α + 1)

b− a

[
Iα
( b+a

2 )−
f(a) + Iα

( b+a
2 )+

f(b)

]∣∣∣∣∣ ≤ G1

(
b+ a

2
, α, 1, s

)
.
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Доказательство. Полагаем x =
a+ b

2
и q = 1 в теореме 1.

Теорема 2. Пусть f : χ ⊆ R+ → R+ — дифференцируемая функция на (a, b) и
f ′ ∈ L1 [a, b]. If |f ′(x)|q является s-геометрически выпуклой и монотонно убываю-
щей на [a, b] при 0 ≤ a < b и q ∈ (1,+∞), тогда∣∣∣∣(x− a)

α
+ (b− x)

α

b− a
f(x)− Γ(α+ 1)

b− a
[Iαx−f(a) + Iαx+f(b)]

∣∣∣∣ ≤
≤

(
q − 1

(α+ 1)q − 1

)1− 1
q

G2 (x, α, q, s) ,

где H2(u) = H1(0, u) и

G2(x, α, q, s) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(x− a)α+1

b− a
|f ′(a)|sH2(φ(x))

1
q +

(b− x)α+1

b− a
|f ′(b)|sH2(ψ(x))

1
q , |f ′(a)| < 1,

(x− a)α+1

b− a
|f ′(a)|H2(φ(x))

1
q +

(b− x)α+1

b− a
|f ′(b)|sH2(ψ(x))

1
q ,

|f ′(x)| < 1 < |f ′(a)| ,
(x− a)α+1

b− a
|f ′(x)|1−s |f ′(a)|H2(φ(x))

1
q +

+
(b− x)α+1

b− a
|f ′(x)|1−s |f ′(b)|H2(ψ(x))

1
q , 1 < |f ′(b)| ,

(x− a)α+1

b− a
|f ′(x)|1−s |f ′(a)|H2(φ(x))

1
q +

+
(b− x)α+1

b− a
|f ′(x)|1−s |f ′(b)|sH2(ψ(x))

1
q , |f ′(b)| < 1 < |f ′(x)| .

Доказательство. По лемме 1 и неравенству Гёльдера для монотонно убыва-
ющей и s-геометрически выпуклой функции |f ′|q имеем∣∣∣∣(x− a)

α
+ (b− x)

α

b− a
f(x)− Γ(α+ 1)

b− a
[Iαx−f(a) + Iαx+f(b)]

∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣(x − a)α+1

b− a

∫ 1

0

tαf ′ (tx+ (1− t) a) dt

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ (b− x)α+1

b− a

∫ 1

0

tαf ′ (tx+ (1− t) b)dt

∣∣∣∣ ≤
≤ (x− a)α+1

b− a

∫ 1

0

tα |f ′ (tx+ (1− t) a)| dt+ (b− x)α+1

b− a

∫ 1

0

tα |f ′ (tx+ (1− t) b)| dt ≤

≤ (x − a)α+1

b− a

(∫ 1

0

t
qα
q−1 dt

)1− 1
q
(∫ 1

0

|f ′ (tx+ (1− t) a)|q dt
) 1

q

+

+
(b − x)α+1

b− a

(∫ 1

0

t
qα
q−1 dt

)1− 1
q
(∫ 1

0

|f ′ (tx+ (1− t) b)|q dt
) 1

q

=

=

(
q − 1

(α+ 1)q − 1

)1− 1
q

[
(x− a)α+1

b− a

(∫ 1

0

|f ′ (tx+ (1− t) a)|q dt
) 1

q

+

+
(b− x)α+1

b− a

(∫ 1

0

|f ′ (tx+ (1− t) b)|q dt
) 1

q

]
≤
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≤
(

q − 1

(α + 1)q − 1

)1− 1
q

[
(x− a)α+1

b − a

(∫ 1

0

∣∣f ′ (xta1−t)∣∣q dt) 1
q

+

+
(b− x)α+1

b− a

(∫ 1

0

∣∣∣f ′
(
xtb1−t)

)∣∣∣q dt) 1
q

]
≤

≤
(

q − 1

(α+ 1)q − 1

)1− 1
q

[
(x− a)α+1

b− a

(∫ 1

0

|f ′(x)|qts |f ′(a)|q(1−t)s dt
) 1

q

+

+
(b− x)α+1

b − a

(∫ 1

0

|f ′(x)|qts |f ′(b)|q(1−t)s dt
) 1

q

]
.

Используя обозначения

I3 =

(∫ 1

0

|f ′(x)|qts |f ′(a)|q(1−t)s dt
) 1

q

, I4 =

(∫ 1

0

|f ′(x)|qts |f ′(b)|q(1−t)s dt
) 1

q

,

получаем следующие утверждения.
(a). Если |f ′(a)| < 1, то

I3 ≤
(∫ 1

0

|f ′(x)|qst |f ′(a)|qs(1−t) dt
) 1

q

= |f ′(a)|s
(∫ 1

0

φt(x)dt

) 1
q

= |f ′(a)|sH
1
q

2 (φ(x))

и

I4 ≤
(∫ 1

0

|f ′(x)|qst |f ′(b)|qs(1−t) dt
) 1

q

= |f ′(b)|sH
1
q

2 (ψ(x)) . (6)

(b). Если |f ′(x)| < 1 < |f ′(a)|, то

I3≤
(∫ 1

0

|f ′(x)|qst |f ′(a)|q(s(1−t)+1−s)
dt

) 1
q

=

(∫ 1

0

|f ′(x)|qst |f ′(a)|q |f ′(a)|−qst dt
) 1

q

=

= |f ′(a)|
(∫ 1

0

φt(x)dt

) 1
q

= |f ′(a)|H
1
q

2 (φ(x)) ,

и поскольку |f ′(b)| < |f ′(x)| < 1, то I4 удовлетворяет неравенству (6).
(c). Если 1 < |f ′(b)|, то

I3 ≤
(∫ 1

0

|f ′(x)|q(st−s+1) |f ′(a)|q(s(1−t)+1−s)
dt

) 1
q

= |f ′(x)|1−s |f ′(a)|H
1
q

2 (φ(x)) (7)

и

I4 ≤
(∫ 1

0

|f ′(x)|q(st−s+1) |f ′(b)|q(s(1−t)+1−s)
dt

) 1
q

= |f ′(x)|1−s |f ′(b)|H
1
q

2 (ψ(x)) .

(d). Если |f ′(b)| < 1 < |f ′(x)|, то I3 удовлетворяет неравенству (7), поскольку
1 < |f ′(x)| < |f ′(a)| и

I4 ≤
(∫ 1

0

|f ′(x)|q(st−s+1) |f ′(b)|qs(1−t) dt
) 1

q

= |f ′(x)|1−s |f ′(b)|sH
1
q

2 (ψ(x)) .
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Следствие 2. Предположим, что все условия теоремы 2 выполнены, тогда∣∣∣∣∣
(
b− a

2

)α−1

f(
b+ a

2
)− Γ(α+ 1)

b− a

[
Iα
( b+a

2 )−
f(a) + Iα

( b+a
2 )+

f(b)

]∣∣∣∣∣ ≤
≤

(
1

2α+ 1

) 1
2

G2

(
b + a

2
, α, 2, s

)
.

Доказательство. Примените x =
a+ b

2
и q = 2 в теореме 2.

Следствие 3. Пусть f : χ ⊆ R+ → R+ — дифференцируемая функция на
(a, b) и f ′ ∈ L1 [a, b]. Если |f ′(x)|q геометрически выпукла и монотонно убывает
на [a, b] с 0 ≤ a < b и q ∈ (1,+∞), также |ψ(x)| ≤ M q, где M — положительное
действительное число, тогда

∣∣∣∣(x− a)
α
+ (b− x)

α

b− a
f(x)− Γ(α+ 1)

b− a
[Iαx−f(a) + Iαx+f(b)]

∣∣∣∣ ≤
≤
(

q − 1

(α + 1)q − 1

)1− 1
q
[
(x− a)α+1

b− a
|f ′(a)|+ (b − x)α+1

b− a
M |f ′(b)|

]
.

Доказательство. Поскольку φ(x) < 1 и 1 < ψ(x) < M q, то H
1
q

2 (φ(x)) < 1 и

H
1
q

2 (ψ(x)) <

(
M q − 1

ln(M q)

) 1
q

< M соответственно. Поэтому

G2 (x, α, q, 1) ≤ (x− a)α+1

b− a
|f ′(a)|+ (b− x)α+1

b− a
M |f ′(b)| .

3. Примеры. В этом разделе, используя теоремы 1 и 2, мы получаем неко-
торые интегральные неравенства для обыкновенного интеграла H-H для функций,
у которых (AVFDPRP) геометрически выпуклые или s-геометрически выпуклые.
Кроме того, наши результаты обобщают неравенства H-H, полученные ранее Ти-
аном и др. [19].

Если α = 1 в теореме 1, то мы получаем следующее интегральное неравенство
H-H для s-геометрически выпуклой функции.

Теорема 3. Пусть f : χ ⊆ R+ → R+ — дифференцируемая функция на (a, b) и
f ′ ∈ L1 [a, b]. Если |f ′(x)|q является s-геометрически выпуклой и монотонно убы-
вающей на [a, b] при 0 ≤ a < b и q ∈ [1,+∞), тогда∣∣∣∣∣f(x)− 1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣∣ ≤
(
1

2

)1− 1
q

G3(x, q, s),

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2025. Т. 12 (70). Вып. 1 137



где

G3(x, q, s) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(x− a)2

b− a
|f ′(a)|sH

1
q

3 (φ(x)) +
(b− x)2

b− a
|f ′(b)|sH

1
q

3 (ψ(x)), |f ′(a)| < 1,

(x− a)2

b− a
|f ′(a)|H

1
q

3 (φ(x)) +
(b− x)2

b− a
|f ′(b)|sH

1
q

3 (ψ(x)), |f ′(x)| < 1 < |f ′(a)| ,
(x− a)2

b− a
|f ′(x)|1−s |f ′(a)|H

1
q

3 (φ(x)) +
(b− x)2

b− a
|f ′(x)|1−s |f ′(b)|H

1
q

3 (ψ(x)),

1 < |f ′(b)| ,
(x− a)2

b− a
|f ′(x)|1−s |f ′(a)|H

1
q

3 (φ(x)) +
(b− x)2

b− a
|f ′(x)|1−s |f ′(b)|sH

1
q

3 (ψ(x)),

|f ′(b)| < 1 < |f ′(x)| ,

и H3(u) = H1(1, u).

Доказательство. Результат получается в силу леммы 1 после подстановки
α = 1 в теореме 1.

Полагая x = a+b
2 в теореме 3, получаем следующее интегральное неравенство

H-H.

Следствие 4. Если все предположения теоремы 3 справедливы, то∣∣∣∣∣f(a+ b

2
)− 1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣∣ ≤
(
1

2

)1− 1
q
(
b− a

4

)
G5(q, s),

где

G5(q, s) =
G3(

a+b
2 , q, s)
b−a
4

=

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

|f ′(a)|sH
1
q

3 (φ(a+b2 )) + |f ′(b)|sH
1
q

3 (ψ(a+b2 )), |f ′(a)| < 1,

|f ′(a)|H
1
q

3 (φ(a+b2 )) + |f ′(b)|sH
1
q

3 (ψ(a+b2 )),
∣∣f ′(a+b2 )

∣∣ < 1 < |f ′(a)| ,∣∣f ′(a+b2 )
∣∣1−s |f ′(a)|H

1
q

3 (φ(
a+b
2 )) +

∣∣f ′(a+b2 )
∣∣1−s |f ′(b)|H

1
q

3 (ψ(
a+b
2 )),

1 < |f ′(b)| ,∣∣f ′(a+b2 )
∣∣1−s |f ′(a)|H

1
q

3 (φ(
a+b
2 )) +

∣∣f ′(a+b2 )
∣∣1−s |f ′(b)|sH

1
q

3 (ψ(a+b2 )),
|f ′(b)| < 1 <

∣∣f ′(a+b2 )
∣∣ .

Теорема 4. Пусть f : χ ⊆ R+ → R+ — дифференцируемая функция на (a, b) и
f ′ ∈ L1 [a, b]. Если |f ′(x)|q является s-геометрически выпуклой и монотонно убы-
вающей на [a, b] при 0 ≤ a < b, q ∈ (1,+∞), тогда∣∣∣∣∣f(x)− 1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣∣ ≤
(
q − 1

2q − 1

)1− 1
q

G4(x, q, s),

где G4(x, q, s) = G2(x, 1, q, s).

Доказательство. Полагаем α = 1 в теореме 2.
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Следствие 5. Предположим, что все условия теоремы 4 выполнены, тогда∣∣∣∣∣f(a+ b

2
)− 1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣∣ ≤
(
q − 1

2q − 1

)1− 1
q
(
b− a

4

)
G6(q, s),

где

G6(q, s) =
G4(

a+b
2 , q, s)
b−a
4

=

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

|f ′(a)|sH
1
q

2 (φ(a+b2 )) + |f ′(b)|sH
1
q

2 (ψ(a+b2 )), |f ′(a)| < 1,

|f ′(a)|H
1
q

2 (φ(a+b2 )) + |f ′(b)|sH
1
q

2 (ψ(a+b2 )),
∣∣f ′(a+b2 )

∣∣ < 1 < |f ′(a)| ,∣∣f ′(a+b2 )
∣∣1−s |f ′(a)|H

1
q

2 (φ(
a+b
2 )) +

∣∣f ′(a+b2 )
∣∣1−s |f ′(b)|H

1
q

2 (ψ(
a+b
2 )),

1 < |f ′(b)| ,∣∣f ′(a+b2 )
∣∣1−s |f ′(a)|H

1
q

2 (φ(
a+b
2 )) +

∣∣f ′(a+b2 )
∣∣1−s |f ′(b)|sH

1
q

2 (ψ(a+b2 )),
|f ′(b)| < 1 <

∣∣f ′(a+b2 )
∣∣ .

Следующая теорема вытекает из теоремы 1 при α = 1 и s = 1.

Теорема 5. Пусть f : χ ⊆ R+ → R+ — дифференцируемая функция на (a, b)
и f ′ ∈ L1 [a, b]. Если |f ′(x)|q геометрически выпукла и монотонно убывает на [a, b]
при 0 ≤ a < b и q ∈ [1,+∞), тогда∣∣∣∣∣f(x)− 1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣∣ ≤
≤

(
1

2

)1− 1
q
[
(x− a)2

b− a
|f ′(a)|H

1
q

3 (φ1(x)) +
(b − x)2

b− a
|f ′(b)|H

1
q

3 (ψ1(x))

]
,

где

φ1(x) =

∣∣∣∣f ′(x)
f ′(a)

∣∣∣∣q , ψ1(x) =

∣∣∣∣f ′(x)
f ′(b)

∣∣∣∣q .
Если положить x = a+b

2 в теореме 5, мы можем получить следующую инте-
гральную формулу H-H.

Следствие 6. Если условия теоремы 5 выполнены, то∣∣∣∣∣f(a+ b

2
)− 1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣∣ ≤
≤

(
1

2

)1− 1
q
(
b− a

4

)[
|f ′(a)|H

1
q

3 (φ1(
a+ b

2
)) + |f ′(b)|H

1
q

3 (ψ1(
a+ b

2
))

]
.

Если положить α = 1 и s = 1 в теореме 2, то будет выполнено следующее
неравенство.

Теорема 6. Пусть f : χ ⊆ R+ → R+ — дифференцируемая функция на (a, b) и
f ′ ∈ L1 [a, b]. Если |f ′(x)|q геометрически выпукла и монотонно убывает на [a, b],
для 0 ≤ a < b и q ∈ (1,+∞), тогда
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∣∣∣∣∣f(x)− 1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣∣ ≤
≤

(
q − 1

2q − 1

)1− 1
q
[
(x− a)2

b− a
|f ′(a)|H

1
q

2 (φ1(x)) +
(b − x)2

b− a
|f ′(b)|H

1
q

2 (ψ1(x))

]
.

Полагая x = a+b
2 в теореме 6, получаем интегральное неравенство H-H.

Следствие 7. Согласно предположениям теоремы 6, имеет место следующее
неравенство:∣∣∣∣∣f(a+ b

2
)− 1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣∣ ≤
≤

(
q − 1

2q − 1

)1− 1
q
(
b− a

4

)[
|f ′(a)|H

1
q

2 (φ1(
a+ b

2
)) + |f ′(b)|H

1
q

2 (ψ1(
a+ b

2
))

]
.

Следствие 8. Предположим, что все условия теоремы 6 выполнены, причем
|ψ(x)| < M q, M ∈ R+ и q ∈ (1,+∞), тогда∣∣∣∣∣f(x)− 1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣∣ ≤
(
q − 1

2q − 1

)1− 1
q
[
(x− a)2

b− a
|f ′(a)|+ (b − x)2

b− a
|f ′(b)|M

]
.

Действительно, при подстановке x = a+b
2 в следствие 8 интегральное неравен-

ство H-H преобразуется следующим образом.

Следствие 9. При выполнении условий следствия 8.∣∣∣∣∣f(a+ b

2
)− 1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣∣ ≤
(
q − 1

2q − 1

)1− 1
q
(
b − a

4

)
[|f ′(a)|+ |f ′(b)|M ] .

4. Заключение. В настоящей работе рассматривается s-геометрически выпук-
лая функция. В рамках этой концепции доказано дробное интегральное неравенство
типа Эрмита—Адамара, включая дробный интеграл Римана—Лиувилля. Результа-
ты исследований уточняют неравенства Эрмита—Адамара для обыкновенного ин-
теграла в различных случаях для функций, у которых AVFDPRP геометрически
выпуклые или s-геометрически выпуклые. На следующем этапе эти неравенства мо-
гут быть проверены для других дробных интегральных операторов и других типов
дробных интегральных неравенств. Формулы, полученные в статье, будут полезны
при теоретическом исследовании других моделей дробного исчисления.
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In the present study, we discuss some types of the Hermite—Hadamard (H-H)
fractional integral inequality, with Riemann—Liouville fractional integral for functions
whose absolute values of the first derivatives to positive real powers (AVFDPRP) are
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