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Рассматриваются системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). Если мат-
рица системы невырождена, то существует единственное решение системы. В вырож-
денном случае система может не иметь решения или иметь бесконечно много реше-
ний. В этом случае вводится понятие нормального решения. Случай невырожденной
квадратной матрицы теоретически можно считать хорошим в смысле существования
и единственности решения. Однако в теории вычислительных методов невырожден-
ные матрицы подразделяют на две категории: «плохо обусловленные» и «хорошо обу-
словленные». Плохо обусловленными называют матрицы, для которых решение систе-
мы уравнений практически является неустойчивым. Одной из важных характеристик
практической устойчивости решения системы линейных уравнений является число
обусловленности. Обычно для получения надежного решения используют методы ре-
гуляризации. Общей стратегией является использование стабилизатора Тихонова или
его модификаций, либо представление искомого решения в виде ортогональной суммы
двух векторов, один из которых определяется устойчиво, а для поиска второго необ-
ходима некая процедура стабилизации. В настоящей статье рассматриваются методы
численного решения СЛАУ с положительно определенной симметричной матрицей
или с матрицей осцилляционного типа с использованием регуляризации, приводящие
к СЛАУ с уменьшенным числом обусловленности.

Ключевые слова: система линейных алгебраических уравнений, некорректные задачи,
плохо обусловленные задачи, число обусловленности, метод регуляризации.

1. Общая теория решения некорректных и плохо обусловленных уравнений из-
ложена в фундаментальных работах [1–3], вопросы реализации общей теории при-
менительно к конкретным прикладным задачам — в книге [4] и многочисленных ста-
тьях.

Рассмотрим конечномерный случай решения системы линейных алгебраических
уравнений (СЛАУ). Дана система

Az = u, (1)

где A— вещественная квадратная матрица, u— заданный вещественный вектор и
z — искомый вектор размерности n. Матрица и правая часть в уравнении (1) могут
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быть заданы приближениями к ним Aδ и uδ такими, что

||∆A|| = ||A−Aδ|| 6 δ, ||∆u|| = ||u− uδ|| 6 δ.

Эти погрешности повлекут ошибку ∆z определения вектора z. В качестве вектор-
ной нормы используем евклидову норму, а в качестве матричной — подчиненную ей
норму [5]

||A|| =
√
ρ(A∗A). (2)

Введем относительные погрешности

δA =
||∆A||
||A|| , δu =

||∆u||
||u|| , δz =

||∆z||
||z|| .

Заметим, что эти погрешности присутствуют практически всегда, поскольку вычис-
ления, как правило, проводятся с конечным числом значащих цифр.

Если матрица A невырождена, то существует единственное решение системы
(1) и можно ввести в рассмотрение число обусловленности µ(A) = cond(A) = ||A|| ·
||A−1||.

Важность этой характеристики задачи видна из следующего результата.

Теорема 1 (см. [5, с. 111]). Для произвольных δu и достаточно малых δA спра-
ведлива оценка погрешности

δz 6
µ(A)

1− µ(A)δA
(δA + δu).

Следовательно, независимо от метода решения СЛАУ погрешность результата
может оказаться примерно в µ(A) раз больше погрешности исходной информации.

Приведем пример классической задачи подобного типа: пусть непрерывная
функция f аппроксимируется алгебраическим многочленом в метрике пространства
L2[0, 1]; будем искать многочлен в виде

Pn(x) =
n∑

k=0

pkx
k (3)

и определим погрешность аппроксимации как

E =

∫ 1

0

(f(x)− Pn(x))
2 dx.

Условия ее минимизации
∂E

∂pj
= 0, j = 0, 1, . . . , n,

приводят к СЛАУ с матрицей Гильберта

Hn+1 =

(
1

k + j + 1

)n

k,j=0

.

Эта матрица симметрична и положительно определена, но при возрастании n наи-
меньшее собственное число матрицы Hn+1 стремится к нулю, что приводит к
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быстрому росту числа обусловленности и неустойчивости решения СЛАУ (так,
cond(H10) ≈ 3.5 · 1013). Следовательно, на этом пути вряд ли удастся получить
приближение с малой погрешностью.

Р. Беллман говорил: «Теорию матриц можно считать арифметикой высшей ма-
тематики. Решение линейной системы является самой фундаментальной в анализе
проблемой. К этой проблеме пытаются сводить многие другие задачи и иногда, к
своему ужасу, достигают успеха».

2. Напомним, что задача решения уравнения (1) называется корректно постав-
ленной, если ее решение существует для любой правой части u, оно единственно и
непрерывно зависит от u. Задача называется плохо обусловленной, если ее решение
неустойчиво или велико ее число обусловленности.

Такие системы возникают, например, в теории и практике приближения функ-
ций, при решении задач математической физики вариационными методами [6].

Будем считать, что уравнение (1) задано в гильбертовом пространстве H и
его приближенное решение разыскивается в виде линейной комбинации нескольких
первых элементов линейно независимой и полной в энергетическом пространстве
HA координатной системы {ωk}∞k=1. Матрица СЛАУ в таком случае есть матрица
Грама [7]

Γn = ([ωk, ωj]A)
n
k,j=1 .

При этом «качество» СЛАУ определяется разумным выбором координатных си-
стем [7].

Определение 1. Множество элементов гильбертова пространства называется
минимальной в этом пространстве системой, если вычеркивание любого элемента
этого множества сужает натянутое на него пространство.

Приведем важный пример неминимальной системы. По теореме Г. Мюнца по-
следовательность {xpk} (k = 1, 2, . . . ), 0 6 p1 < p2 < p3 . . . , полна в L2[0, 1], если
ряд

∞∑

k=2

1

pk

расходится.
Очевидно, вычеркивание любого элемента этой системы не влияет на сходи-

мость ряда и не сокращает натянутого на остальные элементы подпространства,
потому эта система элементов не минимальна.

Матрица Грама симметрична и положительно определена и ее собственные чис-
ла λ(n)k положительны; запишем их в порядке возрастания

0 < λ
(n)
1 6 λ

(n)
2 6 · · · 6 λ(n)n .

Определение 2. Множество элементов гильбертова пространства называется
сильно минимальной в этом пространстве системой, если

inf λ
(n)
1 = lim

n→∞
λ
(n)
1 = λ0 > 0.

Из определения (2) следуют равенства

||Γn|| = λ(n)n , ||Γ−1
n || = 1

λ
(n)
1

.
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Следовательно, нормы обратных матриц Грама, порожденных сильно минимальной
системой, ограничены.

Определение 3. Множество элементов гильбертова пространства называется
почти ортонормированной в этом пространстве системой, если существуют такие
постоянные λ0 и Λ0, что для любых n и m 6 n выполняются неравенства

λ0 6 λ(n)m 6 Λ0.

Очевидно, для почти ортонормированной системы нормы матриц Γn, Γ
−1
n ограниче-

ны, а вместе с ними ограничены и числа cond(Γn) = ||Γn||·||Γ−1
n ||. В частности, любая

ортонормированная система является и почти ортонормированной при λ0 = Λ0.
При решении конкретной задачи во избежание плохой обусловленности полу-

чаемой СЛАУ необходимо использовать координатную систему с наилучшими свой-
ствами.

В рассмотренном выше примере построения аппроксимирующего многочлена в
виде (3) в пространстве L2[0, 1] была использована неминимальная система {xk}∞k=0,
что привело к СЛАУ с плохо обусловленной матрицей Гильберта. Если же взять в
качестве координатной систему многочленов Лежандра {Lk(2x − 1)}∞k=0 и искать
многочлен в виде Pn(x) =

∑n
k=0 ckLk(2x − 1), то придем к СЛАУ с диагональной

матрицей, решение которой не составляет никакого труда.

3. В общем случае СЛАУ (1) может не иметь решения. Тогда целесообразно
ввести в рассмотрение псевдорешения и нормальные решения уравнения (1).

Определение 4. Псевдорешением уравнения (1) называется любой элемент z,
минимизирующий величину ||Az − u||.

Определение 5. Нормальным решением уравнения (1) называется псевдоре-
шение с наименьшей нормой.

Очевидно, нормальное решение существует и единственно; если уравнение (1)
имеет единственное решение, то нормальное решение совпадает с ним.

Для нахождения нормального решения необходимы процедуры регуляризации,
в которых параметры регуляризации выбираются в зависимости от точности исход-
ной информации и обусловленности исходной задачи.

Далее описаны некоторые алгоритмы, которые формально укладываются в об-
щую схему регуляризации А. Н. Тихонова [1], но имеют меньшую обусловленность.

В методе Тихонова вводится функционал

Mα(A, z, u) = ||Az − u||2 + α||z||2, α > 0, (4)

и ставится задача нахождения элемента zα, минимизирующего этот функционал.
Такой элемент однозначно определяется как решение уравнения Эйлера

(A∗A+ αE)zα = A∗u. (5)

Теорема 2 (см. [1, с. 119]). Пусть zo есть нормальное решение системы Az = u
и вместо вектора u мы имеем вектор uδ такой, что ||u−uδ|| 6 δ. Пусть далее β1(δ)
и β2(δ)— какие-либо непрерывные и положительные на [0, δ2] функции, монотонно
стремящиеся к нулю при δ → 0 и такие, что

δ

β1(δ)
6 β2(δ), β2(0) = 0.
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Тогда для любой положительной на [0, δ2] функции α = α(δ), удовлетворяющей
условию

δ

β1(δ)
6 α(δ) 6 β2(δ), (6)

векторы zα(δ), являющиеся решением уравнения Эйлера

(A∗A+ α(δ)E)zα(δ) = A∗u, (7)

сходятся к нормальному решению системы Az = u при δ → 0, т. е.

lim
δ→0

||zα(δ) − zo|| = 0.

Замечание. Если система (1) имеет единственное решение, то неравенство (6)
можно заменить на такое:

δ2

β1(δ)
6 α(δ) 6 β2(δ), (8)

откуда, в частности, при β1(δ) = β2(δ) = δ из (8) находим α(δ) = δ. Аналогично из
(6) при β1(δ) = β2(δ) =

√
δ находим α(δ) =

√
δ.

Переход от уравнения (1) к уравнению Эйлера (7) можно представить в виде
двух шагов: сперва переходим от уравнения Az = u к уравнению

A∗Az = A∗u, (9)

а затем делаем сдвиг
(A∗A+ αE)z = A∗u.

Уравнение (9) в отличие от исходного всегда разрешимо, но его число обуслов-
ленности практически возводится в квадрат по сравнению с исходным. Эта же черта
характерна и для уравнения Эйлера при малых α. Наша задача заключается в по-
строении алгоритмов регуляризации уравнения (1), лишенных этого недостатка для
некоторого класса матриц.

4. Регуляризация СЛАУ с симметричной положительно определенной
матрицей. Для симметричной положительно определенной матрицы A существует
единственный положительно определенный корень из нее, т. е. симметричная мат-
рица B такая, что B2 = A.

Пусть µ и x— собственное число и собственный вектор матрицы B, т. е.

Bx = µx. (10)

После умножения этого равенства слева на B получим Ax = µBx. Используя (10),
получим Ax = µ2x. Это равенство означает, что собственные векторы матриц A
и B совпадают, а собственные числа матрицы B суть корни из собственных чисел
матрицы A.

Умножая исходное уравнение Az = u слева на матрицу B−1, получим

Bz = B−1u.

Запишем функционал (4) для этого уравнения:

Mα(B, z,B
−1u) = ||Bz −B−1u||2 + α||z||2, α > 0,
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уравнение Эйлера (5) для него примет вид

(B∗B + αE)zα = B∗(B−1u) (11)

или в силу самосопряженности B

(A+ αE)zα = u. (12)

Итак, метод регуляризации А. Н. Тихонова для уравнения (1) с симметричной
положительно определенной матрицей вместо общего уравнения (5) может быть све-
ден к более простой системе (12) (фактически это метод регуляризации М. М. Лав-
рентьева). Основное преимущество такого подхода состоит в том, что число обу-
словленности при этом не возрастает.

5. Регуляризация СЛАУ в случае осцилляционных матриц. Существу-
ют классы несимметричных матриц, все собственные значения которых положитель-
ны. Покажем, как в этом случае можно осуществить процесс регуляризации в фор-
ме (11), а не в традиционной форме, что, как уже упоминалось выше, существенно
уменьшает число обусловленности решаемой системы. Рассмотрим класс осцилля-
ционных матриц, появляющихся при исследовании малых колебаний механических
систем, все собственные значения которых положительны и попарно различны, а со-
ответствующие собственные векторы обладают особыми свойствами колебаний (см.
[8, 9]). Справедлива следующая

Теорема 3 (см. [9, с. 400]).
1. Осцилляционная матрица всегда имеет n различных положительных соб-

ственных чисел λ1 > λ2 > . . . , λn > 0.
2. У первого собственного вектора матрицы, отвечающего наибольшему соб-

ственному числу, все координаты отличны от нуля и одного знака. У собственного
вектора, отвечающего второму по величине собственному числу, в ряду координат
имеется точно одна перемена знака, и вообще в ряду координат k-го собственно-
го вектора, соответствующего k-му собственному числу, имеется точно k − 1
перемена знака (k = 1, 2, . . . , n).

Пусть A— осцилляционная матрица, а V есть матрица ее собственных векторов,
Λ = [λ1, . . . , λn]— диагональная матрица собственных чисел матрицыA. ТогдаAV =
V Λ или A = V ΛV −1. Пусть Λ1 = [

√
λ1, . . . ,

√
λn]. Положим B = V Λ1V

−1. Понятно,
что B2 = V Λ1V

−1V Λ1V
−1 = V Λ2

1V
−1 = A.

Следовательно, B есть корень из A, и собственные векторы этих матриц совпа-
дают.

Таким образом, процесс регуляризации может быть осуществлен в форме (11).
Число обусловленности задачи (11) существенно меньше, чем у стандартной

формы метода регуляризации (5). Отметим, что матрица B∗B−1 в правой части
уравнения (11) невелика (в случае симметрии A она равна единичной матрице) и не
сильно увеличивает погрешность вектора u. Методы вычисления необходимого нам
квадратного корня матрицы описаны в работе [10]. Заметим, что для осцилляцион-
ных матриц с успехом можно использовать метод Ньютона в форме

Bk+1 =
1

2

(
Bk +B−1

k A
)
, k = 0, 1, . . . , B0 = A.

Обобщенная матрица Вандермонда, то есть матрица вида (abki )ni,k=1, 0 < a1 <
· · · < an, b1 < · · · < bn, относится к классу осцилляционных матриц.
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Эти матрицы плохо обусловлены. Так, для обычной матрицы Вандермонда
(bk = k − 1, ai = i/n) числа обусловленности растут как 8n [11].

В работе [12] представлена программа для решения системы линейных алгебра-
ических уравнений с положительно определенной матрицей методом регуляризации.
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The system of linear algebraic equations (SLAE) is considered. If the matrix of the system
is non-degenerate, then there is a unique solution to the system. In a degenerate case, the
system may not have a solution or have infinitely many solutions. In this case, the concept
of a normal solution is introduced. The case of a non-degenerate square matrix can theo-
retically be considered good in terms of existence and uniqueness of the solution, but in
the theory of computational methods, nondegenerate matrices are divided into two cate-
gories: “ill-conditioned” and “well-conditioned”. Badly called matrices for which the solution
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of the system of equations is practically unstable. One of the important characteristics of
practical solution stability A system of linear equations is a condition number. Usually,
regularization methods are used to obtain a reliable solution. A common strategy is to use
Tikhonov’s stabilizer or his modifications, or the representation of the desired solution in
the form of orthogonal sums of two vectors, one of which is determined stably, and for
searching the second requires some stabilization procedure. In this article the methods of
numerical solution of SLAE are considered with a positive defined symmetric matrix or os-
cillating matrix type using regularization, leading to SLAEs with a reduced conditionality
number.

Keywords: a system of linear algebraic equations, ill-posed problems, ill-conditioned prob-
lems, condition number, regularization method.
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