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Рассматривается обобщенный линейный фильтр Калмана — Бьюси. Наблюдаемый
процесс является суммой полезного сигнала и шума, которые считаются независи-
мыми стационарными процессами авторегрессии, порядок которых больше единицы.
Приводятся рекуррентные уравнения для фильтрации, то есть прогноза одного (по-
лезного) процесса по наблюдениям за другим (наблюдаемым) процессом, стационарно-
связанным с прогнозируемым. Также приводятся уравнения для ошибки фильтрации
и для ее условных корреляций. Предложен также прямой алгоритм прогноза, осно-
ванный на анализе всех предшествующих наблюдений. Обсуждаются преимущества и
недостатки обоих алгоритмов. Приводятся численные примеры.

Ключевые слова: фильтр Калмана — Бьюси, рекуррентный и прямой алгоритмы, про-
цессы авторегрессии высокого порядка.

1. Введение. В математической модели динамической системы предполагает-
ся, что наблюдаемый полезный сигнал является суммой полезного сигнала и слу-
чайного шума. Проблема заключается в оценке полезного сигнала. Оценка одного
случайного процесса по наблюдениям за другим случайным процессом, коррелиро-
ванным с первым, называется фильтрацией. Первоначально были разработаны [1–4]
методы фильтрации, использующие результаты наблюдений во все предшествующие
моменты времени. В фильтре Калмана — Бьюси предполагается, что начальный мо-
мент фильтрации совпадает с начальным моментом наблюдений [5–7]. Многие обоб-
щенные и приближенные фильтры Калмана — Бьюси разработаны для процессов с
дискретным и непрерывным временем и для векторных процессов [8–12]. Главным
образом рассматривались марковские процессы, выводились рекуррентные соотно-
шения и изучались проблемы существования и устойчивости.

В настоящей статье сигнал и шум являются независимыми стационарными про-
цессами авторегрессии, порядок которых больше единицы. Кратко приводятся ре-
куррентные алгоритмы фильтрации и ошибок фильтрации, опубликованные в [13].
Подробно описывается прямой алгоритм, представленный на конференции 9th IWS в
Барселоне [14]. Обсуждаются достоинства и недостатки обоих алгоритмов. Основное
различие алгоритмов заключается в том, что при некоторых исходных параметрах
рекуррентный алгоритм не сходится, в то время как прямой алгоритм сходится во
всех случаях. Приводятся численные примеры.
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2. Постановка задачи. Пусть наблюдаемый процесс ζt является суммой двух
независимых процессов, представляющих сигнал θt и шум ηt:

ζt = θt + ηt. (1)

Процессы θt и ηt предполагаются стационарными в широком смысле последователь-
ностями авторегрессии порядков n и m с известными параметрами:

n∑

k=0

akθt−k = σ1ε1(t), a0 = 1,
m∑

k=0

bkηt−k = σ2ε2(t), b0 = 1. (2)

Здесь ε1(t) и ε2(t)— некоррелированные последовательности, причем

E(εi(t)) = 0, E(ε2i (t)) = 1, E(εi(t)εj(s)) = δtsδij , i, j = 1, 2, (3)

где δkj — символ Кронекера. Корни характеристических полиномов
a(z) =

∑n
k=0 akz

n−k и b(z) =
∑m

k=0 bkz
m−k по модулю меньше единицы, что обеспе-

чивает стационарность процессов [3].
Из соотношений (1)–(3) следует, что математические ожидания E(ζt) = E(θt) =

E(ηt) = 0. Дисперсии σ2
θ , σ

2
η и корреляции Rθ(k) = E(θt+kθt), Rη(k) = E(ηt+kηt),

k = 0, 1, . . . , процессов θt и ηt могут быть найдены из уравнений Юла — Уокера [16]:
∑n

k=0 akRθ(k) = σ2
1 ,

∑n
k=0 akRθ(|i − k|) = 0, i = 1, 2, . . . , n,

∑m
k=0 bkRη(k) = σ2

2 ,
∑m

k=0 bkRη(|i − k|) = 0, i = 1, 2, . . . ,m.
(4)

Корреляции Rθ(k) при k > n и корреляции Rη(k) при k > m определяются,
соответственно, по явным формулам

Rθ(k) = −
n∑

i=1

aiRθ(k − i), Rη(k) = −
m∑

i=1

biRη(k − i). (5)

Обозначим через F ζ
t = σ{ω : ζ0, . . . , ζt} наименьшую σ-алгебру, порожденную вели-

чинами {ζ0, . . . , ζt}.
Фильтр Калмана — Бьюси заключается в прогнозировании процесса θt при t ≥ 0

по наблюдениям процесса ζt при t ≥ 0. В работе [7] был рассмотрен случай m = n =
1. Ниже рассматривается более общий случай n+m > 2.

Исключая шум ηt из соотношений (1) и (2), получаем

θt+1 = −
n∑

k=1

akθt+1−k + σ1ε1(t+ 1),

ζt+1 = −
m∑

k=1

bkζt+1−k −
w∑

k=1

(ak − bk)θt+1−k + σ1ε1(t+ 1) + σ2ε2(t+ 1),

(6)

где приняты обозначения

w = max{n,m}, ak = 0, k > n, bi = 0, i > m. (7)

Если в паре (ζ, θ) зависимых процессов только один процесс наблюдаем, то пара
называется частично наблюдаемой.
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3. Рекуррентные соотношения для фильтра Калмана — Бьюси и его
ошибки. Обозначим оценку процесса θt и его ошибку по отношению к σ-алгебре
F ζ
t , соответственно, через

µt = E(θt|F ζ
t ), γt = E[(θt − µt)

2|F ζ
t ]. (8)

Обозначим условные взаимные корреляции через

Kt(s) = E[(θt − µt)(θt−s − µt−s)|F ζ
t ]. (9)

Установлено [7], что для фильтра Калмана — Бьюси условные корреляции Kt(s) и
условные ошибки γt совпадают с безусловными.

Введем случайные величины

θ̃t+1 = θt+1 −E(θt+1|F ζ
t ),

ζ̃t+1 = ζt+1 −E(ζt+1|F ζ
t )

(10)

и рассмотрим условные взаимные корреляции по отношению к σ-алгебре F ζ
t

B11(t) = cov(θ̃t+1, θ̃t+1|F ζ
t ) = E{(θ̃t+1)

2|F ζ
t },

B12(t) = cov(θ̃t+1, ζ̃t+1|F ζ
t ) = E{θ̃t+1ζ̃t+1|F ζ

t },
B22(t) = cov(ζ̃t+1, ζ̃t+1|F ζ

t ) = E{(ζ̃t+1)
2|F ζ

t }.
(11)

В случае w = 1 для гауссовских процессов θt и ηt, базируясь на теореме о
нормальной корреляции, в работе [7] построен оптимальный линейный фильтр µt и
найдена его ошибка γt в виде

µt+1 = E(θt+1|{F ζ
t , ζt+1}) = E(θt+1|F ζ

t ) +
B12(t)

B22(t)
[ζt+1 −E(ζt+1|F ζ

t )],

γt+1 = cov(θt+1, θt+1|{F ζ
t , ζt+1}) = B11(t)−

B2
12(t)

B22(t)
.

(12)

В [7] доказывается, что если процессы θt и ηt не гауссовские, но некоррелиро-
ваны, а вторые моменты процессов (6) ограничены, то оптимальная (в среднеквад-
ратическом смысле) линейная оценка θt относительно ζs, 0 ≤ s ≤ t, и ее ошибка
удовлетворяют равенствам (12).

При w > 1 прогноз µt и его ошибка γt найдены в работе [13] и приводятся в
нижеследующей теореме.

Теорема 1. Пусть (ζ, θ)— частично наблюдаемая последовательность, удо-
влетворяющая соотношениям (6). Тогда величины µt+1, γt+1 и Kt+1(s) при t ≥ w−1
с учетом (5) удовлетворяют рекуррентным уравнениям

µt+1= −
n∑

k=1

akµt+1−k+
B12(t)

B22(t)

[
ζt+1+

m∑

k=1

bkζt+1−k+

w∑

k=1

(ak−bk)µt+1−k

]
,

γt+1 = B11(t)−
B2

12(t)

B22(t)
,

Kt+1(s) = −
n∑

k=1

ak
[
(1− δks)Kt+1−min(k,s)(|k − s|) + δksγt+1−s

]
+

+
B12(t)

B22(t)

w∑

k=1

(ak − bk)
[
(1− δks)Kt+1−min(k,s)(|k − s|) + δksγt+1−s

]
,

(13)
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где при s = 1, 2, . . . , w − 1 условные корреляции Kt+1(s) вычисляются по формулам
(9), а корреляции Bij(t) могут быть найдены по формулам

B11(t) =

n∑

k=1

a2kγt+1−k + 2

n−1∑

k=1

n∑

r=k+1

akarKt+1−k(r − k) + σ2
1 ,

B12(t) =

n∑

k=1

ak(ak − bk)γt+1−k+

+

w−1∑

k=1

w∑

r=k+1

(ak(ar − br) + ar(ak − bk))Kt+1−k(r − k) + σ2
1 ,

B22(t) =

w∑

k=1

(ak − bk)
2γt+1−k+

+2

w−1∑

k=1

w∑

r=k+1

(ak − bk)(ar − br)Kt+1−k(r − k) + σ2
1 + σ2

2 .

(14)

Доказательство теоремы приведено в работе [13].

4. Предельная ошибка фильтрации.

Определение. Предельная ошибка фильтрации существует, если существуют
конечные пределы:

γ∞ = lim
t→∞

γt, K∞(s) = lim
t→∞

Kt(s), s = 1, 2, . . . , w − 1, (15)

вытекающие из соотношений (13), и если они удовлетворяют условиям A:
1) 0 < γ∞ <∞,

2) |K∞(s)| ≤ γ∞, 1 ≤ s ≤ w − 1,

3) предельная ковариационная матрица

K∞ =




γ∞ K∞(1) . . . K∞(w − 1)
K∞(1) γ∞ . . . K∞(w − 2)
. . . . . . . . . . . .

K∞(w − 1) K∞(w − 2) . . . γ∞




положительно определенная.
При вычислении предельных величин (15) следует в уравнениях (13) и (14)

положить t = ∞. Тогда уравнения (13) при γt = γ∞ и Kt[s] = K∞[s] принимают вид

γ∞ = γ∞

n∑

k=1

a2k + 2

n−1∑

k=1

n∑

r=k+1

akarK∞(r − k) + σ2
1 −B2

12/B22,

K∞(s) = −
n∑

k=1

ak [(1− δks)K∞(|k − s|) + δksγ∞] +

+
B12

B22

w∑

k=1

(ak − bk) [(1− δks)K∞(|k − s|) + δksγ∞] ,

(16)

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2019. Т. 6 (64). Вып. 4 639



где 1 ≤ s ≤ w − 1, а

B12 =

n∑

k=1

ak(ak − bk)γ∞ +

w−1∑

k=1

w∑

r=k+1

(ak(ar − br) + ar(ak − bk))K∞(r − k) + σ2
1 ,

B22 =

w∑

k=1

(ak − bk)
2γ∞ + 2

w−1∑

k=1

w∑

r=k+1

(ak − bk)(ar − br)K∞(r − k) + σ2
1 + σ2

2 .

(17)
Система (16) — это система w алгебраических уравнений относительно неизвест-

ных γ∞, K∞(s), 1 ≤ s ≤ w− 1. Назовем уравнения (16) предельными уравнениями.

Численные примеры, приведенные в [13], а также рассмотренные ниже (см. п. 7),
позволяют сделать следующие выводы:

1) если предельные уравнения (16) имеют единственное решение, удовлетворя-
ющее условиям А, тогда оно совпадает с решением уравнений (13) при t→ ∞,

2) если предельные уравнения имеют более одного решения, удовлетворяющего
условиям А, тогда одно из них совпадает с решением уравнений (13) при t→ ∞,

3) если предельные уравнения не имеют решений, удовлетворяющих условиям
А, тогда и уравнения (13) не имеют таких решений.

5. Прямой алгоритм. Замечание о начальной части рекуррентного
процесса. В связи с тем, что для рассматриваемого ниже прямого алгоритма про-
гноз процесса θt и его ошибка отличаются от соответствующих величин для рекур-
рентного алгоритма, эти величины для рекуррентного алгоритма будем обозначать
в дальнейшем через µr

t , γ
r
t , а для прямого алгоритма — через µd

t , γ
d
t . В отличие

от рекуррентного алгоритма в прямом алгоритме прогноз µd
t ищем с использова-

нием всех предшествующих наблюдений процесса ζk, k = 0, 1, . . . , t. При линейной
аппроксимации прогноз µd

t ищем в виде

µd
t =

t∑

k=0

α
(t)
k ζt−k (18)

и выбираем коэффициенты α
(t)
k так, чтобы ошибка фильтрации

γdt = E(θt − µd
t )

2 была минимальной. В силу независимости процессов θt и ηt и
соотношений ζt = θt + ηt и E (θtζs) = Rθ(|t− s|) получаем

γdt = E(θt − µd
t )

2 = Rθ(0)− 2

t∑

k=0

α
(t)
k Rθ(k) +

t∑

k=0

t∑

p=0

α
(t)
k α(t)

p Rζ(|k − p|). (19)

Здесь Rζ(t) = Rθ(t) + Rη(t), а корреляции Rθ(t) и Rη(t) находятся из уравнений
Юла — Уокера (4), (5).

Дифференцируя ошибку фильтрации γdt по коэффициентам α
(t)
k , получаем ли-

нейную систему уравнений для их вычисления:

t∑

p=0

α(t)
p Rζ(|k − p|) = Rθ(k), k = 0, 1, . . . , t, (20)
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и находим минимальное значение величины γdt :

γdt = Rθ(0)−E(µd
t )

2 = Rθ(0)−
t∑

k=0

α
(t)
k Rθ(k). (21)

Замечание. Очередной шаг рекуррентного процесса в момент t использует ин-
формацию о w предшествующих значениях прогноза µr

t−k, k = 1, 2, . . . , w. Поэтому
для начала работы алгоритма необходимо задать величины µr

t , 0 ≤ t ≤ w − 1. В
работе [13] описан алгоритм построения этих величин. Описанный выше прямой ал-
горитм также дает способ их вычисления. Для этого полагаем t = 0, 1, . . . , w − 1 и
получаем значения µr

t = µd
t и γrt = γdt , которые могут быть использованы в рекур-

рентных уравнениях (13).

6. Прямой алгоритм и его сравнение с рекуррентным алгоритмом.
Формальная разница между рекуррентным и прямым алгоритмами состоит в том,
что рекуррентный алгоритм использует идентичные операторы для каждого t >
w− 1, тогда как при использовании прямого алгоритма необходимо решать систему
уравнений (20), порядок которой растет с ростом t.

Для прямого алгоритма справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Если модули всех корней zj уравнений

n∑

k=0

akz
n−k = 0,

m∑

k=0

bkz
m−k = 0 (22)

меньше единицы,

Z = max{|zj |} < 1, j = 1, 2, . . . ,m+ n, (23)

тогда при t→ ∞ выполнены предельные соотношения
(i) γdt → γd∞ <∞,
(ii) αt

k → α∞
k <∞ равномерно по k,

(iii) α∞
k → 0 при k → ∞.

Доказательство. Общее решение системы разностных уравнений (5) (напри-
мер, для величин Rθ(t)) имеет вид

Rθ(t) =

n∑

j=1

Cjz
t
j , (24)

где Cj — произвольные постоянные, а zj — корни первого уравнения (22). Учитывая,
что Rζ(t) = Rθ(t) +Rη(t) и Z < 1, получаем

{|Rθ(t)|, |Rη(t)|, |Rζ(t)|} ≤ LZt, {Rθ(t), Rη(t), Rζ(t)} → 0 при t→ ∞, (25)

где постоянная L не зависит от t.
Теперь заключения (ii) и (iii) могут быть выведены из системы уравнений (20)

с симметричной матрицей коэффициентов Rζ(|k − p|) ≤ L1Z
|k−p|, постоянных на
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диагоналях, параллельных главной диагонали, и убывающих при удалении от нее.
Заключение (i) очевидно.

Теорема была проверена на численных экспериментах. Строгое доказательство
пока не получено.

Переходим к обсуждению и сравнению рекуррентного и прямого алгоритмов.
Для рекуррентного алгоритма прогноз и его ошибку будем обозначать через µr

t , γ
r
t ,

а для прямого алгоритма — через µd
t , γ

d
t .

Из теоремы 2 следует, что для прямого алгоритма ошибка γdt при t→ ∞ всегда
сходится к конечному значению γd∞ в то время, как для рекуррентного алгоритма
сходимость может не иметь места.

Рассмотрим обратный фильтр Калмана — Бьюси, в котором процесс θt является
шумом, а процесс ηt — полезным сигналом. Вместо (8) имеем

µ̃t = E(ηt|F ζ
t ), γ̃t = E[(ηt − µ̃t)

2|F ζ
t ].

Тогда ошибки прогнозов для обоих фильтров одинаковы: γt = γ̃t для всех t, причем
этот факт имеет место и для рекуррентного, и для прямого алгоритмов.

Во всех случаях ошибка прогноза прямого алгоритма не превосходит ошибки
прогноза рекуррентного алгоритма (γdt ≤ γrt ) и, как правило, она меньше (γdt < γrt ).

Действительно, при вычислении минимума ошибки (19) по α
(t)
k в рамках прямого

алгоритма все величины α
(t)
k являются искомыми и находятся из системы (20). В

рамках рекуррентного алгоритма построение текущей оценки µr
t+1 базируется на

наблюдениях ζt+1−k, 0 ≤ k ≤ m, и на уже найденных оценках µr
t−k, 0 ≤ k ≤ w − 1,

которые являются неточными.
При использовании прямого алгоритма для больших t можно избежать решения

системы (20) при всех t. Возьмем малое ε (скажем, ε = 10−3) и в силу теоремы 2

найдем такое τ , что |α(t)
p | < ε при всех t > τ . Тогда при t > τ для прогноза и его

ошибки можно использовать приближенные соотношения

µd
t =

τ∑

k=0

a
(τ)
k ζt−k, γdt = Rθ(0)−

τ∑

k=0

α
(τ)
k Rθ(t− k). (26)

7. Численные примеры и обсуждение.
Пример 1. Рассмотрим два процесса авторегрессии (2): полезный сигнал θt и

шум ηt с параметрами

θt : n = 3, {a1, a2, a3} = {−2.4, 2.08,−0.64}, σ1 = 1,

ηt : m = 3, {b1, b2, b3} = {−1.1,−0.3, 0.432}.
(27)

Оказалось, что при использовании рекуррентного алгоритма поведение ошибки про-
гноза γrt при t→ ∞ существенно зависит от величины ση (т. е. от уровня шума).

Для ση ≤ 0.4 предельные уравнения (16) имеют два корня, удовлетворяющих
условию А, γr,1∞ и γr,2∞ , и алгоритм сходится к одному из них. Например, при ση = 0.4
будет γr,1∞ = 0.149 и γr,2∞ = 0.306, и ошибка прогноза γrt при t → ∞ сходится к
γr,1∞ . В то же время, для прямого алгоритма ошибка γdt имеет предельное значение
γd∞ = 0.123, меньшее, чем γr,1∞ .
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Для ση ≥ 0.5 уравнения (16) не имеют решений, удовлетворяющих условиям А,
и при t→ ∞ ошибка поочередно принимает значения γr,1∞ и γr,2∞ .

Рассмотрим подробнее результаты численного моделирования в случае ση = 0.5.
Сигнал θt и шум ηt были построены по формулам (2), (27). По формуле ζt = θt + ηt
был найден наблюдаемый процесс, по значениям которого построены оценки µr

t и
µd
t по рекуррентному и прямому алгоритмам. При этом при t > 40 оценка µd

t была
построена по формуле (26).

В таблице приведены первые значения ошибок прогноза γrt и γdt . При t < 3 эти
ошибки равны по построению (см. замечание в п. 5). С ростом t ошибки γdt монотонно
убывают и стремятся к предельному значению γd∞ = 0.171. Ошибки γrt характери-
зуются более сложным поведением. С ростом t они преимущественно растут и при
t→ ∞ последовательно принимают два значения γr,1t = 0.369 и γr,2t = 0.374.

Ошибки прогноза γr
t и γd

t

t 0 1 2 3 4 5 6 7 ∞

γr
t 0.2 0.199 0.186 0.184 0.187 0.191 0.195 0.198 0.369 – 0.374

γd
t 0.2 0.199 0.186 0.180 0.177 0.176 0.174 0.173 0.171

На рисунке при 0 ≤ t ≤ 100 показаны полезный сигнал θt (сплошная линия)
и его оценки по рекуррентному алгоритму µr

t (штриховая линия) и по прямому
алгоритму µd

t (пунктирная линия). Несмотря на то, что ошибки фильтрации γrt и
γdt существенно различаются (см. таблицу), визуально трудно отдать предпочтение
рекуррентному или прямому алгоритму построения оценки с точки зрения близости
к оцениваемому процессу θt.

Функции θt, µr
t и µd

t при ση = 0.5.

Пример 2. Рассмотрим процессы (2) с параметрами

θt : n = 3, {a1, a2, a3} = {−2.2, 1.85,−0.534}, σ1 = 0.136, σθ = 1,

ηt : m = 3, {b1, b2, b3} = {1.7, 0.64,−0.082}, σ2 = 0.093, ση = 1.
(29)

Для этих процессов предельные уравнения (16) не имеют решений, удовлетворяю-
щих условиям А. Ошибка γrt → ∞ при t→ ∞ и оценки µr

t расходятся. В то же время
прямой алгоритм сходится и γd∞ = 0.0036.
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The linear generalized Kalman — Bucy filter problem is studied. An observed process is
a sum of a useful signal and a noise. A signal and a noise are independent stationary
auto-regressive processes with orders exceeding 1. The filter estimates a signal by using an
observed process. Two algorithms of filter are considered, recurrent and direct. In frames
of the recurrent algorithm to find the next in turn estimation of a signal the current
observation and some last previous filter estimations are used. The direct algorithm uses
all previous observations directly. For the both algorithms the errors of estimation are
found. The advantages and locks of both algorithms are discussed. Calculations at the
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recurrent algorithm does depend on time of observation. The direct algorithm is reduced
to a linear algebraic system, order of that increases with a time. On the other side, the
direct algorithm converges with growth of time in all cases, and the recurrent algorithm
sometime may not converge. Numerical examples are given.

Keywords: Kalman — Bucy filter, recurrent and direct algorithms, high order auto-regressive
processes.
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