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Пусть на вещественной оси заданы две точки a и b, расположенные соответственно
справа и слева от отрезка [−1, 1]. Ставится экстремальная задача: найти алгебраиче-
ский полином n-й степени, который в точке a принимает значение A, на отрезке [−1, 1]
не превосходит по модулю величины M и принимает наибольшее возможное значение
в точке b. Эта задача родственна второй задаче Золотарёва. В статье указывается
множество значений параметра A, при которых данная задача имеет единственное ре-
шение, и дается альтернансная характеристика этого решения. Изучается поведение
решения в зависимости от параметра A. Выясняется, что при некоторых A решение
можно получить с помощью полинома Чебышёва, а при остальных допустимых A —
с помощью полинома Золотарёва.

Ключевые слова: экстремальные свойства полиномов, альтернанс, полиномы Чебышё-
ва, полиномы Золотарёва.

1. Формальная постановка задачи. Для алгебраического полинома степени
не выше n, n ≥ 2, будем использовать обозначение

Pn(x, t) = x0t
n + x1t

n−1 + x2t
n−2 + · · ·+ xn.

При фиксированных вещественных параметрах

a > 1, b < −1, M > 0, A
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поставим задачу: максимизировать величину Pn(x, b) при ограничениях

|Pn(x, t)| ≤M при t ∈ [−1, 1], (1)

Pn(x, a) = A.

Другими словами, требуется найти полином, заключенный на интервале [−1, 1] в
границы [−M, M ], проходящий через точку (a,A) и принимающий в точке b макси-
мально возможное значение.

Отметим, что задача (1) может быть поставлена и решена и для случая n = 1.
Тогда при любом b < −1 из элементарных соображений сразу получается, что:

• при A /∈ [−aM, aM ] задача не имеет решения;

• при A ∈ [M,aM ] задачy решает полином
A−M

a− 1
t+

aM −A

a− 1
;

• при A ∈ [−aM,M ] задачy решает полином
A−M

a+ 1
t+

aM +A

a+ 1
.

В частности, при A =M оба оптимальных полинома обращаются в константу M .

Хорошо известна похожая экстремальная задача: найти полином, заключенный
на интервале [−1, 1] в границы [−M, M ] и принимающий в точке a > 1 максимально
возможное значение. Решением этой задачи является полином MTn(t), где Tn(t) —
полином Чебышёва, допускающий на [−1, 1] представление Tn(t) = cos(n arccos t).

Отметим, что полином Чебышёва Tn(t) имеет (n + 1)-точечный альтернанс, а
именно, принимает значения (−1)n−j в точках

τ
(n)
j = cos

(n− j)π

n
, j ∈ 0 : n, (2)

расположенных на [−1, 1] по возрастанию от τ
(n)
0 = −1 до τ

(n)
n = 1.

Решение задачи (1) имеет связь с полиномами Чебышёва и, как будет показано
далее, еще более тесную связь с полиномами, решающими вторую задачу Золота-
рёва [1]. В статье исследуются свойства оптимальных полиномов задачи (1) и их
вид в зависимости от значений параметров задачи. Теорема 2 дает альтернансную
характеризацию этих полиномов.

Основные результаты данной работы были представлены в краткой заметке [2].

2. Существование решения. В доказательствах часто будет использоваться
следующая лемма (частный случай леммы о числе нулей непрерывной функции,
см. [3, с. 31–32]).

Лемма 1 (о нулях полинома). Пусть Q(t) — нетривиальный алгебраический
полином. Если существуют m точек t0 < t1 < . . . < tm−1, в которых

σ(−1)kQ(tk) ≥ 0, k ∈ 0 : m− 1, (3)

где σ = ±1, то Q(t) имеет на [t0, tm−1] не менее m − 1 нулей с учетом их крат-
ности. В частности, для полинома Q(t) степени n выполнение неравенств (3) в
m = n+ 2 точках означает, что Q(t) ≡ 0.
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Обозначим через Ω множество коэффициентов x = (x0, x1, . . . , xn) полинома
Pn(x, t), удовлетворяющего ограничениям задачи (1). Элементы x ∈ Ω будем назы-
вать планами.

Положим An =MTn(a).

Лемма 2. Множество планов Ω непусто тогда и только тогда, когда выпол-
няется неравенство |A| ≤ An.

Доказательство. Допустим, вопреки утверждению, что при некотором A >
An существует полином Pn(x, t), удовлетворяющий ограничениям задачи (1). Введем
полином

Q(t) =MTn(t)− (1− ε)Pn(x, t).

Имеем Q(a) = An−(1−ε)A. Выберем ε ∈ (0, 1) так, чтобы выполнялось неравенство
Q(a) < 0.

В точках альтернанса (2) имеет место соотношение

Tn(τ
(n)
k ) = (−1)n−k, k ∈ 0 : n, (4)

так что
(−1)n−kQ(τ

(n)
k ) =M − (−1)n−k(1− ε)Pn(x, τ

(n)
k ).

Так как
∣∣Pn(x, τ (n)k )

∣∣ ≤M , то

(−1)n−kQ(τ
(n)
k ) > 0, k ∈ 0 : n.

Теперь из леммы 1, примененной для Q(t) и точек tk = τ
(n)
k , k ∈ 0 : n, tn+1 = a,

следует тождество Q(t) ≡ 0, что противоречит свойствам Q(t).
Случай A < −An рассматривается аналогично. Противоречие получается с по-

мощью полинома
Q(t) = −MTn(t)− (1− ε)Pn(x, t).

Теперь возьмем A ∈ [−An, An] и представим A в виде

A = (1− 2α)An, α ∈ [0, 1].

Полином Pn(x, t) = (1− 2α)MTn(t) удовлетворяет ограничениям задачи (1). Значит,
при A ∈ [−An, An] множество планов Ω непусто.

Лемма доказана.

Если принять во внимание, что множество Ω ограничено и замкнуто, то прихо-
дим к следующему заключению.

Теорема 1. При A ∈ [−An, An] решение задачи (1) существует.

В частности, при A = ±An множество планов Ω состоит из единственного век-
тора, который и дает решение задачи. Покажем это.

Допустим, что при A = An ограничениям задачи (1) наряду с MTn(t) удовле-
творяет еще один полином Pn(x, t). Рассмотрим разность

Q(t) =MTn(t)− Pn(x, t).
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Согласно (4) при k ∈ 0 : n имеем

(−1)n−kQ(τ
(n)
k ) =M − (−1)n−kPn(x, τ

(n)
k ) ≥ 0.

Из условия Q(a) = 0 следует, что −Q(a) ≥ 0. Обозначая τ
(n)
n+1 = a, приходим к

неравенствам

(−1)n−kQ(τ
(n)
k ) ≥ 0, k ∈ 0 : n+ 1.

Согласно лемме о нулях полинома имеем Q(t) ≡ 0, так что Pn(x, t) ≡ MTn(t).
Установлено, что при A = An множество Ω состоит из единственного элемента —
вектора коэффициентов полинома MTn(t).

Аналогично показывается, что при A = −An множество Ω состоит из единствен-
ного элемента — вектора коэффициентов полинома −MTn(t).

3. Альтернансные свойства решения. При A ∈ [−An, An] решение зада-
чи (1) допускает альтернансную характеризацию.

Теорема 2. Для того чтобы план x∗ ∈ Ω был оптимальным, необходимо и
достаточно, чтобы полином Pn(x

∗, t) обладал n-точечным альтернансом, точнее,
чтобы нашлись n точек −1 ≤ t1 < t2 < . . . < tn ≤ 1, в которых

Pn(x
∗, tk) = (−1)k−1M, k ∈ 1 : n. (5)

Доказательству предпошлем одно вспомогательное утверждение.

Лемма 3. Пусть A ∈ (−An, An) и x ∈ Ω. Тогда множество

R(x) =
{
t ∈ [−1, 1] |

∣∣Pn(x, t)
∣∣ =M

}

содержит не более n точек.

Доказательство леммы. Предположим, что R(x) содержит n+1 точек. Так
как значения полинома Pn(x, t) при t ∈ [−1, 1] не выходят за пределы коридора
от −M до M , то каждая внутренняя точка отрезка [−1, 1], принадлежащая R(x),
является нулем производной P ′

n(x, t). Таковых не может быть больше n−1. Отсюда,
в частности, следует, что точки t = −1 и t = 1 входят в R(x).

Точки из R(x) упорядочим по возрастанию и заметим, что в соседних точках
полином Pn(x, t) принимает значения разных знаков (иначе между этими точками
появился бы еще один нуль производной).

Допустим, что Pn(x, 1) = M . В точках из R(x), в которых Pn(x, t) = M , в том
числе в точке t = 1, для разности Q(t) = Pn(x, t) − MTn(t) будут выполняться
неравенства Q(t) ≥ 0, а в точках из R(x), в которых Pn(x, t) = −M , — неравенства
Q(t) ≤ 0. Так как A < An, то к указанным n + 1 неравенствам нужно добавить
неравенствоQ(a) < 0. В соответствии с леммой о нулях полинома получаемQ(t) ≡ 0,
что противоречит неравенству Q(a) < 0.

В случае Pn(x, 1) = −M к противоречию придем с помощью полинома Q(t) =
Pn(x, t) +MTn(t), если учесть, что A > −An.

Лемма доказана.

Переходим к доказательству теоремы 2.
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Доказательство теоремы. В случаях A = An и A = −An в конце п. 2 были
предъявлены полиномы ±MTn(t), каждый из которых был единственным, удовле-
творявшим соответствующим ограничениям, и тем самым — единственным реше-
нием задачи. Эти полиномы имеют n-точечный (и даже (n + 1)-точечный) альтер-
нанс, так что для этих случаев теорема уже доказана. Проведем рассуждения при
A ∈ (−An, An).

Н е о б х о д и мо с т ь. Пусть x∗ — оптимальный план. По лемме 3 множество
R(x∗) содержит не более n точек. Обозначим их t1 < t2 < . . . < tr, r ≤ n.

Вектор x∗ является решением следующей экстремальной задачи:

−Pn(x, b) → min,

Pn(x, t) ≤M, t ∈ [−1, 1];

−Pn(x, t) ≤M, t ∈ [−1, 1];

Pn(x, a) = A.

(6)

Мы хотим воспользоваться необходимым условием минимума, но для этого сле-
дует проверить регулярность ограничений задачи (6) в точке x∗. Имеется достаточ-
ный признак регулярности [4, с. 344–345], согласно которому ограничения задачи (6)
в точке x∗ будут регулярными, если найдется вектор x̂ со свойствами

Pn(x̂, t) < 0, когда Pn(x
∗, t) =M ;

Pn(x̂, t) > 0, когда Pn(x
∗, t) = −M ;

Pn(x̂, a) = 0.

(7)

Рассмотрим систему линейных уравнений на точках tk из R(x∗) и a:

Pn(x, tk) = −Pn(x∗, tk), k ∈ 1 : r;

Pn(x, a) = 0.

Поскольку r ≤ n, эта система имеет решение. Обозначим его x̂. Очевидно, что x̂
удовлетворяет соотношениям (7). Это гарантирует регулярность ограничений зада-
чи (6) в точке x∗.

Введем вектор-функцию U(t) = (tn, tn−1, . . . , 1). С ее помощью полином Pn(x, t)
можно представить в виде скалярного произведения

Pn(x, t) =
〈
U(t), x

〉
.

Согласно необходимому условию минимума [4, с. 349–350], оптимальному плану x∗

соответствуют неотрицательные числа λ1, . . . , λr и вещественное γ такие, что

−U(b) +

r∑

k=1

λkξkU(tk) + γU(a) = O, (8)

где ξk = signPn(x
∗, tk). При r < n равенство (8) противоречит линейной незави-

симости векторов U(b), U(t1), . . . , U(tr), U(a). Значит, r = n, все коэффициенты λk
положительны и γ 6= 0.

Обозначим
tn+1 = a, ξn+1 = sign γ, λn+1 = |γ|
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и перепишем равенство (8) в виде

n+1∑

k=1

λkξkU(tk) = U(b).

По формуле Крамера имеем

λkξk =
∆k

∆
, k ∈ 1 : n+ 1,

где ∆ — определитель со столбцами U(t1), . . . , U(tn+1) и ∆k — аналогичный опре-
делитель, в котором k-й столбец U(tk) заменен на столбец U(b). Нетрудно понять,
что sign(λkξk) = (−1)k−1, откуда в силу положительности λk следует равенство
ξk = (−1)k−1. Умножив это равенство на

∣∣Pn(x∗, tk)
∣∣ = M , придем к (5). Значение

ξn+1 = (−1)n не используется.

Д о с т а т о ч н о с т ь. Предположим, что x∗ принадлежит Ω и выполняются со-
отношения (5), однако существует другой вектор x̂ ∈ Ω, на котором Pn(x̂, b) >
Pn(x

∗, b). Рассмотрим разность Q(t) = Pn(x
∗, t)− Pn(x̂, t). Для нее верно

(−1)k−1Q(tk) ≥ 0, k ∈ 0 : n+ 1,

где положено t0 = b, tn+1 = a. По лемме о нулях полинома получаем Q(t) ≡ 0, что
противоречит неравенству Q(b) < 0.

Теорема доказана. �

Теорема 3. Решение задачи (1) единственно.

Доказательство. Допустим, что существуют два решения x∗ и x̌. В частно-
сти, Pn(x

∗, b) = Pn(x̌, b). Рассмотрим разность

Q(t) = Pn(x
∗, t)− Pn(x̌, t).

Согласно (5) имеем (−1)k−1Q(tk) ≥ 0, k ∈ 0 : n + 1, где, как и раньше, положено
t0 = b, tn+1 = a. По лемме о нулях полинома Q(t) ≡ 0, так что Pn(x

∗, t) ≡ Pn(x̌, t).

Теорема доказана.

Заметим, что если Pn(x
∗, t) — решение задачи (1) при некотором значении па-

раметра b, то тот же полином остается решением задачи (1) при любом другом
значении b < −1.

4. Монотонность двух характеристик экстремального полинома. Что-
бы подчеркнуть зависимость решения задачи (1) от параметра A, будем обозначать
его x∗(A). Положим также

B(A) = Pn
(
x∗(A), b

)
.

Теорема 4. Максимальное значение B(A) целевой функции в задаче (1) при
четном n монотонно возрастает на интервале [−An, An], а при нечетном n —
монотонно убывает.
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Доказательство. Рассмотрим сначала случай четного n. Нужно проверить,
что B(A(1)) < B(A(2)) при A(1) < A(2). Допустим противное: B(A(1)) ≥ B(A(2)).
Полином

Q(t) = Pn
(
x∗(A(2)), t

)
− Pn

(
x∗(A(1)), t

)
(9)

в точках альтернанса tk(A
(2)) удовлетворяет неравенствам

(−1)k−1Q
(
tk(A

(2))
)
≥ 0, k ∈ 1 : n. (10)

В частности, −Q
(
tn(A

(2))
)
≥ 0 в силу четности n. К этому нужно добавить, что

Q(a) = A(2) − A(1) > 0 и Q(b) = B(A(2)) − B(A(1)) ≤ 0. Мы находимся в условиях
леммы о нулях полинома, согласно которой Q(t) ≡ 0. Это противоречит неравенству
Q(a) > 0.

При нечетном n нужно проверить, что B(A(1)) > B(A(2)) при A(1) < A(2). До-
казательство аналогично предыдущему, только вместо неравенств (10) следует вос-
пользоваться неравенствами

(−1)kQ
(
tk(A

(1))
)
≥ 0, k ∈ 1 : n. (11)

Детали мы опускаем.

Теорема 5. При всех значениях n старший коэффициент x∗0(A) экстремаль-
ного полинома Pn

(
x∗(A), t

)
монотонно возрастает на интервале [−An, An].

Доказательство. Нужно проверить, что x∗0(A
(1)) < x∗0(A

(2)) при A(1) < A(2).
Допустим противное. Тогда старший коэффициент q0 полинома Q(t) вида (9) равен
нулю или меньше нуля. Независимо от четности n так же, как в теореме 4, строится
набор из n+ 1 точек t1, . . . , tn, tn+1 = a, в которых

(−1)n+1−kQ(tk) ≥ 0, k ∈ 1 : n+ 1. (12)

При этом Q(tn+1) > 0. Если q0 = 0, то полином Q(t) имеет степень не выше n − 1.
В этом случае неравенства (12) и лемма о нулях полинома гарантируют, что Q(t) ≡
0. Но это противоречит условию Q(tn+1) > 0.

При q0 < 0 полином Q(t) имеет степень n и стремится к −∞ при t → +∞. Так
как Q(tn+1) > 0, то найдется точка tn+2 > tn+1, в которой Q(tn+2) < 0. Дополнив
ею неравенства (12), на основании леммы о нулях полинома получим Q(t) ≡ 0. Это
противоречит условию Q(tn+1) > 0.

Теорема доказана.

5. Случаи представления экстремальных полиномов через полином

Чебышёва. Как отмечалось в п. 2, при A = An и A = −An решение задачи (1)
можно записать в явном виде. Существуют и другие значения параметра A, при
которых можно указать явное решение задачи (1).

Теорема 6. Справедливы формулы

Pn
(
x∗(−An−1), t

)
= −MTn−1(t) при четном n;

Pn
(
x∗(An−1), t

)
=MTn−1(t) при нечетном n.

Здесь An−1 =MTn−1(a).
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Доказательство. Достаточно проверить, что предъявленные полиномы об-
ладают требуемым альтернансом.

Согласно (4) имеем

Tn−1(τ
(n−1)
k−1 ) = (−1)n−k, k ∈ 1 : n.

При четном n получаем равенства

−MTn−1(τ
(n−1)
k−1 ) = (−1)k−1M, k ∈ 1 : n,

при нечетном n — равенства

MTn−1(τ
(n−1)
k−1 ) = (−1)k−1M, k ∈ 1 : n.

Остается сослаться на теоремы 2 и 3.

На основании теорем 5 и 6 приходим к следующему выводу:
при четном n старший коэффициент x∗0(A) экстремального полинома

Pn
(
x∗(A), t

)
отрицателен при A ∈ [−An,−An−1), равен нулю при A = −An−1 и

положителен при A ∈ (−An−1, An];
при нечетном n старший коэффициент x∗0(A) экстремального полинома

Pn
(
x∗(A), t

)
отрицателен при A ∈ [−An, An−1), равен нулю при A = An−1 и по-

ложителен при A ∈ (An−1, An].
Укажем еще два случая, когда решение задачи (1) можно записать в явном

виде.

Обозначим τ∗ = τ
(n)
n−1 = −τ (n)1 = cos πn и рассмотрим при τ ∈ [τ∗, 1) два полинома

Un(τ, t) =MTn

(1 + τ

2
t+

1− τ

2

)
, (13)

Vn(τ, t) =MTn

(1 + τ

2
t− 1− τ

2

)
. (14)

При t ∈ [−1, 1] полином Un(τ, t) использует значения полинома Чебышёва на отрезке
[−τ, 1], а полином Vn(τ, t) — на отрезке [−1, τ ]. Ясно, что

∣∣Un(τ, t)
∣∣ ≤M и

∣∣Vn(τ, t)
∣∣ ≤

M при t ∈ [−1, 1]. При этом в точках

uk =
2

1 + τ
τ
(n)
k − 1− τ

1 + τ
,

vk =
2

1 + τ
τ
(n)
k−1 +

1− τ

1 + τ
,

удовлетворяющих условиям

−1 ≤ u1 < u2 < . . . < un = 1,

−1 = v1 < v2 < . . . < vn ≤ 1,

выполняются соотношения

Un(τ, uk) =MTn
(
τ
(n)
k

)
= (−1)n−kM, k ∈ 1 : n; (15)

Vn(τ, vk) =MTn
(
τ
(n)
k−1

)
= (−1)n−k+1M, k ∈ 1 : n. (16)

Вычислим
Gn = Un(τ

∗, a), Hn = Vn(τ
∗, a).
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Теорема 7. Пусть n — четное число.
Если A ∈ [Hn, An), то решение задачи (1) можно представить в виде Vn(τ, t),

где τ — единственный на промежутке [τ∗, 1) корень уравнения Vn(τ, a) = A.
Если A ∈ (−An,−Gn], то решение задачи (1) можно представить в ви-

де −Un(τ, t), где τ — единственный на промежутке [τ∗, 1) корень уравнения
−Un(τ, a) = A.

Доказательство. Согласно (15) и (16) полиномы Vn(τ, t) и −Un(τ, t) при чет-
ном n и всех τ ∈ [τ∗, 1) обладают требуемым альтернансом. Остается разобраться с
их значениями при t = a.

При τ ∈ [τ∗, 1) имеем

1 <
1 + τ

2
a+

1− τ

2
< a,

τ∗ <
1 + τ

2
a− 1− τ

2
< a.

При t > τ∗ полином Чебышёва монотонно возрастает, поэтому, когда τ пробегает
промежуток [τ∗, 1), значения Un(τ, a), монотонно возрастая, заполняют промежуток
[Gn, An), а значения Vn(τ, a), монотонно возрастая, заполняют промежуток [Hn, An).
Значит, при A ∈ [Hn, An) найдется единственное τA ∈ [τ∗, 1), при котором Vn(τA, a) =
A. Полином Vn(τA, t) будет решением задачи (1) при выбранном A.

Если A ∈ (−An,−Gn], то −A ∈ [Gn, An). В этом случае найдется единственное
τ−A ∈ [τ∗, 1), при котором Un(τ−A, a) = −A. Значит, −Un(τ−A, a) = A. Полином
−Un(τ−A, t) будет решением задачи (1) при выбранном A.

Теорема доказана.

Теорема 8. Пусть n — нечетное число.
Если A ∈ [Gn, An), то решение задачи (1) можно представить в виде Un(τ, t),

где τ — единственный на промежутке [τ∗, 1) корень уравнения Un(τ, a) = A.
Если A ∈ (−An,−Hn], то решение задачи (1) можно представить в ви-

де −Vn(τ, t), где τ — единственный на промежутке [τ∗, 1) корень уравнения
−Vn(τ, a) = A.

Доказательство аналогично доказательству предыдущей теоремы.

6. Завершение описания альтернансной картины для экстремального

полинома. Дополним теоремы 7 и 8 следующим результатом.

Теорема 9. При A ∈ (−Gn, Hn) в случае четного n и при A ∈ (−Hn, Gn) в
случае нечетного n оба конца отрезка [−1, 1] являются точками альтернанса.

Доказательство. Начнем со случая четного n. Допустим, что у экстремаль-
ного полинома Pn(x

∗, t) при некотором A ∈ (−Gn, Hn) точка t = 1 не будет точкой
альтернанса, то есть tn < 1. Рассмотрим разность

Q(t) = Pn(x
∗, t)− Vn(τ

∗, t).

В точках альтернанса tk полинома Pn(x
∗, t) имеем (−1)k+1Q(tk) ≥ 0, k ∈ 1 : n.

В частности, −Q(tn) ≥ 0. Кроме того,

Q(1) = Pn(x
∗, 1)−MTn(τ

∗) > 0,

Q(a) = A−Hn < 0.
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Мы находимся в условиях леммы о нулях полинома, согласно которой
Q(t) ≡ 0. Это противоречит неравенству Q(a) < 0.

Если допустить, что t = −1 не является точкой альтернанса полинома Pn(x
∗, t),

то противоречие получим с помощью суммы

Q(t) = Pn(x
∗, t) + Un(τ

∗, t),

для которой выполняются неравенства

Q(−1) = Pn(x
∗,−1) +MTn(−τ∗) < 0;

(−1)k+1Q(tk) ≥ 0, k ∈ 1 : n;

Q(a) = A+Gn > 0.

В случае нечетного n доказательство аналогично. Противоречие получается с
помощью полинома

Q(t) =

{
Pn(x

∗, t) + Vn(τ
∗, t), если допустить, что tn < 1;

Pn(x
∗, t)− Un(τ

∗, t), если допустить, что t1 > −1.

Теорема доказана.

7. Связь с полиномами Золотарёва. Решение задачи (1) связано с полино-
мами Золотарёва. Напомним постановку второй задачи Золотарёва [1]: среди всех
алгебраических полиномов вида

Fn(p, t) = tn + p1t
n−1 + . . .+ pn,

удовлетворяющих условию Fn(p, a) = A, найти полином, у которого величина

ϕ(p) = max
t∈[−1,1]

∣∣Fn(p, t)
∣∣

принимает наименьшее значение.

Решение этой задачи существует и единственно. Обозначим его p∗. По-
лином F ∗

n(t) = Fn(p
∗, t) называется полиномом Золотарёва с параметрами

a > 1, A.

Теорема 10. Пусть Pn(x
∗, t) — решение задачи (1) с параметрами a > 1,

b < −1, A ∈ (−An, An), M > 0. Тогда при A 6= −An−1 в случае четного n и при
A 6= An−1 в случае нечетного n справедливо тождество

1

x∗0
Pn(x

∗, t) ≡ F ∗
n(t), (17)

где x∗0 — старший коэффициент полинома Pn(x
∗, t) и F ∗

n(t) — полином Золотарёва
с параметрами a, A/x∗0.
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Доказательство. У полинома
1

x∗0
Pn(x

∗, t) старший коэффициент равен еди-

нице, и он удовлетворяет ограничениям второй задачи Золотарёва с параметрами a,
A/x∗0. Поэтому

max
t∈[−1,1]

∣∣F ∗
n(t)

∣∣ ≤ max
t∈[−1,1]

∣∣∣ 1
x∗0
Pn(x

∗, t)
∣∣∣ = 1

|x∗0|
M. (18)

Введем полином (n− 1)-й степени

Q(t) =
1

x∗0
Pn(x

∗, t)− F ∗
n(t).

В точках альтернанаса tk полинома Pn(x
∗, t) в силу (5) имеем

Q(tk) =
1

x∗0
(−1)k−1M − F ∗

n(tk), k ∈ 1 : n.

Обозначим σ = − signx∗0. Из последнего равенства следует, что

σ(−1)kQ(tk) =
1

|x∗0|
M − σ(−1)kF ∗

n(tk) ≥
1

|x∗0|
M − max

t∈[−1,1]

∣∣F ∗
n(t)

∣∣.

На основании (18) получаем

σ(−1)kQ(tk) ≥ 0, k ∈ 1 : n.

К этим неравенствам нужно добавить условиеQ(a) = 0. Напомним, чтоQ(t) — поли-
ном (n− 1)-й степени. По лемме о нулях полинома имеем Q(t) ≡ 0. Это равносильно
тождеству (17). Теорема доказана.

В работе [5] приведено явное решение задачи (1) при n = 3 для всех допустимых
значений параметра A.
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Let two points a and b be given on the real axis, located to the right and left of the segment
[−1, 1] respectively. The extremal problem is posed: find an algebraic polynomial of n-th
degree, which at the point a takes value A, on the segment [−1, 1] does not exceed M in
modulus and takes the largest possible value at b. This problem is related to the second
problem of Zolotarev. In the article the set of values of the parameter A for which this
problem has a unique solution is indicated, and an alternance characteristic of this solution
is given. The behavior of the solution with respect to the parameter A is studied. It turns
out that for some A the solution can be obtained with the help of the Chebyshev polyno-
mial, while for all other admissible A — with the help of the Zolotarev polynomial.

Keywords: extremal properties of polynomials, alternance, Chebyshev polynomials,
Zolotarev polynomials.
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