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Рассматривается аддитивное случайное поле на [0, 1]d, представляющее собой сумму d

некоррелированных случайных процессов, зависящих от d независимых параметров.
Предполагается, что эти процессы имеют нулевое математическое ожидание и одина-
ковую непрерывную ковариационную функцию. К изучению такого рода случайных
полей проявляется определенный интерес. Они возникают в теории пересечений и
самопересечений процессов броуновских движений, рассматриваются в задачах о ма-
лых уклонениях и в задачах конечноранговой аппроксимации при сколь угодно боль-
шой параметрической размерности d. В последних задачах ключевую роль играют
спектральные характеристики ковариационного оператора. Для данного аддитивного
случайного поля зависимость собственных чисел его ковариационного оператора от
собственных чисел ковариационного оператора маргинальных случайных процессов
достаточно проста в случае, когда последний имеет тождественную единицу в каче-
стве собственного вектора. В другом случае, когда условие о тождественной единице
не выполнено, вышеуказанная зависимость сложна, что затрудняет изучение такого
рода случайных полей. Здесь при разложении случайного поля на сумму его инте-
грала и его центрированной версии слагаемые будут ортогональны в пространстве
L2([0, 1]

d), но, вообще говоря, коррелированы. В настоящей статье мы приводим для
данного случайного поля другое интересное разложение, существование которого бы-
ло замечено авторами при решении задач конечноранговой аппроксимации этого поля
в постановке в среднем. В полученном разложении слагаемые ортогональны в про-
странстве L2([0, 1]

d) и некоррелированы, а при больших d они близки соответственно
к интегралу от случайного поля и центрированной версии поля с малой относительной
средней квадратической ошибкой.

Ключевые слова: аддитивные случайные поля, разложение, ковариационная функция,
ковариационный оператор, собственные пары, сложность аппроксимации в среднем.

1. Введение. Пусть на некотором вероятностном пространстве задан набор
случайных процессов X1(t), X2(t),. . . , Xd(t), t ∈ [0, 1], где d — произвольное нату-
ральное число. Пусть данные процессы имеют нулевое математическое ожидание,
одинаковую непрерывную ковариационную функцию K(t, s), t, s ∈ [0, 1], и являются
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некоррелированными. Определим случайное поле

Yd(t) :=

d∑

j=1

Xj(tj), t = (t1, . . . , td) ∈ [0, 1]d.

Оно имеет нулевое математическое ожидание и ковариационную функцию

Kd(t, s) :=
d∑

j=1

K(tj , sj),

где t = (t1, . . . , td) и s = (s1, . . . , sd) из [0, 1]d.
Случайные поля такого типа являются представителями широкого класса адди-

тивных случайных полей, к изучению которых проявляется определенный интерес.
Например, они возникают в теории пересечений и самопересечений процессов бро-
уновских движений (см. [1] и ссылки в ней), рассматриваются в задачах о малых
уклонениях (см. [2]). Также появляются работы, посвященные задачам аппроксима-
ции такого рода случайных полей со сколь угодно большой параметрической раз-
мерностью d (см. [3–7]). Опишем последние более подробно.

Пусть Vd(t), t ∈ [0, 1]d, — это заданное случайное поле второго порядка с нуле-
вым математическим ожиданием. Рассмотрим его как случайный элемент Vd про-
странства L2([0, 1]

d) со скалярным произведением 〈 ·, · 〉2 и нормой ‖ · ‖2. Введем
величину

nVd(ε) := min
{
n ∈ N : E

∥∥Vd − V
(n)
d

∥∥2
2
6 εE ‖Vd‖22

}
, ε ∈ (0, 1),

где N — множество натуральных чисел, E — символ математического ожидания,

V
(n)
d обозначает случайный элемент вида

∑n
k=1〈Vd, ϕk〉2 · ϕk, где ϕk ∈ L2([0, 1]

d),
наилучшим образом аппроксимирующий Vd в среднем квадратическом, т. е. по норме√
E ‖ · ‖22. Величина nVd(ε) называется сложностью аппроксимации в среднем для

Vd. Основная задача состоит в том, чтобы оценить рост nVd(ε) при заданном сколь
угодно малом пороге ε и сколь угодно большой параметрической размерности d.

Для решения приведенной задачи используется разложение Vd по собственным
векторам его ковариационного оператора (разложение Кархунена—Лоэва). Частич-
ные суммы этого разложения, как хорошо известно (см. [8] и [9]), являются опти-
мальными конечноранговыми аппроксимациями для Vd в указанном смысле средне-
го квадратического. С помощью этого разложения для сложности аппроксимации в
среднем получается следующее представление:

nVd(ε) = min
{
n ∈ N :

∞∑

k=n+1

λVd

k 6 ε2 ΛVd

}
, ε ∈ (0, 1),

где λVd

k , k ∈ N, — собственные числа ковариационного оператора Vd, занумерованные

в порядке невозрастания, ΛVd =
∑
k∈N

λVd

k . Таким образом, задача оценки роста
nVd(ε) сводится к изучению распределения этих чисел при сколь угодно больших
d ∈ N.

Рассмотрим сложность аппроксимации в среднем аддитивных случайных полей
Yd(t), t ∈ [0, 1]d. Для них зависимость λYd

k , k ∈ N, от собственных чисел ковариа-
ционного оператора процессов Xj(t), t ∈ [0, 1], достаточно проста в случае, когда
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последний имеет тождественную единицу в качестве собственного вектора (см. [4]).
Поэтому здесь, как показано авторами в работе [6], нетрудно оценить рост nYd(ε).
В случае, когда условие о тождественной единице не выполнено, вышеуказанная
зависимость сложна. К решению приводит следующий подход, предложенный авто-
рами в работе [7]. Введем Ij :=

∫
[0,1]Xj(s) ds, j = 1, . . . , d, и определим

Jd :=

∫

[0,1]d

Yd(s) ds =

d∑

j=1

Ij , Y cd (t) := Yd(t)− Jd =

d∑

j=1

(Xj(tj)− Ij), t ∈ [0, 1]d.

Тогда

Yd(t) = Jd + Y cd (t), t ∈ [0, 1]d. (1)

Здесь аддитивное случайное поле Y cd (t), t ∈ [0, 1]d, будет удовлетворять условию о
тождественной единице и, значит, можно получить оценку роста для nY

c
d (ε). После

этого остается оценить nYd(ε) через nY
c
d (ε).

Обратимся к разложению (1). Его слагаемые ортогональны в пространстве
L2([0, 1]

d), но в общем случае коррелированы. В данной статье мы приведем другое
интересное разложение для Yd(t), t ∈ [0, 1]d, существование которого было замече-
но авторами при решении вышеописанной задачи. В этом разложении слагаемые
ортогональны в L2([0, 1]

d) и некоррелированы, а при больших d они близки соответ-
ственно к Jd и Y cd с малой относительной средней квадратической ошибкой. В следу-
ющем пункте мы приведем формулировки и доказательства этих свойств. Считаем,
что это разложение может найти применения в задачах, связанных с аддитивными
случайными полями.

2. Результаты. Представим Yd(t), t ∈ [0, 1]d, следующим образом:

Yd(t) = J̃d(t) + Ỹ cd (t), t ∈ [0, 1]d, (2)

где

J̃d(t) :=

d∑

j=1

(
1

d

d∑

l=1

Xj(tl)

)
, Ỹ cd (t) :=

d∑

j=1

(
Xj(tj)−

1

d

d∑

l=1

Xj(tl)

)
, t ∈ [0, 1]d.

Теорема 1. Разложение (2) обладает следующими свойствами:

1) cov(J̃d(t), Ỹ
c
d (s)) = 0, t, s ∈ [0, 1]d;

2) 〈J̃d, Ỹ cd 〉2 = 0.

Доказательство. Проверим свойство 1. Зафиксируем t = (t1, . . . , td) и s =
(s1, . . . , sd) из [0, 1]d. Запишем

cov(J̃d(t), Ỹ
c
d (s)) =

d∑

j=1

cov

(
1

d

d∑

l=1

Xj(tl), Xj(sj)−
1

d

d∑

k=1

Xj(sk)

)
=

=
1

d

d∑

j=1

cov
( d∑

l=1

Xj(tl), Xj(sj)
)
− 1

d2

d∑

j=1

cov
( d∑

l=1

Xj(tl),

d∑

k=1

Xj(sk)
)
=

=
1

d

d∑

j=1

d∑

l=1

cov
(
Xj(tl), Xj(sj)

)
− 1

d2

d∑

j=1

d∑

l=1

d∑

k=1

cov
(
Xj(tl), Xj(sk)

)
.
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В силу равенства cov
(
Xj(tl), Xj(sk)

)
= K(tl, sk) при каждом j, мы получаем

cov(J̃d(t), Ỹ
c
d (s)) =

1

d

d∑

j=1

d∑

l=1

K(tl, sj)−
1

d2

d∑

j=1

d∑

l=1

d∑

k=1

K(tl, sk) =

=
1

d

d∑

j=1

d∑

l=1

K(tl, sj)−
1

d

d∑

l=1

d∑

k=1

K(tl, sk) = 0.

Теперь проверим свойство 2. Заметим, что

〈J̃d, Ỹ cd 〉2 = 〈J̃d, Yd − J̃d〉2 = 〈J̃d, Yd〉2 − ‖J̃d‖22.

Для 〈J̃d, Yd〉2,d мы имеем

〈J̃d, Yd〉2,d =
1

d

∫

[0,1]d

( d∑

j=1

d∑

l=1

Xj(tl) ·
d∑

k=1

Xk(tk)
)
dt =

=
1

d

d∑

j=1

d∑

k=1

∫∫

[0,1]2

( d∑

l=1

Xj(tl)Xk(tk)
)
dtl dtk =

=
1

d

d∑

j=1

d∑

k=1

( ∫

[0,1]

Xj(tk)Xk(tk) dtk +
∑

l=1,...,d
l 6=k

∫∫

[0,1]2

Xj(tl)Xk(tk) dtl dtk

)
=

=
1

d

d∑

j=1

d∑

k=1

( ∫

[0,1]

Xj(t)Xk(t) dt+ (d− 1)IjIk

)
.

Для ‖J̃d‖22 верно

‖J̃d‖22 =
1

d2

∫

[0,1]d

( d∑

j=1

d∑

l=1

Xj(tl)
)( d∑

k=1

d∑

r=1

Xk(tr)
)
dt =

=
1

d2

d∑

j=1

d∑

k=1

∫

[0,1]d

( d∑

l=1

Xj(tl)
)( d∑

r=1

Xk(tr)
)
dt.

Перемножим суммы по l и r и проинтегрируем:

‖J̃d‖22 =
1

d2

d∑

j=1

d∑

k=1

( d∑

l=1

∫

[0,1]

Xj(tl)Xk(tl) dtl +
∑

l,r=1,...,d
l 6=r

∫∫

[0,1]2

Xj(tl)Xk(tr) dtl dtr

)
=

=
1

d2

d∑

j=1

d∑

k=1

(
d

∫

[0,1]

Xj(t)Xk(t) dt+ (d2 − d)IjIk

)
=

=
1

d

d∑

j=1

d∑

k=1

( ∫

[0,1]

Xj(t)Xk(t) dt+ (d− 1)IjIk

)
.

Видим, что 〈J̃d, Yd〉2 = ‖J̃d‖22, т. е. 〈J̃d, Ỹ cd 〉2 = 0. �

В теореме 1 случайное поле J̃d(t), t ∈ [0, 1]d, можно заменить на Jd.
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Теорема 2. Для Ỹ cd выполнены следующие равенства:

1) cov(Jd, Ỹ
c
d (t)) = 0, t ∈ [0, 1]d;

2) 〈Jd, Ỹ cd 〉2 = 〈1, Ỹ cd 〉2 = 0.

Доказательство. Сначала проверим равенство 1. Выберем t = (t1, . . . , td) ∈
[0, 1]d. Заметим, что для любых j, l ∈ N

cov(Ij , Xl(t)) = E

( ∫

[0,1]

Xj(s) ds ·Xl(t)

)
=

∫

[0,1]

E
(
Xj(s)Xl(t)

)
ds.

Последний интеграл равен
∫
[0,1]

K(t, s) ds при l = j и равен нулю при l 6= j. Тогда

cov(Jd, Ỹ
c
d (t)) = cov

(
d∑

j=1

Ij ,

d∑

j=1

(
Xj(tj)−

1

d

d∑

k=1

Xj(tk)

))
=

=

d∑

j=1

cov

(
Ij , Xj(tj)−

1

d

d∑

k=1

Xj(tk)

)
=

d∑

j=1

cov
(
Ij , Xj(tj)

)
− 1

d

d∑

k=1

d∑

j=1

cov
(
Ij , Xj(tk)

)
=

=
d∑

j=1

∫

[0,1]

K(tj , s) ds−
1

d

d∑

k=1

d∑

j=1

∫

[0,1]

K(tk, s) ds.

В последней двойной сумме слагаемые не зависят от j. Следовательно, мы имеем

cov(Jd, Ỹ
c
d (t)) =

d∑

j=1

∫

[0,1]

K(tj , s) ds−
d∑

k=1

∫

[0,1]

K(tk, s) ds = 0.

Теперь проверим равенство 2:

〈1, Ỹ cd 〉2 =

∫

[0,1]d

d∑

j=1

(
Xj(sj)−

1

d

d∑

l=1

Xj(sl)

)
ds =

=

d∑

j=1

∫

[0,1]

Xj(sj) dsj −
1

d

d∑

j=1

d∑

l=1

∫

[0,1]

Xj(sl) dsl =

d∑

j=1

Ij −
1

d

d∑

j=1

d∑

l=1

Ij = 0.

Тогда 〈Jd, Ỹ cd 〉2 = Jd · 〈1, Ỹ cd 〉2 = 0. �

Для данного случайного поля Vd(t), t ∈ [0, 1]d, символом S(Vd) мы будем обо-
значать множество собственных пар его ковариационного оператора с ненулевыми
собственными числами, т. е. пар вида (λ, ψ), где λ — ненулевое собственное число, а
ψ — соответствующий собственный вектор. В следующей теореме мы устанавливаем
свойства, касающиеся этих множеств для случайных полей из разложения (2).
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Теорема 3. Разложение (2) обладает следующими свойствами:

1) S(J̃d) ∩ S(Ỹ cd ) = ∅;

2) S(Yd) = S(J̃d) ∪ S(Ỹ cd ).
Доказательство. В соответствии со свойством 1 из теоремы 1 имеем равенство

KYd(t, s) = KJ̃d(t, s) +KỸ c
d (t, s), t, s ∈ [0, 1]d, (3)

в котором соответственно записаны ковариационные функции случайных полей
Yd(t), J̃d(t) и Ỹ cd (t), t ∈ [0, 1]d.

Найдем первое слагаемое для любых t = (t1, . . . , td) и s = (s1, . . . , sd) из [0, 1]d:

KJ̃d(t, s) = E

(
1

d

d∑

j=1

d∑

l=1

Xj(tl) ·
1

d

d∑

j=1

d∑

r=1

Xj(sr)

)
=

=
1

d2

d∑

j=1

E

( d∑

l=1

Xj(tl) ·
d∑

r=1

Xj(sr)
)
=

1

d2

d∑

j=1

d∑

l=1

d∑

r=1

E
(
Xj(tl) ·Xj(sr)

)
.

Математические ожидания заменяем на K(tl, sr):

KJ̃d(t, s) =
1

d2

d∑

j=1

d∑

l=1

d∑

r=1

K(tl, sr) =
1

d

d∑

l=1

d∑

r=1

K(tl, sr).

Далее представим K(tl, sr) абсолютно и равномерно сходящимся рядом∑
k∈N

λkψk(tl)ψk(sr), где λk, k ∈ N, — собственные числа ковариационного операто-
ра Xj , занумерованные в порядке невозрастания, а ψk, k ∈ N, — соответствующие
собственные векторы:

KJ̃d(t, s) =
1

d

d∑

l=1

d∑

r=1

∑

k∈N

λkψk(tl)ψk(sr) =
1

d

∑

k∈N

λk

( d∑

l=1

ψk(tl)
)( d∑

r=1

ψk(sr)
)
.

Пусть (λ∗, ψ∗) ∈ S(J̃d), где λ∗ — собственное число, а ψ∗ — собственный вектор.
Тогда

ψ∗(t) =
1

λ∗

∫

[0,1]d

KJ̃d(t, s)ψ∗(s) ds =
∑

k∈N

ad,k

( d∑

l=1

ψk(tl)
)
, t ∈ [0, 1]d, (4)

где

ad,k :=
1

d
· λk
λ∗

∫

[0,1]d

( d∑

r=1

ψk(sr)
)
ψ∗(s) ds, k ∈ N.

Теперь покажем, что

∫

[0,1]d

KYd(t, s)
( d∑

l=1

ψm(sl)
)
ds =

∫

[0,1]d

KJ̃d(t, s)
( d∑

l=1

ψm(sl)
)
ds, t ∈ [0, 1]d. (5)
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Обозначим левую и правую части (5) соответственно через Ld(t) и Rd(t). Рассмотрим
сначала первую:

Ld(t) =

∫

[0,1]d

d∑

j=1

K(tj , sj)
( d∑

l=1

ψm(sl)
)
ds =

d∑

j=1

( d∑

l=1

∫

[0,1]d

K(tj , sj)ψm(sl) ds

)
=

=

d∑

j=1

( ∫

[0,1]

K(tj , sj)ψm(sj) dsj +
∑

l=1,...,d
l 6=j

∫∫

[0,1]2

K(tj , sj)ψm(sl) ds dsl

)
=

=

d∑

j=1

( ∫

[0,1]

K(tj , s)ψm(s) ds+ (d− 1)

∫

[0,1]

K(tj , s) ds ·
∫

[0,1]

ψm(s) ds

)
.

Далее рассмотрим Rd(t):

Rd(t) =
1

d

∫

[0,1]d

d∑

l=1

d∑

r=1

K(tl, sr)
( d∑

j=1

ψm(sj)
)
ds =

=
1

d

d∑

l=1

( d∑

r=1

d∑

j=1

∫

[0,1]d

K(tl, sr)ψm(sj) ds

)
=

=
1

d

d∑

l=1

( d∑

j=1

∫

[0,1]

K(tl, sj)ψm(sj) dsj +
∑

j,r=1,...,d
j 6=r

∫∫

[0,1]2

K(tl, sr)ψm(sj) dsr dsj

)
=

=
1

d

d∑

l=1

(
d

∫

[0,1]

K(tl, s)ψm(s) ds+ (d2 − d)

∫

[0,1]

K(tl, s) ds ·
∫

[0,1]

ψm(s) ds

)
=

=
d∑

l=1

( ∫

[0,1]

K(tl, s)ψm(s) ds+ (d− 1)

∫

[0,1]

K(tl, s) ds ·
∫

[0,1]

ψm(s) ds

)
.

Видим, что Ld(t) = Rd(t), t ∈ [0, 1]d, т. е. равенство (5) верно. В соответствии с (4)
мы заключаем, что

∫

[0,1]d

KYd(t, s)ψ∗(s) ds =

∫

[0,1]d

KJ̃d(t, s)ψ∗(s) ds = λ∗ψ∗(t), t ∈ [0, 1]d.

Тогда (λ∗, ψ∗) ∈ S(Yd), т. е. S(J̃d) ⊂ S(Yd). В силу (3) мы имеем

∫

[0,1]d

KỸ c
d (t, s)ψ∗(s) ds =

∫

[0,1]d

(
KYd(t, s)−KJ̃d(t, s)

)
ψ∗(s) ds = 0, t ∈ [0, 1]d.

Это означает, что (λ∗, ψ∗) /∈ S(Ỹ cd ). Таким образом, S(J̃d)∩S(Ỹ cd ) = ∅, т. е. свойство 1
доказано.
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Далее заметим, что для любых t, s ∈ [0, 1]d

KỸ c
d (t, s) = KYd(t, s)−KJ̃d(t, s) =

=
∑

(λ,ψ)∈S(Yd)

λψ(t)ψ(s)−
∑

(λ,ψ)∈S(J̃d)

λψ(t)ψ(s) =
∑

(λ,ψ)∈S(Yd)\S(J̃d)

λψ(t)ψ(s).

В последней сумме все ψ ортонормальны, значит, S(Yd) \ S(J̃d) ⊂ S(Ỹ cd ). Далее
заметим, что

∑

(λ,ψ)∈S(Ỹ c
d
)

λ =

∫

[0,1]d

KỸ c
d (s, s) ds =

∫

[0,1]d

( ∑

(λ,ψ)∈S(Yd)\S(J̃d)

λψ(s)2
)
ds =

∑

(λ,ψ)∈S(Yd)\S(J̃d)

λ.

Следовательно, нет таких пар (λ, ψ) ∈ S(Ỹ cd ), что (λ, ψ) /∈ S(Yd) \ S(J̃d). Тогда

S(Yd) \ S(J̃d) = S(Ỹ cd ). Это и соотношение S(J̃d) ⊂ S(Yd) дают свойство 2. �

Найдем степень приближения случайных элементов Jd и Y cd соответственно эле-

ментами J̃d и Ỹ cd . Введем константы:

λ̄0 :=

∫∫

[0,1]2

K(t, s) dt ds, Λ̄ :=

∫

[0,1]

K(s, s) ds−
∫∫

[0,1]2

K(t, s) dt ds.

Легко проверить, что λ̄0 равна E I2j и Λ̄ есть след ковариационного оператора Xj−Ij
при каждом j.

Теорема 4.

E ‖Jd − J̃d‖22 = E ‖Y cd − Ỹ cd ‖22 = Λ̄.

Доказательство. Первое равенство вытекает из Yd(t) = Jd + Y cd (t) = J̃d(t) +

Ỹ cd (t), t ∈ [0, 1]d. Заметим, что

E ‖Jd − J̃d‖22 = E

∫

[0,1]d

( d∑

j=1

(
Ij −

1

d

d∑

l=1

Xj(sl)
))2

ds =

=

∫

[0,1]d

E

( d∑

j=1

(
Ij −

1

d

d∑

l=1

Xj(sl)
))2

ds =

∫

[0,1]d

d∑

j=1

E

(
Ij −

1

d

d∑

l=1

Xj(sl)
)2
ds =

=

d∑

j=1

E

∫

[0,1]d

(
Ij −

1

d

d∑

l=1

Xj(sl)
)2
ds.

Здесь

(
Ij −

1

d

d∑

l=1

Xj(sl)
)2

= I2j − 2Ij
1

d

d∑

l=1

Xj(sl) +
1

d2

d∑

l=1

d∑

k=1

Xj(sl)Xj(sk) =

= I2j − 2Ij
1

d

d∑

l=1

Xj(sl) +
1

d2

∑

k,l=1,...,d
k 6=l

Xj(sl)Xj(sk) +
1

d2

d∑

l=1

Xj(sl)
2.
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Тогда

∫

[0,1]d

(
Ij−

1

d

d∑

l=1

Xj(sl)
)2
ds=I2j−2Ij

1

d

d∑

l=1

Ij+
1

d2

∑

k,l=1,...,d
k 6=l

I2j+
1

d2

d∑

l=1

∫

[0,1]

Xj(sl)
2 dsl=

= I2j − 2Ij
1

d
· dIj +

1

d2
· (d2 − d)I2j +

1

d2
· d
∫

[0,1]

Xj(s)
2 ds =

1

d
·
∫

[0,1]

Xj(s)
2 ds− 1

d
· I2j .

Получаем

E ‖Jd − J̃d‖22 =

d∑

j=1

E

∫

[0,1]d

(
Ij −

1

d

d∑

l=1

Xj(sl)
)2
ds =

1

d

d∑

j=1

(
E

∫

[0,1]

Xj(s)
2 ds− E I2j

)
.

Здесь для каждого j имеем

E

∫

[0,1]

Xj(s)
2 ds =

∫

[0,1]

K(s, s) ds = Λ̄ + λ̄0, E I2j = λ̄0.

Тогда

E ‖Jd − J̃d‖22 =
1

d

d∑

j=1

Λ̄ = Λ̄. �

Вычислим величину E ‖Jd‖22:

E ‖Jd‖22 = E J2
d = E

( d∑

j=1

Ij

)2
=

d∑

j=1

E I2j = λ̄0d.

Найдем E ‖Y cd ‖22. В силу ортогональности Jd и Y cd , верно

E ‖Y cd ‖22 = E ‖Yd‖22 − E ‖Jd‖22.

Здесь

E ‖Yd‖22 = E

∫

[0,1]

( d∑

j=1

Xj(s)
)2
ds =

d∑

j=1

∫

[0,1]

EXj(s)
2 ds = d

∫

[0,1]

K(s, s) ds,

то есть E ‖Yd‖22 = d(Λ̄ + λ̄0). Тогда

E ‖Y cd ‖22 = (Λ̄ + λ̄0)d− λ̄0d = Λ̄d.

Используя теорему 4 и найденные значения E ‖Jd‖22 и E ‖Y cd ‖22, мы сразу получаем
относительные ошибки приближения случайных элементов Jd и Y cd соответственно

случайными элементами J̃d и Ỹ cd :

E ‖Jd − J̃d‖22
E ‖Jd‖22

=
Λ̄

λ̄0
· 1
d
,

E ‖Y cd − Ỹ cd ‖22
E ‖Y cd ‖22

=
1

d
.
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Здесь соответственно предполагается, что λ̄0 6= 0 и Λ̄ 6= 0. Отсюда делаем вывод
о сближении (в указанном смысле) разложений (1) и (2) при больших d.
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2 St. Petersburg State University, Universitetskaya nab., 7–9, St. Petersburg, 199034, Russian Federation
3 St. Petersburg National Research University of Information Technologies, Mechanics and Optics,

Kronverksky pr., 49, St. Petersburg, 197101, Russian Federation

For citation: Zani M., Khartov A.A. On a decomposition of additive random fields. Vestnik

of Saint Petersburg University. Mathematics. Mechanics. Astronomy, 2020, vol. 7 (65), issue 1,
pp. 39–49. https://doi.org/10.21638/11701/spbu01.2020.104 (In Russian)

We consider an additive random field on [0, 1]d, which is a sum of d uncorrelated random
processes. We assume that the processes have zero mean and the same continuous covari-
ance function. There is a significant interest in the study of random fields of this type.
They appear for example in the theory of intersections and selfintersections of Brownian
processes, in the problems concerning the small ball probabilities, and in the finite rank
approximation problems with arbitrary large parametric dimension d. In the last problems
the spectral characteristics of the covariance operator play key role. For a given additive
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random field the eigenvalues of its covariance operator easily depend on the eigenvalues of
the covariance operator of the marginal processes in the case, when the latter has identical
1 as an eigenvector. In the opposite case the dependence is complex, that makes these ran-
dom fields difficult to study. Here decomposing the random field into the sum of its integral
and its centered version, the summands will be orthogonal in L2([0, 1]

d), but in the general
case they are correlated. In the present paper we propose another interesting decomposition
for the random field, that was observed by the authors within finite rank approximation
problems in the average case setting. In the derived decomposition the summands are or-
thogonal in L2([0, 1]

d) and uncorrelated. Moreover, for large d they are respectively close
to the integral and to the centered version of the random field with small relative mean
squared error.

Keywords: additive random fields, decomposition, covariance function, covariance operator,
eigenpairs, average case approximation complexity.

References

1. Chen X., Li W. V., “Small deviation estimates for some additive processes”, Proc. Conf. High
Dimensional Probab. III, Progress in Probability 55, 225–238 (Birkhäuser, 2003).
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