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В работе изучается система автоматического управления второго порядка с дискрет-
ным временем, нелинейность которой удовлетворяет обобщенному условию Рауса —
Гурвица. Такие системы находят широкое применение при решении современных при-
кладных проблем, возникающих в инженерных задачах, в теории управления дви-
жением, в задачах механики, физики, робототехники. В недавних статьях У. Хита,
Дж. Карраско, М. де ла Сена построены два примера дискретных систем с нелинейно-
стями, лежащими в гурвицевом угле, которые показывают, что гипотезы Айзермана
и Калмана в дискретном случае не верны даже для систем второго порядка. В по-
строенных авторами примерах одна из таких систем имеет цикл периода три, а дру-
гая — цикл периода четыре. В этой статье предполагается, что нелинейность является
2-периодической и лежит в гурвицевом угле, и исследуется система при всех возмож-
ных значениях параметров. В явном виде выписываются условия на параметры, при
выполнении которых может быть построена такая 2-периодическая нелинейность, что
система с указанной нелинейностью не будет глобально асимптотически устойчивой.
Указанная нелинейность может быть построена не единственным образом. В работе
предложен способ построения такой нелинейности, что в системе существует семей-
ство циклов периода четыре. Циклы не являются изолированными, любое решение
системы с начальными данными, лежащими на некотором указанном луче, будет пе-
риодическим.

Ключевые слова: система второго порядка с дискретным временем, проблема Айзер-
мана, абсолютная устойчивость, периодическое решение.

1. Введение. Теория абсолютной устойчивости динамических систем интенсив-
но развивается в течение последних десятилетий, ее результаты широко применяют-
ся при решении прикладных задач, возникающих в различных областях современ-
ной науки и техники, а также представляют значительный интерес в теоретическом
плане.

Определение абсолютной устойчивости для систем вида ẋ = Ax + bϕ (σ), σ =
A∗x, с нелинейностью, удовлетворяющей секторному условию k1σ

2 ≤ ϕ (σ) σ ≤ k2σ
2,

σ ∈ R, было впервые дано А. И. Лурье и В. Н. Постниковым [1]. Если указанная си-
стема асимптотически устойчива при замене ϕ (σ) на линейную функцию Sσ для
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любой константы S ∈ [k1, k2], то говорят, что нелинейность удовлетворяет обобщен-
ным условиям Рауса — Гурвица, или лежит в гурвицевом угле. В работе [2] М. А. Ай-
зерман сформулировал известную гипотезу, суть которой сводится к следующему.
Если нелинейность лежит в гурвицевом угле, то система с такой нелинейностью
будет глобально асимптотически устойчивой. Гипотеза Айзермана в общей форму-
лировке была опровергнута В. А. Плиссом [3, 4], который построил контрпример для
системы дифференциальных уравнений третьего порядка и разработал метод, поз-
воляющий находить периодические колебания в системах, удовлетворяющих обоб-
щенным условиям Рауса — Гурвица. В это же время Р. Э. Калман [5] сформулировал
гипотезу о том, что абсолютная устойчивость систем автоматического управления с
секторной нелинейностью будет иметь место, если ϕ (σ) удовлетворяет более силь-
ным требованиям. Позже гипотеза Калмана тоже была опровергнута.

Методам построения контрпримеров к проблемам Айзермана и Калмана в раз-
личных формулировках, методам поиска периодических колебаний в динамиче-
ских системах с непрерывным временем посвящено большое число работ. В рабо-
тах Г. А. Леонова и его учеников [6, 7] дан обзор известных подходов к построению
контрпримеров и предложен новый метод поиска периодических решений в систе-
мах с нелинейностями, удовлетворяющими условиям Айзермана и Калмана. Обзор
результатов и обширную библиографию по данной тематике можно найти в ста-
тье [8].

В последние годы интенсивно строится и развивается теория абсолютной устой-
чивости для систем с дискретным временем (например, [9–15]), которые являют-
ся математическими моделями, описывающими динамику поведения решений мно-
гих прикладных систем, возникающих в современных инженерных задачах, теории
управления движением и проблемах естествознания. Дискретное представление ма-
тематической модели необходимо в теории принятия решений, логическом управ-
лении, цифровых автоматах. Результаты теории с непрерывным временем не пере-
носятся полностью на дискретный случай, процессы в непрерывных и дискретных
системах подчиняются разным закономерностям. В статьях [12, 13] представлены
два примера дискретных систем второго порядка с нелинейностями, лежащими в
гурвицевом угле, которые имеют циклы периода три и четыре. Эти примеры служат
контрпримерами к аналогам гипотез Айзермана и Калмана в дискретном случае.

В данной работе исследуется дискретная система автоматического управления
второго порядка с 2-периодической нелинейностью, лежащей в гурвицевом угле,
при всех возможных значениях параметров. Выписываются условия на параметры,
при выполнении которых может быть построена такая нелинейность, что система с
указанной нелинейностью не будет глобально асимптотически устойчивой.

В работе предложен один из способов построения такой нелинейности, что в
системе существует семейство неизолированных циклов периода четыре: любое ре-
шение системы с начальными данными, лежащими на некотором указанном луче,
является 4-периодическим.

2. Постановка задачи. Основной результат. Рассмотрим систему второго
порядка с дискретным временем

{
xj+1 = yj ,
yj+1 = −αyj − βxj − ϕ (σj) ,

(1)

где σj = ayj + bxj , j ∈ N , a2β − abα + b2 6= 0. Считаем, что при ϕ (σj) ≡ 0 система
(1) асимптотически устойчива, то есть |α| − 1 < β < 1.
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Будем полагать для определенности, что a > 0 (случай a < 0 приводится к
рассматриваемому с помощью простой замены).

Обозначим через Ω множество таких S = const, для которых линейная система
с постоянными коэффициентами

{
xj+1 = yj,
yj+1 = −αyj − βxj − S (ayj + bxj)

(2)

асимптотически устойчива, то есть верно неравенство |α+ aS| − 1 < β + bS < 1.
Положим в системе (1)

ϕ (σj) = Sjσj = Sj (ayj + bxj) , (3)

где Sj ∈ Ω, j ∈ N . Заметим, что определенная таким образом нелинейность удовле-
творяет обобщенным условиям Рауса — Гурвица.

Если 4β ≤ α2, то обозначим через b± корни уравнения b2 − αab + βa2 = 0:

b± = a
2

(
α±

√
α2 − 4β

)
.

Теорема. Если параметры системы (1) с нелинейностью вида (3) удовлетво-
ряют одному из следующих условий 1–6:

1) α > 0, 4β > α2, b ∈
(
−a(1−β)

α , a(1+β)
α

)
;

2) α > 0, 4β ≤ α2, b ∈
(
−a(1−β)

α , b−
)
∪
(
b+,

a(1+β)
α

)
;

3) α = 0, β > 0;

4) α = 0, β ≤ 0, b ∈ (−∞, b−) ∪ (b+, +∞);

5) α < 0, 4β > α2, b ∈
(
a(1+β)
α , −a(1−β)

α

)
;

6) α < 0, 4β ≤ α2, b ∈
(
a(1+β)
α , b−

)
∪
(
b+, −a(1−β)

α

)
;

то существует 2-периодическая последовательность {Sj}∞j=1 ⊂ Ω такая, что си-
стема имеет периодические решения: любое решение системы с начальными усло-

виями

(
x1
y1

)
, где x1 ∈ R, y1 = 1−(β+bS1)

α+aS1
x1, является циклом периода четыре.

3. Доказательство теоремы.

Утверждение 1. Множество Ω — интервал (Smin, Smax), где
при α > 0:

Smax=

{
1−α+β
a−b , если b≤ a(1−β)

2−α ,
1−β
b , если b > a(1−β)

2−α ,
Smin=





1−β
b , если b < −a(1−β)

2+α ,

− 1+α+β
a+b , если − a(1−β)

2+α ≤b≤ a(1+β)
α ,

1−α+β
a−b , если b > a(1+β)

α ,

при α = 0:

Smax =

{
1+β
a−b , если b ≤ a(1−β)

2 ,
1−β
b , если b > a(1−β)

2 ,
Smin =

{
1−β
b , если b ≤ −a(1−β)

2 ,

− 1+β
a+b , если b > −a(1−β)

2 ,
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Рис. 1. Случай α > 0.

и при α < 0:

Smax=





− 1+α+β
a+b , если b < a(1+β)

α ,
1−α+β
a−b , если a(1+β)

α ≤b≤ a(1−β)
2−α ,

1−β
b , если b > a(1−β)

2−α ,

Smin=

{
1−β
b , если b ≤ −a(1−β)

2+α ,

− 1+α+β
a+b , если b > −a(1−β)

2+α .

Доказательство утверждения 1. Достаточно заметить, что Sj принадле-
жит множеству Ω тогда и только тогда, когда выполнено неравенство

|αj | − 1 < βj < 1, (4)

где αj = α+ aSj , βj = β + bSj. Из условия (4) нетрудно найти Smin и Smax.
На рис. 1 изображены графики зависимости Smin и Smax от b ∈ (−∞, +∞) при

фиксированных a, α > 0 и β.
Систему (1) с нелинейностью (3) можно записать в виде

(
xj+1

yj+1

)
= Pj

(
xj
yj

)
, (5)

где Pj =

(
0 1

−βj −αj

)
, αj = α+ aSj , βj = β + bSj .

Пусть матрица Pj — 2-периодическая (последовательность {Sj}∞j=1 —

2-периодическая). Наряду с системой (5) рассмотрим линейную систему
(
xj+1

yj+1

)
= Pj+1Pj

(
xj
yj

)
(6)

с постоянной матрицей Pj+1Pj = P2P1 =

(
−β1 −α1

α2β1 α2α1 − β2

)
, j = 2m− 1, m ∈ N .

Система (6) асимптотически устойчива, если и только если

|Sp (P2P1)| − 1 < Det (P2P1) < 1,

то есть верны неравенства

− (1− β2) (1− β1) < α2α1 < (1 + β2) (1 + β1) , (7)

β2β1 < 1. (8)
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Правая часть неравенства (7) и неравенство (8) верны всегда в силу условия (4).
Левая часть неравенства (7) не выполнена (и система (6) не является асимптотиче-
ски устойчивой), если

− (1 + β2) (1 + β1) < α2α1 ≤ − (1− β2) (1− β1) . (9)

Утверждение 2. Если верно равенство

α2α1 + (1− β2) (1− β1) = 0, (10)

то решения системы (5) с начальными условиями

(
x1
y1

)
, где x1 ∈ R, y1 =

1−β1

α1
x1, — циклы периода четыре.
Доказательство утверждения 2. Легко показать, что система (5) пере-

водит точку

(
x1
y1

)
=

(
x1

1−β1

α1
x1

)
в точку

(
x2
y2

)
=

(
y1

−α1y1 − β1x1

)
=

(
y1
−x1

)
, которая (при выполнении условия (10)) переходит в точку

(
x3
y3

)
=

(
y2

−α2y2 − β2x2

)
=

(
−x1
−y1

)
. Точка

(
x3
y3

)
переходит в точку

(
x4
y4

)
=

(
y3

−α1y3 − β1x3

)
=

(
−y1
x1

)
, которая затем переходит в точку

(
x5
y5

)
=

(
y4

−α2y4 − β2x4

)
=

(
x1
y1

)
. Указанная последовательность точек образует цикл

периода четыре. Утверждение доказано.
Не трудно показать, что система (5) имеет неограниченные решения (при j,

стремящемся к бесконечности), если α2α1 < − (1− β2) (1− β1).
Заметим, что равенство (10) может быть верно только, если α2α1 < 0, и S =

−α/a принадлежит множеству Ω. Следовательно, система (5) с 2-периодической

матрицей Pj может иметь цикл периода четыре только при b ∈
(
−a(1−β)

α , a(1+β)
α

)
,

если α > 0, и только при b ∈
(
a(1+β)
α , −a(1−β)

α

)
, если α < 0.

Условие (10) выполнено, если

S2 = −
(aα− b (1− β))S1 +

(
α2 + (1− β)

2
)

(a2 + b2)S1 + (aα− b (1− β))
. (11)

При этом

S1 − S2 =

(
a2 + b2

)
S2
1 + 2 (aα− b (1− β))S1 +

(
α2 + (1− β)

2
)

(a2 + b2)S1 + (aα− b (1− β))
. (12)

Нетрудно показать, что функция |S1 − S2|, где разность (S1 − S2) определена

(12), принимает минимальное значение, равное 2|a(1−β)+bα|
a2+b2 , при S1 = S̄ и S1 = ¯̄S,

где

S̄ =
a (1− α− β) + b (1 + α− β)

a2 + b2
, ¯̄S =

−a (1 + α− β) + b (1− α− β)

a2 + b2
. (13)
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Рис. 2. Случай α > 0, β ≤ 1− α при 4β > α2.

При этом из равенства (11) следует, что S2 = ¯̄S, если S1 = S̄, и наоборот, S2 = S̄,

если S1 = ¯̄S.

Определим теперь 2-периодическую последовательность {Sj}∞j=1 ∈ Ω (S2k−1 =

S1, S2k = S2, k ∈ N) для всех α, β таких, что |α| − 1 < β < 1.

А. Рассмотрим сначала значения параметров α > 0, β ≤ 1 − α. В этом случае

−a(1−β)
α ≤ −a < a < a(1+β)

α .

Если 4β > α2, b ∈ (−a, a) или 4β ≤ α2, b ∈ (−a, b−) ∪ (b+, a), то положим

S1 = S̄, S2 = ¯̄S, где S̄, ¯̄S определены равенствами (13).

Заметим, что
∣∣∣S̄ − ¯̄S

∣∣∣ ≥ Smax − Smin, если 4β ≤ α2, b ∈ (b−, b+), и в этом случае

не существует S1 и S2 из множества Ω, удовлетворяющих условию (11).

Если b ∈
(
−a(1−β)

α , −a
]
, то положим, например, S1 = 0, и S2 = −α2+(1−β)2

aα−b(1−β)
согласно условию (11).

Если b ∈
[
a, a(1+β)

α

)
, то положим, например,

S1 =
1

2

(
−α
a
+ Smin

)
= −1

2

(
α

a
+

1 + α+ β

a+ b

)
= −a (1 + 2α+ β) + bα

2a (a+ b)
, (14)

и согласно (11)

S2 = −
a2
(
2 (1− β)

2 − α (1 + β)
)
+ ab

(
(1− β + α)

2
+ 2 (1− β)

)
+ b2α (1− β)

a3 (1 + β)− a2b (α+ 2β − 2) + ab2 (2α− β + 3) + b3α
. (15)

На рис. 2, 3 пунктирной линией показаны графики зависимости S1 и S2 от b в
случае α > 0, β ≤ 1− α при 4β > α2 и 4β ≤ α2 соответственно.

Б. Пусть α > 0, β > 1− α. В этом случае −a < −a(1−β)
α < a < a(1+β)

α .

Если 4β > α2, b ∈
(
−a(1−β)

α , a
)

или 4β ≤ α2, b ∈
(
−a(1−β)

α , b−
)
∪ (b+, a), то

положим S1 = S̄, S2 = ¯̄S.

Если b ∈
[
a, a(1+β)

α

)
, то определим S1 и S2 формулами (14), (15).
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Рис. 3. Случай α > 0, β ≤ 1− α при 4β ≤ α2.

В. В случае α = 0: если 4β > α2, b ∈ (−a, a) или 4β ≤ α2, b ∈ (−a, b−) ∪ (b+, a)

положим S1 = S̄, S2 = ¯̄S.

Если b ∈ [a, +∞), то положим S1 = k1Smax = k1(1−β)
b , где k1 ∈ (0, 1), и подберем

k1 так, чтобы значение S2, определенное равенством (11), содержалось в множестве
Ω. Неравенство S2 > Smin = − 1+β

a+b равносильно в этом случае неравенству k1 >

k10 = ab(1−β)+2b2

a2(1+β)+ab(1−β)+2b2 , и можно положить, например, k1 = 1+k10
2 .

Если b ∈ (−∞, −a], то положим S1 = k2Smin = k2(1−β)
b , где k2 ∈ (0, 1), и

подберем k2 так, чтобы значение S2, определенное формулой (11), содержалось в Ω.
Неравенство S2 < Smax = 1+β

a−b равносильно в этом случае неравенству k2 > k20 =
−ab(1−β)+2b2

a2(1+β)−ab(1−β)+2b2 , и можно положить k2 = 1+k20
2 .

Г. Пусть α < 0, β ≤ 1 + α. Тогда a(1+β)
α < −a < a ≤ −a(1−β)

α .
Если 4β > α2, b ∈ (−a, a) или 4β ≤ α2, b ∈ (−a, b−) ∪ (b+, a), то положим

S1 = S̄, S2 = ¯̄S.

При b ∈
[
a, −a(1−β)

α

)
положим S1 = 0, тогда S2 = −α2+(1−β)2

aα−b(1−β) .

Если b ∈
(
a(1+β)
α , −a

]
, то положим, например,

S1 =
1

2

(
−α
a
+ Smax

)
=

1

2

(
−α
a
+

1− α+ β

a− b

)
= −a (1− 2α+ β) + bα

2a (a− b)
, (16)

и согласно (11)

S2 = −
a2
(
2 (1− β)

2
+ α (1 + β)

)
− ab

(
(1− β − α)

2
+ 2 (1− β)

)
− b2α (1− β)

a3 (1 + β)− a2b (α− 2β + 2)− ab2 (2α+ β − 3) + b3α
. (17)

Д. Пусть α < 0, β > 1 + α. В этом случае a(1+β)
α < −a < −a(1−β)

α < a.

Если 4β > α2, b ∈
(
−a, −a(1−β)

α

)
или 4β ≤ α2, b ∈ (−a, b−)∪

(
b+, −a(1−β)

α

)
, то

положим S1 = S̄, S2 = ¯̄S.

При b ∈
(
a(1+β)
α , −a

]
определим S1 и S2 формулами (16), (17).
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Нетрудно показать, что определенные выше S1 и S2 принадлежат множеству Ω
для всех значений параметров из условий 1–6 теоремы. Теорема доказана.

Заметим, что теорему можно переформулировать следующим образом:

Если S = −α/a ∈ Ω и b2 − abα+ a2β > 0, то существует 2-периодическая по-
следовательность {Sj}∞j=1 ⊂ Ω, такая, что система (1) с нелинейностью вида (3)
имеет циклы периода четыре.

Очевидно, что для любых рассмотренных значений параметров a, b, α и β най-
дутся ε1, ε2 > 0 (зависящие от параметров) такие, что S1 и S2 принадлежат отрезку
[Smin + ε1, Smax − ε2] ⊂ Ω, поэтому теорема может быть сформулирована не толь-
ко для интервала Ω, но и для отрезка [Smin + ε1, Smax − ε2], как это было сделано
в классическом случае.
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In this paper, an automatic control discrete-time system of the second order is studied.
Nonlinearity of this system satisfies the generalized Routh — Hurwitz conditions. Systems
of this type are widely used in solving modern applied problems that arise in engineering,
theory of motion control, mechanics, physics and robotics. In the recent papers published
by W. Heath, J. Carrasco, and M. de la Sen, two examples of planar discrete-time systems
with nonlinearity that lies in the Hurwitz angle are constructed. These examples demon-
strate that discrete-time Aizerman and Kalman conjectures are false even for second-order
systems. One of the systems constructed by the authors has a non-trivial periodic solution
of period three, and the other one has a non-trivial periodic solution of period four. In this
paper, we assume that the nonlinearity is two-periodic and lies in the Hurwitz angle, and
we study the system for all possible values of the parameters. We explicitly indicate the
conditions for the parameters under which it is possible to construct such a two-periodic
nonlinearity that system is not globally asymptotically stable. Indicated nonlinearity can
be constructed in more than one way. We provide a method for its construction. We prove
that in a system with this nonlinearity a family of non-trivial periodic solutions of period
four exists. Cycles are not isolated, any solution of the system with the initial data lying
on some specified ray is periodic.

Keywords: second-order discrete-time system, Aizerman conjecture, absolute stability, pe-
riodic solution.
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