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Назовем кольцо R обобщенно полукоммутативным, если для любых элементов a,
b ∈ R их произведение ab = 0 только тогда, когда существуют натуральные числа m,
n такие, что amRbn = 0. В работе показано, что класс обобщенно полукоммутативных
колец содержится в классе центральных полукоммутативных колец и содержит класс
слабо полукоммутативных-I колец, причем включения строгие. Изучена связь обоб-
щенно полукоммутативных колец и колец некоторых других известных типов. Приве-
ден способ построения обобщенно полукоммутативных семейств по данному обобщен-
но полукоммутативному кольцу. Также в работе получено несколько критериев того,
что обобщенно полукоммутативное кольцо будет редуцированным кольцом.

Ключевые слова: полукоммутативное кольцо, обобщенно полукоммутативное кольцо.

1. Введение. Здесь и далее R — ассоциативное кольцо с единицей. Через J(R),
N(R), Z(R), E(R) обозначим радикал Джекобсона, множество нильпотентов, центр
и множество идемпотентов кольца R соответственно. Также мы обозначим множе-
ство {a ∈ R : a2 = 0} как N2(R), а левый (правый) аннулятор элемента a ∈ R
как l(a) (r(a)). Кольцо R называется абелевым, если все его идемпотенты централь-
ные, редуцированным, если N(R) = 0, и полупримитивным, если J(R) = 0. Левый
(правый) идеал L кольца R называется GW-идеалом [1], если для каждого элемента
a ∈ L существует натуральное число n такое, что anR ⊆ L (Ran ⊆ L). Кольцо R
называется полукоммутативным, если для любого элемента a ∈ R его левый ан-
нулятор l(a) — идеал R. Хорошо известно, что R полукоммутативно тогда и только
тогда, когда для любого элемента a ∈ R его правый аннулятор r(a) — идеал R.

За последние годы многие математики предложили различные обобщения по-
лукоммутативных колец. Так, кольцо R слабо полукоммутативно [2], если для всех
a, b ∈ R таких, что ab = 0, верно aRb ⊆ N(R). Мы будем называть такие кольца
слабо полукоммутативными-I кольцами, чтобы отличать их от другого обобщения
полукоммутативного кольца, предложенного в работе [3], которое также называ-
лось слабо полукоммутативным кольцом. В [3] R слабо полукоммутативно, если
для всех a, b ∈ R, a 6= 0, b 6= 0, ab = 0, существует натуральное число n такое, что
или an 6= 0 и anRb = 0, или bn 6= 0 и aRbn = 0. Мы будем называть такие кольца
слабо полукоммутативными-II кольцами. R — центрально полукоммутативное
(см. [4, 5]), если для всех a, b ∈ R таких, что ab = 0, верно aRb ⊆ Z(R). Кольцо R
называется левым (правым) GWZI-кольцом [6], если для каждого a ∈ R аннулятор
l(a) (r(a)) — GW-идеал кольца R.
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В данной статье изучается новое обобщение полукоммутативных колец в про-
должение различных существующих обобщений полукоммутативных колец.

2. Обобщенно полукоммутативные кольца.

Определение 1. Кольцо R обобщенно полукоммутативно, если для любых
элементов a, b ∈ R их произведение ab = 0 только тогда, когда существуют нату-
ральные числа m, n такие, что amRbn = 0.

Теорема 1. Любое центрально полукоммутативное кольцо обобщенно полу-
коммутативно.

Доказательство. Пусть R — центрально полукоммутативное кольцо и a, b ∈
R с ab = 0. Тогда для всех r ∈ R верно a2rb2 = a(arb)b = arbab = 0, значит
a2Rb2 = 0.

Поскольку центрально полукоммутативное кольцо не обязательно должно быть
полукоммутативным (см. [4, следствие 2.14]), теорема 1 показывает, что обобщен-
но полукоммутативное кольцо не обязательно должно быть полукоммутативным.
Следующий пример демонстрирует, что обобщенно полукоммутативное кольцо не
обязательно должно быть центрально полукоммутативным.

Пример 1. Пусть

R = S5(R) =








a b1 b2 b3 b4
0 a b5 b6 b7
0 0 a b8 b9
0 0 0 a b10
0 0 0 0 a




: a, bi ∈ R




.

Поскольку любой элемент R или нильпотентен, или обратим, R обобщенно полу-
коммутативно. А в [4, лемма 2.9] показано, что R не центрально полукоммутативно.

Доказательство следующего предложения тривиально.

Предложение 1. Каждое из колец из следующих классов является обобщенно
полукоммутативным кольцом:

1) слабо полукоммутативные-II кольца;

2) левые (правые) GWZI-кольца.

Предложение 2. Пусть R — обобщенно полукоммутативное кольцо. Если
a ∈ N2(R), тогда ra, ar ∈ N(R) для любого r ∈ R.

Доказательство. Пусть a ∈ N2(R) и r ∈ R. Тогда raar = 0. По пред-
положению существуют натуральные m, n такие, что (ra)mR(ar)n = 0, то есть
(ra)mr(a(ra)n−1r)a = 0. Отсюда заключаем, что ra ∈ N(R), следовательно ar ∈
N(R).

Теорема 2. Любое обобщенно полукоммутативное кольцо слабо полуком-
мутативно-I.
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Доказательство. Пусть R — обобщенно полукоммутативное кольцо и a, b ∈
R с ab = 0. Поскольку ba ∈ N2(R), для любого r ∈ R по предложению 2 имеем
rba ∈ N(R), следовательно aRb ⊆ N(R).

Кольцо R называется слабо обращаемым [7], если для всех a, b, r ∈ R из ab = 0
следует, что Rbra — левый ниль-идеал.

Теорема 3. Если R — обобщенно полукоммутативное кольцо, то R слабо
обращаемо.

Доказательство. Пусть a, b, r ∈ R и ab = 0. Для всех s ∈ R верно
(sbra)(bras) = 0. По предположению существуют натуральные m, n такие, что
(sbra)mR(bras)n = 0, значит (sbra)ms(bra(sbra)n−1s)bra = 0, а это влечет sbra ∈
N(R). Следовательно, Rbra — левый ниль-идеал.

Следующий пример показывает, что существует слабо обращаемое и слабо
полукоммутативное-I кольцо, которое не обобщенно полукоммутативно.

Пример 2. Пусть R = T2(R) =

{(
a11 a12
0 a22

)
: aij ∈ R, i ≤ j

}
и A =

(
1 0
0 0

)
, B =

(
0 0
0 1

)
∈ R. Тогда AB = 0. Заметим, что для любых двух нату-

ральныхm, n верно AmRBn 6= 0, следовательноR не обобщенно полукоммутативно.
По [7, предложение 2.3] R слабо обращаемо. А по [2, утверждение 2.1] R — слабо
полукоммутативное-I кольцо.

Предложение 3. Каждое обобщенно полукоммутативное кольцо абелево.

Доказательство. Пусть R — обобщенно полукоммутативное кольцо и e ∈
E(R), r ∈ R. Поскольку e(e − 1) = 0 по предположению, то ere = er. Аналогично,
ere = re и, таким образом, R абелево.

Пример 3. Пусть R =

{(
a b
c d

)
: a, b, c, d ∈ Z, a− d ≡ b ≡ c ≡ 0(mod 2)

}
. То-

гда E(R) =

{(
0 0
0 0

)
,

(
1 0
0 1

)}
. Это показывает, что R абелево.

Возьмем A =

(
2 0
0 0

)
, B =

(
0 0
0 2

)
∈ R такие, что AB = 0. Тогда

C =

(
a b
c d

)
∈ R, где b 6= 0, и для любых натуральных m, n верно AmCBn =

(
0 2m+nb
0 0

)
6= 0. Из последнего заключаем, что R не обобщенно полукоммута-

тивно.

Предложение 4. Прямое произведение конечного числа обобщенных полуком-
мутативных колец является обобщенно полукоммутативным.

Доказательство. Пусть R = R1 × R2, где R1, R2 — обобщенные полукомму-
тативные кольца, и a = (a1, a2), b = (b1, b2) ∈ R такие, что ab = 0. Тогда aibi = 0
для всех i ∈ {1, 2}. По предположению для каждого i есть натуральные mi, ni та-
кие, что ai

miRibi
ni = 0. Пусть m = max{m1, m2}, n = max{n1, n2}. Таким образом,

ai
mRibi

n = 0 для всех i, откуда следует amRbn = 0.
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Поскольку подкольцо обобщенно полукоммутативного кольца также обобщенно
полукоммутативно, последняя теорема имеет следующее следствие.

Следствие 1. Прямое произведение конечного числа обобщенных полукомму-
тативных колец является обобщенно полукоммутативным.

Теорема 4. Пусть идеал I кольца R не содержит ненулевых нильпотентов.
Тогда если R/I обобщенно полукоммутативно, то R обобщенно полукоммутатив-
но.

Доказательство. Пусть a, c, r ∈ R такие, что ac = 0, тогда ac = 0 в R/I.
По предположению существуют натуральные m, n такие, что amrcn = 0, поэтому
amrcn ∈ I. Теперь (c(amrcn)a)2 = 0. Поскольку I не содержит ненулевых нильпо-
тентов, camrcna = 0. Таким образом, (amrcn)3 = amrcn−1(camrcna)am−1rcn = 0, что
приводит к amrcn = 0.

Теорема 5. Пусть R — кольцо. Если S — мультипликативно замкнутое под-
множество R, состоящее из центральных регулярных элементов, то R обобщенно
полукоммутативно тогда и только тогда, когда S−1R обобщенно полукоммута-
тивно.

Доказательство. Пусть R обобщенно полукоммутативно и α, β ∈ S−1R та-
кие, что αβ = 0. Пусть α = k−1a, β = l−1b, где k, l ∈ S, a, b ∈ R. Получаем, что
S ⊆ Z(R), поэтому 0 = αβ = k−1al−1b = (k−1l−1)ab = (kl)−1ab, значит ab = 0. По
предположению существуют натуральные m, n такие, что amRbn = 0, следователь-
но αm(S−1R)βn = 0. Таким образом, S−1R обобщенно полукоммутативно.

Обратное тривиально.

Следствие 2. Для любого кольца R R[x] обобщенно полукоммутативно тогда
и только тогда, когда кольцо лорановских многочленов R[x;x−1] обобщенно полу-
коммутативно.

Доказательство. Пусть R[x] обобщенно полукоммутативно. Пусть S =
{1, x, x2, · · · }. Тогда S — мультипликативно замкнутое подмножество R[x], состоя-
щее из центральных регулярных элементов. Значит, по теореме 5 S−1R[x] обобщенно
полукоммутативно. Остается заметить, что R[x;x−1] ≃ S−1R[x].

Обратное тривиально.

Расширение Дорро (обозначаемое D(R,Z)) кольца R над Z — это кольцо R×Z

с обычным покомпонентным сложением и умножением, определенным следующим
образом: (r1, s1)(r2, s2) = (r1r2 + s1r2 + s2r1, s1s2), где r1, r2 ∈ R, s1, s2 ∈ Z.

Лемма 1. Для любых (r, s) ∈ D(R,Z) и натурального k

(r, s)k =

(
i=k−1∑

i=0

(
k

i

)
sirk−i, sk

)
.

Доказательство. Заявленное проверяется индукцией по k.

Теорема 6. R обобщенно полукоммутативно тогда и только тогда, когда
D(R,Z) обобщенно полукоммутативно.
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Доказательство. Пусть (r1, s1), (r2, s2) ∈ D(R,Z) такие, что (r1, s1)(r2, s2) =
0. Тогда r1r2 + s1r2 + s2r1 = 0, s1s2 = 0, поэтому s1 = 0 или s2 = 0. Если s1 = 0,
тогда r1r2+s2r1 = 0 = r1(r2+s2). По предположению существуют натуральныеm, n
такие, что rm1 R(r2 + s2)

n = 0. Пусть (r, s) ∈ D(R,Z). Теперь (r1, 0)
m(r, s)(r2, s2)

n =

(rm1 (r + s), 0)

(
i=n−1∑

i=0

(
n

i

)
si2r

n−i
2 , sn2

)
=

(
rm1 (r + s)

(
i=n−1∑

i=0

(
n

i

)
si2r

n−i
2 + s2

n

)
, 0

)
=

(rm1 (r+s)(r2+s2)
n, 0) = (0, 0). Если s2 = 0, тогда аналогичным образом можно взять

натуральные m, n такие, что (r1, s1)
m(r, s)(r2, 0)

n = (0, 0). Следовательно, D(R,Z)
обобщенно полукоммутативно. Обратное получается тривиальным образом.

Теорема 7. R обобщенно полукоммутативно тогда и только тогда, когда

тривиальное расширение R с помощью R, T (R,R) =

{(
a b
0 a

)
: a, b ∈ R

}
обоб-

щенно полукоммутативно.

Доказательство. Пусть R обобщенно полукоммутативно и A =

(
a1 b1
0 a1

)
,

B =

(
a2 b2
0 a2

)
∈ T (R,R) такие, что AB = 0. Тогда a1a2 = 0. Поскольку R обоб-

щенно полукоммутативно, существуют натуральные m, n такие, что am1 Ra
n
2 = 0.

Тогда для каждого натурального k имеем

Ak =




ak1
∑

i≥0, j≥0, i+j=k−1

ai1b1a
j
1

0 ak1


 , Bk =




ak2
∑

i≥0, j≥0, i+j=k−1

ai2b2a
j
2

0 ak2


.

Пусть C =

(
a b
0 a

)
∈ T (R,R). Пусть l = 2(m + n). Можно заключить, что

AlCBl = 0. Теперь AlCBl =

(
al1aa

l
2 p

0 al1aa
l
2

)
, где

p = al1ba
l
2 +


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=l−1

ai1b1a
j
1


 aal2 + al1a


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=l−1

ai2b2a
j
2


 .

Поскольку am1 Ra
n
2 = 0, то al1aa

l
2 = 0, al1ba

l
2 = 0.

Если i ≥ m, то ясно, что


 ∑

i≥m, j≥0, i+j=l−1

ai1b1a
j
1


 aal2 = 0, так как am1 Ra

n
2 = 0.

Если i ≤ m− 1, тогда поскольку i+ j = l − 1, имеем j ≥ m.

Таким образом,


 ∑

0≤i≤m−1, j≥0, i+j=l−1

ai1b1a
j
1


 aal2 = 0.

Следовательно,


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=l−1

ai1b1a
j
1


 aal2 = 0.

Точно также, разбивая сумму на i ≥ n и i ≤ n − 1, можно доказать, что

al1a


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=l−1

ai2b2a
j
2


 = 0. Следовательно, AlCBl = 0.
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Обратное получается тривиальным образом.

Для произвольного кольца R и натурального n определим следующие кольцо:







a1 a2 a3 . . . an
0 a1 a2 . . . an−1

0 0 a1 . . . an−2

...
...

...
...
. . .

...
0 0 0 . . . a1




: ai ∈ R, i = 1, 2, · · · , n





как Vn(R).

Лемма 2. Пусть R — обобщенно полукоммутативное кольцо и A, B ∈ Vn(R)
с AB = 0. Тогда существует натуральное m такое, что AmRnbm = 0, где

Rn =








r1
r2
...
rn


 | r1, r2, · · · , rn ∈ R





и b — элемент из главной диагонали B.

Доказательство. Мы докажем результат индукцией по n, порядку матриц A
и B. Если n = 1, результат следует из предположения. Предположим, что результат

верен для n = k− 1. Пусть A =

(
A1 α
0 a

)
, B =

(
B1 β
0 b

)
∈ Vk(R) с AB = 0, где

α, β ∈ Rk−1. Тогда A1B1 = 0, ab = 0. По предположению существуют натуральные
m1, n1 такие, что am1Rbn1 = 0. А так как A1B1 = 0 по индукционному предположе-
нию, то существует натуральное m2 такое, что Am2

1 Rk−1bm2 = 0.

Пусть m = m1 + n1 +m2 и γ =

(
δ
ck

)
∈ Rk, где δ =




c1
c2
...
ck−1


 ∈ Rk−1. Тогда

Amγbm =




Am1
∑

i≥0, j≥0, i+j=m−1

Ai1αa
j

0 am







δbm

ckb
m


 =

=




Am1 δb
m +


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=m−1

Ai1αa
j


 ckb

m

amckb
m



.

Очевидно, что Am1 δb
m = 0, amckb

m = 0.

Если i ≥ m2, тогда ясно, что


 ∑

i≥m2, j≥0, i+j=m−1

Ai1αa
j


 ckb

m = 0, поскольку

Am2
1 Rk−1bm2 = 0. Если i ≤ m2 − 1, то поскольку i+ j = m− 1, получаем j ≥ m1.

Тогда


 ∑

0≤i≤m2−1, j≥0, i+j=m−1

Ai1αa
j


 ckb

m = 0, так как am1Rbn1 = 0.
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Таким образом,


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=m−1

Ai1αa
j


 ckb

m = 0. Тогда Amγbm = 0.

Это дает заявленный результат.

Теорема 8. R обобщенно полукоммутативно тогда и только тогда, когда
Vn(R) обобщенно полукоммутативно для любого n ≥ 2.

Доказательство. Пусть R — обобщенно полукоммутативное кольцо. Мы до-
кажем утверждение индукцией по n. Для n = 2 результат следует из теоремы 7.
Пусть Vn(R) обобщенно полукоммутативно для любого n, 2 < n ≤ k − 1. Пусть

A =




a1 a2 a3 . . . ak
0 a1 a2 . . . ak−1

0 0 a1 . . . ak−2

...
...

...
...
. . .

...
0 0 0 . . . a1



, B =




b1 b2 b3 . . . bk
0 b1 b2 . . . bk−1

0 0 b1 . . . bk−2

...
...

...
...
. . .

...
0 0 0 . . . b1




∈ Vk(R)

с AB = 0. Пусть A =

(
A1 α
0 a1

)
, B =

(
B1 β
0 b1

)
где A1, B1 ∈ Vk−1(R) и

α =




ak
ak−1

...
a2


 , β =




bk
bk−1

...
b2


 ∈ Rk−1. Тогда A1B1 = 0, a1b1 = 0. По индукционно-

му предположению существуют натуральныеm1, n1 такие, что Am1
1 Vk−1(R)B

n1
1 = 0.

По предположению существуют натуральные m2, n2 такие, что am2
1 Rbn2

1 = 0. Также
из леммы 2 следует, что существует натуральное m3 такое, что Am3

1 Rk−1bm3
1 = 0.

Пусть m = m1+m2+m3+n1+n2 и C =

(
C1 γ
0 c1

)
∈ Vk(R), где C1 ∈ Vk−1(R), γ =




ck
ck−1

...
c2


. Итак, AmCBm =

=









Am
1

∑

i≥0, j≥0, i+j=m−1

Ai
1αa

j
1

0 am1













C1 γ

0 c1













Bm
1

∑

i≥0, j≥0, i+j=m−1

Bi
1βb

j
1

0 bm1









=

=











Am
1 C1B

m
1 Am

1 C1





∑

i≥0, j≥0, i+j=m−1
Bi

1βb
j
1



+Am
1 γbm1 +





∑

i≥0, j≥0, i+j=m−1
Ai

1αa
j
1



 c1b
m
1

0 am1 c1b
m
1











.

Ясно, что Am1 C1B
m
1 = 0, Am1 γb

m
1 = 0, am1 c1b

m
1 = 0.

Если i ≥ n1, тогда ясно, что Am1 C1


 ∑

i≥n1, j≥0, i+j=m−1

Bi1βb
j
1


 = 0.
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Если i ≤ n1 − 1, тогда поскольку i+ j = m− 1, получаем j ≥ m3.

Тогда Am1 C1


 ∑

0≤i≤n1−1, j≥0, i+j=m−1

Bi1βb
j
1


 = 0.

Таким образом, Am1 C1


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=m−1

Bi1βb
j
1


 = 0.

Точно также, разбивая сумму на i ≥ m3 и i ≤ m3 − 1, можно доказать, что
 ∑

i≥0, j≥0, i+j=m−1

Ai1αa
j
1


 c1b

m
1 = 0. Таким образом, AmCBm = 0. Следовательно,

утверждение верно для n = k. Значит, Vn(R) обобщенно коммутативно.
Доказательство в обратную сторону тривиально.

Теорема 9. R обобщенно полукоммутативно тогда и только тогда, когда

S3(R) =








a b c
0 a d
0 0 a


 : a, b, c, d ∈ R



 обобщенно полукоммутативно.

Доказательство. ПустьR обобщенно полукоммутативно иA=



a1 b1 c1
0 a1 d1
0 0 a1


,

B =




a2 b2 c2
0 a2 d2
0 0 a2


 ∈ S3(R) такие, что AB = 0. Тогда a1a2 = 0. Поскольку R обоб-

щенно полукоммутативно, существуют натуральные n1, n2 такие, что an1
1 Ran2

2 = 0.
Пусть n = 3(n1 + n2). Пусть x, y обозначают элементы An, Bn, стоящие в первой
строке и третьем столбце, соответственно. Тогда

An =




an1
∑

i≥0, j≥0, i+j=n−1

ai1b1a
j
1 x

0 an1
∑

i≥0, j≥0, i+j=n−1

ai1d1a
j
1

0 0 an1




,

Bn =




an2
∑

i≥0, j≥0, i+j=n−1

ai2b2a
j
2 y

0 an2
∑

i≥0, j≥0, i+j=n−1

ai2d2a
j
2

0 0 an2




,

где

x =


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=n−1

ai1c1a
j
1


+



l=n−2∑

l=0

a
(n−2)−l
1


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=l

b1a
i
1d1a

j
1




,
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y =


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=n−1

ai2c2a
j
2


+



l=n−2∑

l=0

a
(n−2)−l
2


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=l

b2a
i
2d2a

j
2




.

Пусть C =




a b c
0 a d
0 0 a


 ∈ S3(R). Тогда

AnCBn =




an1aa
n
2 ∗ z

0 an1aa
n
2 ∗∗

0 0 an1aa
n
2



,

где ∗ = an1a


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=n−1

ai2b2a
j
2


+ an1 ba

n
2 +


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=n−1

ai1b1a
j
1


 aan2 ,

∗∗ = an1a


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=n−1

ai2d2a
j
2


+ an1da

n
2 +


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=n−1

ai1d1a
j
1


 aan2 ,

z = an1ay + an1 b


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=n−1

ai2d2a
j
2


+

+


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=n−1

ai1b1a
j
1


 a


 ∑

k≥0, l≥0, k+l=n−1

ak2d2a
l
2


+ an1 ca

n
2+

+


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=n−1

ai1b1a
j
1


 dan2 + xaan2 .

Поскольку an1
1 Ran2

2 = 0, получаем an1aa
n
2 = 0, an1 ba

n
2 = 0, an1 ca

n
2 = 0, an1da

n
2 = 0.

Тогда

an1ay = an1a


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=n−1

ai2c2a
j
2


+

+an1a



l=n−2∑

l=0

a
(n−2)−l
2


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=l

b2a
i
2d2a

j
2




.

Если i ≥ n2, ясно, что an1a


 ∑

i≥n2, j≥0, i+j=n−1

ai2c2a
j
2


 = 0, так как an1

1 Ran2
2 = 0.

Если i ≤ n2 − 1, тогда поскольку i+ j = n− 1, получаем j ≥ n2.

Таким образом, an1a


 ∑

0≤i≤n2−1, j≥0, i+j=n−1

ai2c2a
j
2


 = 0.
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Следовательно, an1a


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=n−1

ai2c2a
j
2


 = 0.

Если l ≥ 2n2 − 1, тогда поскольку i + j = l, получаем либо i ≥ n2, либо j ≥ n2,

что дает нам an1a




l=n−2∑

l=2n2−1

a
(n−2)−l
2


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=l

b2a
i
2d2a

j
2




 = 0. Тогда l ≤ 2n2 − 2

влечет (n− 2)− l ≥ n2, откуда an1a



l=2n2−2∑

l=0

a
(n−2)−l
2


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=l

b2a
i
2d2a

j
2




 = 0.

Таким образом,

an1a



l=n−2∑

l=0

a
(n−2)−l
2


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=l

b2a
i
2d2a

j
2




 = 0.

Следовательно, an1ay = 0. Аналогичным образом можно доказать, что xaan2 = 0.

Точно также, разбивая сумму на {i ≥ n1, k ≥ n2}, {i ≥ n1, k ≤ n2 − 1}, {i ≤
n1 − 1, k ≥ n2}, {i ≤ n1 − 1, k ≤ n2 − 1}, можно доказать равенство


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=n−1

ai1b1a
j
1


 a


 ∑

k≥0, l≥0, k+l=n−1

ak2d2a
l
2


 = 0.

Разбивая сумму на i ≥ n1 и i ≤ n1 − 1, можно доказать, что

 ∑

i≥0, j≥0, i+j=n−1

ai1b1a
j
1


 dan2 = 0,


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=n−1

ai1d1a
j
1


 aan2 = 0,


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=n−1

ai1b1a
j
1


 aan2 = 0.

Разбивая сумму на i ≥ n2 и i ≤ n2 − 1, можно доказать, что

an1 b


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=n−1

ai2d2a
j
2


 = 0, an1a


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=n−1

ai2d2a
j
2


 = 0,

an1a


 ∑

i≥0, j≥0, i+j=n−1

ai2b2a
j
2


 = 0.

Таким образом, AnCBn = 0. Следовательно, S3(R) обобщенно полукоммутативно.
В обратную сторону заявленное утверждение получается тривиальным образом.

Пусть R[A,B] обозначает {(a1, a2, · · · , an, b, b, · · · ) : ai ∈ A, b ∈ B, n ≥ 1, 1 ≤
i ≤ n}. Если A — кольцо с единицей и B — подкольцо A, содержащие единицу A,
тогда R[A,B] будет кольцом относительно покомпонентных операций сложения и
умножения.
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Теорема 10. Пусть A — произвольное кольцо и B — подкольцо A, содержащие
единицу A. Тогда A обобщенно полукоммутативно тогда и только тогда, когда
R[A,B] обобщенно полукоммутативно.

Доказательство. Пусть A обобщенно полукоммутативно и f, g ∈ R[A,B]
с fg = 0. Пусть f = (a1, a2, · · · , an1 , a, a, · · · ), g = (b1, b2, · · · , bn2 , b, b, · · · ), где
ai, bj ∈ A, a, b ∈ B, n1, n2 ≥ 1, 1 ≤ i ≤ n1, 1 ≤ j ≤ n2. Возьмем n = max{n1, n2}.
Если n1 будет максимумом, положим bi = b для всех i, n2 + 1 ≤ i ≤ n1, и ес-
ли n2 будет максимумом, положим ai = a для всех i, n1 + 1 ≤ i ≤ n2. Тогда
ab = 0 и для всех i, 1 ≤ i ≤ n, aibi = 0. По предположению существуют на-
туральные ki и li (1 ≤ i ≤ n) и p, q такие, что akii Rb

li
i = 0 и apRbq = 0. Пусть

m = max{k1, k2, · · · , kn, l1, l2, · · · , ln, p, q}. Тогда fm(R[A,B])gm = 0. Это показывает,
что R[A,B] обобщенно полукоммутативно. В обратную сторону заявленное утвер-
ждение получается тривиальным образом.

Левый R-модуль M назовем ниль-иньективным по Вею [8], если для любого
0 6= a ∈ N(R) существует натуральное n такое, что an 6= 0, и любой левый R-
гомоморфизм из Ran в M продолжается до гомоморфизма из R в M .

Теорема 11. Пусть R обобщенно полукоммутативно. Тогда R редуцируемо,
если оно удовлетворяет одному из следующих условий:

1) R полупримитивно;

2) каждый простой сингулярный левый R-модуль ниль-иньективен по Вею;

3) каждый простой сингулярный правый R-модуль ниль-иньективен по Вею.

Доказательство. Рассмотрим 0 6= a ∈ R такое, что a2 = 0.
Пусть R полупримитивно. Тогда a /∈ J(R), так что существует максимальный

правый идеал M кольца R такой, что a /∈ M , что в конечном итоге приводит к
x+ ay = 1 для некоторого x ∈M, y ∈ R. Поскольку aa = 0 и R обобщенно полуком-
мутативно, ay = 1 − x ∈ N(R) по предложению 2. Отсюда можно заключить, что
1 ∈M — таким образом, получаем противоречие.

Пусть R удовлетворяет условию (2). Пусть L — максимальный левый идеал R,
содержащий l(a). Поскольку R абелево, то, как легко видеть, L — существенный
левый идеал R, и по предположению R/L ниль-иньективен по Вею. Рассмотрим
левый R-гомоморфизм f : Ra→ R/L, заданный по правилу f(ra) = r+L. Тогда по
предположению существует левый R-гомоморфизм g : R → R/L такой, что f(ra) =
g(ra) для r ∈ R. Поэтому 1 + L = f(a) = g(a) = ag(1) = a(b + L) для некоторого
b ∈ R и, таким образом, 1−ab ∈ L. Поскольку aa = 0, по предложению 2, ab ∈ N(R),
заключаем, что 1− ab обратим, что дает нам противоречие.

Пусть R удовлетворяет условию (3). Тогда существует максимальный суще-
ственный правый идеал K кольца R, содержащий r(a). По предположению R/K
ниль-иньективен по Вею. Рассуждая, как и в предыдущем абзаце, мы видим, что
существует b ∈ R такой, что 1 − ba ∈ K — это противоречие, поскольку ba ∈ N(R).
Таким образом, R редуцируемо.

Кольцо R регулярно (по фон Неймону), если для любого a ∈ R существует
некоторый b ∈ R такой, что a = aba. R строго регулярно, если для любого a ∈ R
существует некоторый b ∈ R такой, что a = a2b. R — правое SF-кольцо [9], если все
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его простые правые модули — гладкие. Известно, что регулярные кольца являют-
ся правыми SF-кольцами. Однако до настоящего времени неизвестно, являются ли
правые SF-кольца регулярными.

Теорема 12. Обобщенно полукоммутативное правое SF-кольцо сильно регу-
лярно.

Доказательство. Пусть R — обобщенно полукоммутативное, правое SF-
кольцо. Поскольку R — правое SF-кольцо, R/J(R) — также правое SF-кольцо (см.
[10, предложение 3.2]). Покажем, что R/J(R) — редуцированное кольцо. Предполо-
жим обратное. Тогда существует a2 ∈ J(R) такой, что a /∈ J(R). Если l(a)R+J(R) =
R, Тогда 1 = b +

∑
tiri, где b ∈ J(R), ti ∈ l(a), ri ∈ R, поэтому a = ab +

∑
atiri.

Значит, для каждого i верно (ati)
2 = a(tia)ti = 0. Если ati /∈ J(R) для некоторого i,

то существует максимальный левый идеал L кольца R такой, что ati /∈ L. Поэтому
L + Rati = R и, следовательно, 1 = x + yati для некоторых x ∈ L, y ∈ R. Так как
ati ∈ N2(R), по предложению 2, 1 − x = yati ∈ N(R), тогда 1 ∈ L, получаем про-
тиворечие. Таким образом, ati ∈ J(R) для всех i, то есть

∑
atiri ∈ J(R), а значит,

a ∈ J(R), что противоречит тому, что a /∈ J(R). Итак, l(a)R + J(R) 6= R, поэтому
существует максимальный правый идеал M кольца R, содержащий l(a)R + J(R).
Поскольку R — правое SF-кольцо и a2 ∈ J(R) ⊆ M , то существует c ∈ M , для
которого a2 = ca2, значит, a − ca ∈ l(a) ⊆ M , и, следовательно, a ∈ M . Тогда су-
ществует элемент d ∈ M такой, что a = da. Что влечет за собой 1 − d ∈ l(a) ⊆ M ,
следовательно 1 ∈M , а это противоречит тому, что M 6= R. Поэтому R/J(R) — ре-
дуцированное кольцо. Значит, согласно [10, замечание 3.13], R/J(R) — сильно регу-
лярное кольцо, а поэтому R — квазидвойственное кольцо. А как квазидвойственное,
SF-регулярное кольцо, R будет регулярным (см. [10, теорема 4.10]), что завершает
доказательство.
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We call a ring R generalized semicommutative if for any a, b ∈ R, ab = 0 implies there
exists positive integers m, n such that amRbn = 0. We observe that the class of gener-
alized semicommutative rings strictly lies between the class of central semicommutative
rings and weakly semicommutative-I rings. Relationships are provided between generalized
semicommutative rings and some known classes of rings. From an arbitrary generalized
semicommutative ring, we produce many families of generalized semicommutative rings.
Finally we provide some conditions for a generalized semicommutative ring to be reduced.
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