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В работе рассматриваются конечные квазигруппы без подквазигрупп. Показано, что
полиномиально полные квазигруппы с этим свойством квазитермальны. Исследуется
случай, когда группа автоморфизмов действует транзитивно. Кроме того, изучаются
квазигруппы примарного порядка, заданные на арифметическом векторном простран-
стве над конечным полем. Найдены необходимые условия, при которых умножение,
заданное в координатной форме, определяет квазигруппу. Более подробно рассмотрен
случай векторного пространства над полем из двух элементов. Получен критерий то-
го, что умножение, заданное в координатной форме булевыми функциями, определяет
квазигруппу. При некоторых предположениях описываются с точностью до изотопии
квазигруппы порядка 4, задаваемые булевыми функциями. Полиномиально полные
квазигруппы важны тем, что в них проблема решения полиномиальных уравнений
NP-полна. Это свойство подчеркивает необходимость их использования для защиты
информации, поскольку криптографические преобразования используют квазигруп-
повые операции. Отметим, что важную роль играют те квазигруппы, в которых нет
подквазигрупп.
Ключевые слова: квазигруппа, автоморфизмы, перестановки.

1. Введение. Полиномиально полные конечные квазигруппы играют важную
роль в проблемах передачи информации [1–8]. КвазигруппаQ полиномиально полна,
если любая операция в Q является производной в смысле А. Г. Куроша, т. е. получа-
ется с помощью суперпозиций из операций умножения, взятия левого и правого об-
ратных, переименования переменных, а также добавления всех констант. Известно,
что конечная неодноэлементная квазигруппа полиномиально полна тогда и только
тогда, когда она проста и неаффинна. Полиномиально полные квазигруппы инте-
ресны тем, что в них проблема решения полиномиальных уравнений NP-полна. Это
свойство важно с точки зрения защиты информации. Поскольку криптографические
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преобразования используют квазигрупповые операции, то важную роль играют те
квазигруппы, в которых нет подквазигрупп.

В теореме 1 доказывается квазипримальность конечных полиномиально полных
квазигрупп без подквазигрупп. Это означает, что операция в квазигруппе термовая
(является главной производной операцией в смысле А. Г. Куроша) тогда и только
тогда, когда она перестановочна со всеми автоморфизмами квазигруппы. В связи
с этим возникает новая задача изучения автоморфизмов полиномиально полных
конечных квазигрупп без подквазигрупп.

В таких квазигруппах группа автоморфизмов действует без неподвижных то-
чек. Если дополнительно группа автоморфизмов действует транзитивно, то квази-
группу можно отождествить со своей группой автоморфизмов. Некоторые простей-
шие факты о строении возникающих квазигрупп рассмотрены в теореме 3.

В теореме 4 изучаются квазигруппы примарного порядка pn, допускающие ав-
томорфизм порядка p. Указывается вид квазигруппового умножения. Остается об-
ратная задача— выяснить, когда умножение указанного вида задает полиномиально
полную квазигруппу без подквазигрупп.

С точки зрения приложений важны квазигруппы порядка 2n. Они рассматри-
ваются как векторные арифметические пространства над полем из двух элементов,
причем умножение задается булевыми функциями от координат. Эти квазигруппы
изучаются в разделе 4. Они образуют частный случай квазигрупп, рассмотренных
в разделе 3. Пока нет критерия, характеризующего квазигрупповые умножения в
Fn
2 в терминах полиномов над F2. Некоторые необходимые уточнения в этом направ-
лении получены в теореме 5.

Изучается частный случай квазигрупп с умножением (7) (см. раздел 4), навеян-
ный изучением квадрик, и рассмотренный в [9, 10]. В теореме 6 показано, что необ-
ходимые условия из теоремы 5 являются достаточными для того, чтобы получалась
квазигруппа. В разделе 3 с точностью до изотопии охарактеризованы квазигруппы
порядка 4, построенные с помощью умножения (7) на F2

2.
Напомним основные определения, используемые в работе. Квазигруппа Q аф-

финна, если в ней можно задать таким образом структуру аддитивной абелевой
группы (Q,+), что основная операция умножения имеет вид x ∗ y = α(x) + β(y) + c,
где α, β —автоморфизмы группы (Q,+).

Пусть на множестве Q заданы две квазигрупповые операции умножения xy и
x ∗ y. Скажем, что возникающие квазигруппы изотопны, если существуют такие
перестановки π, π1, π2 на Q, что x ∗ y = π−1 (π1(x)π2(y)) для всех x, y ∈ Q.

Квазигруппа MQQ определена на конечномерном арифметическом простран-
стве Fn

2 , где каждая координата квазигруппового произведения задается многочле-
ном над полем F2 от координат множителей. Степень по каждой переменной не
выше 1.

Конечная универсальная алгебра квазипримальна, если каждая операция, пе-
рестановочная с изоморфизмами подалгебр, является термовой, т. е. получается су-
перпозицией основных операций с помощью переименования переменных.

Целью работы является изучение автоморфизмов полиномиально полных ква-
зигрупп без собственных подквазигрупп, а также рассмотрение способов построения
новых квазигрупп с этими свойствами. Обзор результатов в этом направлении при-
веден в [11].
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2. Автоморфизмы. Всюду в работе через Q обозначается конечная квазигруп-
па без собственных подквазигрупп, а через G— ее группа автоморфизмов. Действие
g ∈ G на x ∈ Q будем обозначать через gx.

Предложение 1. Группа G действует в Q без неподвижных точек, т. е. если
g ∈ G и gx = x для некоторого x ∈ Q, то g = 1.

Доказательство. Пусть g ∈ G и gx = x для некоторого x ∈ Q. Так как g
является автоморфизмом, то множество всех таких y ∈ Q, что gy = y, образует
подквазигруппу. По условию она совпадает с Q, откуда g = 1.

Теорема 1. Пусть Q— конечная полиномиально полная квазигруппа без под-
квазигрупп. Тогда Q квазипримальна.

Доказательство. Базисные операции умножения, перехода к левому и право-
му обратному сюръективны. Следовательно, квазигруппа является сюръективной
алгеброй в смысле [12]. По теореме 3.4 из [12] квазигруппа Q в случае неквазипри-
мальности либо аффинна, либо является алгеброй вида (N ;F )[m], где N —множе-
ство, Q = Nm и F — примитивная группа перестановок на N .

Поскольку полиномиально полная квазигруппа неаффинна, то остается пока-
зать, что последний случай невозможен. Напомним, как устроены операции в ал-
гебре (N ;F )[m] с носителем Nm. Введем обозначение n = {0, 1, . . . , n− 1}.

Пусть μ— отображение множества m в множество n и σ— преобразование m.
Для g0, . . . , gm−1 ∈ F и

xi =

⎛⎜⎝ x0i
...

xm−1
i

⎞⎟⎠ , i = 0, . . . , n− 1,

вводятся операции

hσμ(g0, . . . , gm−1) (x0, . . . , xn−1) =
(
g0(x

0σ
0μ), . . . , gm−1(x

(m−1)σ
(m−1)μ)

)
.

Тогда (N ;F )[m] — алгебра, все термовые операции которой имеют указанный вид
[12, теорема 3.4].

При n = 2 каждая операция hσμ(g0, . . . , gm−1) не является квазигрупповой, по-
скольку ее значение при фиксированном x0 не задает биекцию относительно x1.

Пусть Q—конечная квазигруппа без подалгебр и π— автоморфизм Q. Предпо-
ложим, что π = π1 · · ·πm —разложение π на независимые циклы.

Предложение 2. Длины всех циклов π1, . . . , πm одинаковы. В частности, по-
рядок Q делится на длину цикла.

Доказательство. Пусть d—минимальная длина цикла в π. Тогда πd имеет
неподвижные элементы и потому πd = 1. Таким образом, длины всех циклов делят
d. Учитывая выбор d, получаем требуемое утверждение.

Предложение 3. Зафиксируем x ∈ Q. Предположим, что группа автомор-
физмов G действует в Q транзитивно. Тогда отображение ζ : G → Q, заданное
по правилу g �→ gx, является биекцией.

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2020. Т. 7 (65). Вып. 2 199



Доказательство. В силу транзитивности действияG вQ отображение ζ сюръ-
ективно. Пусть ζ(g) = ζ(h). Тогда gx = hx, откуда h−1gx = x. По предложению 1
получаем h−1g = 1 и h = g.

Итак, можно считать, что G = Q, причем элементы g ∈ G = Q действуют как
умножение слева на g в группе G. При этом умножение ∗ в квазигруппе Q = G
удовлетворяет условию

g(x ∗ y) = gx ∗ gy (1)

для всех x, y ∈ G. Другими словами, умножение ∗ является гомоморфизмом левых
G-множеств, т. е. ∗ : G×G→ G.

Рассмотрим обратную ситуацию. Пусть G—конечная группа, являющаяся ква-
зигруппой с умножением ∗, причем выполнены равенства (1) для всех x, y, g ∈ G.

Теорема 2. G совпадает с группой автоморфизмов (G, ∗).
Доказательство. Из (1) следует, что каждое отображение x �→ gx является

автоморфизмом квазигруппы (G, ∗). Далее нам потребуются следующие леммы.
Лемма 2.1. Предположим, что Q0—подквазигруппа наименьшего порядка в

(G, ∗), и H —множество всех таких h ∈ G, что h(Q0) = Q0. Тогда Q0 = H и H
является группой автоморфизмов Q0.

Доказательство. Если x ∈ Q0, то hx ∈ Q0. Обратно, пусть gx ∈ Q0, где g ∈ G.
Так как g— автоморфизмQ, и Q порождается x, то gy ∈ Q0 для всех y ∈ Q0. Отсюда
g ∈ H .

Пусть ξ —автоморфизм Q0. Если x ∈ Q0, то в силу свойства транзитивности
действия G получаем, что ξ(x) = gx для некоторого g ∈ G. Так как Q0 порождается
элементом x, то ξ(y) = gy ∈ Q0 для всех y ∈ Q0. Отсюда ξ = g ∈ H .

Лемма 2.2. Если g ∈ G, то g(Q0) = gH является минимальной подквазигруп-
пой в Q = G. При этом Q является объединением непересекающихся минимальных
подквазигрупп вида g(Q0). Это объединение совпадает с разложением G на левые
смежные классы G по H.

Доказательство. Так как отображение z �→ gz является в силу (1) автомор-
физмом квазигруппы Q, то g(Q0) также является подквазигруппой минимального
порядка в Q. В силу транзитивности действия G в G посредством левого умножения
получаем утверждение о разложении G.

Завершим доказательство теоремы. Пусть ψ— произвольный автоморфизм
(G, ∗). Тогда ψ переставляет минимальные подквазигруппы giH в силу леммы 2.2.

Пусть ψ(giH) = gjH . Если x ∈ H = Q0, то найдется такой элемент x′ ∈ Q0, что
ψ(gix) = gjx

′. Отсюда x′ = g−1
j ψgi(x) и сопоставление x �→ x′ является автоморфиз-

мом Q0. Следовательно, g−1
j ψgi = h ∈ H по лемме 2.1. Отсюда ψ = gjhg

−1
i ∈ G.

В заключение первого раздела отметим несколько утверждений, носящих общий
характер. В них допускается, что в Q есть подквазигруппы.

Предложение 4. Пусть в квазигруппе Q порядка не менее 3 группа автомор-
физмов G действует 2-транзитивно. Тогда a2 = a для всех a ∈ Q.
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Доказательство. Пусть a ∈ Q, причем a2 �= a. По условию существует такой
автоморфизм σ в Q, что σ(a) = a, σ(a2) �= a2. Но σ(a2) = σ(a)2 = a2, противоречие.
Отсюда вытекает утверждение.

Предложение 5. Пусть Q—произвольная конечная квазигруппа, содержа-
щая не менее двух элементов. Тогда группа автоморфизмов G не может действо-
вать 3-транзитивно в Q.

Доказательство. Пусть G действует 3-транзитивно и ax = b в Q. Тогда для
любого y �= x ∈ Q найдется такой автоморфизмв ζ ∈ G, что ζ(a) = a, ζ(b) =
b, ζ(x) = y. В этом случае ay = b, что противоречит определению квазигруппы.

Пусть Q—произвольная квазигруппа. Рассмотрим операторы левого Lx и пра-
вого Ry умножений в квазигруппе Q. Через G(Q) обозначим группу перестановок
на Q, порождаемую всеми перестановками LxL

−1
y , RxR

−1
y для всех x, y ∈ Q.

Теорема 3. Пусть группа G(Q) действует в Q 2-транзитивно и порядок Q
не меньше 3. Тогда G полиномиально полна.

Доказательство. Нам потребуется следующая лемма.

Лемма 3.1. Пусть группа F действует на множестве X дважды транзи-
тивно и порядок X не меньше 3. Тогда группа F неабелева.

Доказательство. Пусть группа F абелева. Так как F действует транзитивно,
то стабилизаторы любых точек одинаковы. Отсюда следует, что стабилизаторы еди-
ничны. Пусть x, y, z — три разные точки из X . В силу 2-транзитивности существует
такой элемент f ∈ F , что f(x) = x и f(y) = z. Но тогда f = 1 и z = y, что неверно.

Продолжим доказательство теоремы. Если квазигруппа Q аффинна, то она изо-
топна абелевой группе и потому G(Q)— абелева группа (теорема 2 из [2]), что невер-
но.

Пусть квазигруппа Q непроста и ρ—нетривиальная конгруэнция в Q. По опре-
делению отношение конгруэнтности по модулю ρ стабильно относительно действия
группы G(Q). Если x �= y конгруэнтны по модулю ρ, а x, z не конгруэнтны, то не мо-
жет существовать элемента f ∈ G(Q) с условием f(x) = x, f(y) = z. Следовательно,
Q проста. Остается воспользоваться критерием полиномиальной полноты [13].

3. Примарный случай. Предположим, чтоQ—конечная квазигруппа без под-
квазигрупп, причем порядок Q примарен и равен q = pn, где p просто. Пусть в Q
группа автоморфизмов нетривиальна. Обозначим через ∗ умножение в Q. Пусть
π—нетривиальный автоморфизм Q. По предложению 2 автоморфизм π как пере-
становка является произведением циклов одинаковой длины, делящей q. Поэтому их
длина равна pm, где m � n. В этом случае πpm−1

является автоморфизмом порядка
p, разлагающимся в произведение циклов длины p.

Зафиксируем автоморфизм π порядка p. В этом случае Q можно отождествить
с полем Fq, причем автоморфизм π порядка p имеет вид π(x) = x+ 1 в Fq.

Умножение в Q задается в виде многочлена x ∗ y = f(X,Y ) ∈ Fq[X,Y ], где
степень по каждой переменной X,Y не выше q − 1. Поскольку π является автомор-
физмом, то выполнено равенство

f(X + 1, Y + 1) = f(X,Y ) + 1. (2)
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Теорема 4. Условие (2) выполнено тогда и только тогда, когда

f(X,Y ) = X + F (Xp −X,Y −X), (3)

где F (Xp −X,Y −X) ∈ Fq[X
p −X,Y −X ].

Доказательство. Если f(X,Y ) имеет указанное представление (3), то выпол-
нено и (2).

Обратно, пусть выполнено (2). Переходя к новым переменным X,Y −X , можно
считать, что

f(X,Y ) =

q−1∑
i=0

fi(X)(Y −X)i, fi(X) ∈ Fq[X ].

Тогда в (2) получаем

q−1∑
i=0

fi(X + 1)(Y −X)i = 1 +

q−1∑
i=0

fi(X)(Y −X)i.

Отсюда fi(X + 1) = fi(X) + δi0 при i = 0, . . . , q − 1.
Далее используем следующую лемму.

Лемма 4.1. Пусть h(X) ∈ Fq[X ]. Следующие условия эквивалентны:
1) h(X + 1) = h(X);
2) h(X) = u(Xp −X), где u(X) ∈ Fq[X ].

Доказательство. Ясно, что 2 влечет 1. Покажем, что 1 влечет 2.
Пусть ζ — корень h(X). Тогда ζ + 1 также корень h(X). Таким образом, ζ, ζ +

1, . . . , z + p− 1 являются корнями h(X). Поэтому h(X) делится на (X − ζ)(X − ζ −
1) · · · (X − ζ − p + 1) = (X − ζ)p − (X − ζ) = (Xp − X) − (ζp − ζ). Применяя это к
каждому корню ζ, получаем требуемое утверждение.

Продолжая доказательство теоремы, получаем, что fi(X) = ui(X
p − X) при

i > 0. При i = 0 имеем f0(X + 1) = 1 + f0(x). Положим g0(X) = f0(X) −X . Тогда
g0(X + 1) = f0(X + 1) − X − 1 = 1 + f0(X) − X − 1 = g0(X). Таким образом,
по лемме 4.1 получаем g0(X) = u0(X

p − X) и f0(X) = X + u0(X
p − X). Отсюда

вытекает утверждение.

Следствие. Если f(X,Y ) из теоремы 4, то

f(X,Y ) = Y +G(X − Y, Y p − Y ) (4)

для некоторого многочлена G.
Итак, Q = Fq имеет вид (3) и (4). Так как Q относительно умножения f(X,Y )

является квазигруппой, функции F (bp − b, Z), G(Z, ap − a) ∈ Fq[Z], являются пере-
становками в Q = Fq при любых a, b ∈ Fq. Другими словами, отображения

Z �→ F (bp − b, Z), Z �→ G(Z, ap − a)

являются перестановками в Q = Fq.

4. MQQ. Рассмотрим квазигруппы MQQ из работ [9, 10]. ПустьQ является век-
торным пространством размерности n над полем Fq. Будем считать, что Q = Fn

q —
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арифметическое векторное пространство столбцов высоты n с коэффициентами из
поля Fq, и

x =

⎛⎜⎝x1...
xn

⎞⎟⎠ , y =

⎛⎜⎝y1...
yn

⎞⎟⎠ , z =
⎛⎜⎝z1...
zn

⎞⎟⎠ ∈ Fn
q . (5)

Обозначим через O(F2n
q ) алгебру функций на F2n

q со значениями в Fq. Известно, что

O(F2n
q ) � Fq[x1, . . . , xn, y1, . . . , yn]/(x

q
i − xi, yqj − yj | 1 � i, j � n).

Каждый элемент из O(F2n
q ) однозначно представляется многочленом с коэффици-

ентами из Fq, причем степень по каждой переменной меньше q.
Квазигрупповое умножение в Fn

q для x, y, z из (5) задается по правилу x∗ y = z,
где zi = zi(x, y) ∈ O(F2n

q ), 1 � i � n, представлены многочленами указанного вида.
Рассмотрим (n× n)-матрицы якобианов

Jx =

(
∂zi
∂xj

)
, Jy =

(
∂zi
∂yj

)
. (6)

Теорема 5. Определители detJx, detJy как функции из O(F2n
q ) принимают

ненулевые значения в Fq. В частности, если q = 2, то detJx = detJy = 1.

Доказательство. Квазигрупповое умножение обладает тем свойством, что
при любом y отображение x→ z биективно в Fn

q . Рассмотрим правое обратное отоб-
ражение z → x, которое также задается функциями из O(F2n

q ). Оба отображения
x → z и z → z представляются многочленами степени меньше q по каждой пере-
менной. Якобиан произведения в Fq[x1, . . . , xn, y1, . . . , yn] отображений x → z → x
является произведением якобиана Jx и аналогичного якобиана Jz. В силу того, что
отображения взаимно обратны в O(F2n

q ), получаем, что

JxJz ≡ E mod (xqi − xi, yqj − yj | 1 � i, j � n)

в Fq[x1, . . . , xn, y1, . . . , yn]. Переходя к O(F2n
q ), получаем, что det Jx · detJz = 1. Слу-

чай Jy аналогичен. Отсюда вытекает первое утверждение.
Пусть q = 2. Тогда detJx, detJy принимают ненулевые значения в F2, которые

единственны и равны 1.

Перейдем к случаю, когда q = 2 и умножение x ∗ y = z задается по правилу

zi =
(
tx 1

)(Ai bi
ci, di

)(
y
1

)
= txAiy + ciy +

txbi + di, i = 1, . . . , n, (7)

где Ai ∈ Mat(n,F2). Кроме того, bi, ci — столбцы и строки высоты n, и di ∈ F2.
Положим

C =

⎛⎜⎝c1...
cn

⎞⎟⎠ , B =
(
b1 . . . bn

) ∈Mat(n,F2), D =

⎛⎜⎝d1...
dn

⎞⎟⎠ ∈ Fn
2 .
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Рассмотрим, при каких условиях Q с умножением (7) является квазигруппой.
Это означает, что при произвольных фиксированных x и z система линейных урав-
нений ⎛⎜⎝

⎛⎜⎝
txA1

...
txAn

⎞⎟⎠+ C

⎞⎟⎠ y = z +Bx+D (8)

относительно y должна иметь единственное решение.
Аналогично для произвольных фиксированных y, z ∈ Fn

2 система линейных
уравнений ⎛⎜⎝

⎛⎜⎝
tytA1

...
tytAn

⎞⎟⎠+ tB

⎞⎟⎠ x = z + Cy +D (9)

относительно x1, . . . , xn должна иметь единственное решение.
Заметим, что якобианы Jx, Jy из (6) имеют, соответственно, вид

Jx = Jx,B =

⎛⎜⎝
⎛⎜⎝

tytA1

...
tytAn

⎞⎟⎠+ tB

⎞⎟⎠ , Jy = Jy,C =

⎛⎜⎝
⎛⎜⎝

txA1

...
txAn

⎞⎟⎠+ C

⎞⎟⎠ . (10)

Следующий результат усиливает теорему 2 из [9].

Теорема 6. Q является квазигруппой в том и только в том случае, когда
detC = detB = 1 и для любого x ∈ Fn

2 выполнены условия

det

⎛⎜⎝
⎛⎜⎝

txA1C
−1

...
txAnC

−1

⎞⎟⎠+ E

⎞⎟⎠ = det

⎛⎜⎝
⎛⎜⎝

tx tA1(
tB)−1

...
tx tAn(

tB)−1

⎞⎟⎠+ E

⎞⎟⎠ = 1. (11)

Доказательство. Квадратные системы линейных уравнений (8), (9) должны
иметь единственное решение при любых x, y ∈ Fn

2 . В частности, при x = y = 0
получаем, что detC = detB = 1.

Совершая замены переменных

y �→ C−1y′, x �→ (tB)−1x′ (12)

и, переименовывая y на x, получаем над F2 две квадратные системы линейных урав-
нений с матрицами из (11). Единственность решений этих систем эквивалентна тому,
что их определители равны 1.

Таким образом, необходимое условие из теоремы 5 в случае умножения (7) яв-
ляется и достаточным.

Заметим, что замены (12) задают изотопию на Q. Поэтому переходя к этому
изотопу, можно считать, что C = B = E. В этом случае уравнения (11) принимают
вид

det

⎛⎜⎝
⎛⎜⎝

txA1

...
txAn

⎞⎟⎠+ E

⎞⎟⎠ = det

⎛⎜⎝
⎛⎜⎝

tx tA1

...
tx tAn

⎞⎟⎠+ E

⎞⎟⎠ = 1. (13)
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Из (8) следует, что

Lx(y) =

⎛⎜⎝
⎛⎜⎝

txA1

...
txAn

⎞⎟⎠+ E

⎞⎟⎠ y + x+D

и

L−1
x (y) =

⎛⎜⎝
⎛⎜⎝

txA1

...
txAn

⎞⎟⎠+ E

⎞⎟⎠
−1

(y + x+D).

В частности, L−1
0 (y) = (y +D), откуда в силу (10)

LxL
−1
0 (y) =

⎛⎜⎝
⎛⎜⎝

txA1

...
txAn

⎞⎟⎠+ E

⎞⎟⎠ (y +D) + x+D =

=

⎛⎜⎝
⎛⎜⎝

txA1

...
txAn

⎞⎟⎠+ E

⎞⎟⎠ y +
⎛⎜⎝

txA1

...
txAn

⎞⎟⎠D + x = Jy,Ey +

⎛⎜⎝
txA1

...
txAn

⎞⎟⎠D + x (14)

Аналогично получаем

Ry(x) =

⎛⎜⎝
⎛⎜⎝

ty tA1

...
ty tAn

⎞⎟⎠+ E

⎞⎟⎠ x+ y +D,

откуда R0(x) = x+D и R0(x)
−1(x) = (x+D). Поэтому в силу (10)

RyR
−1
0 (x) =

⎛⎜⎝
⎛⎜⎝

ty tA1

...
ty tAn

⎞⎟⎠+ E

⎞⎟⎠ (x+D) + y +D =

=

⎛⎜⎝
⎛⎜⎝

ty tA1

...
ty tAn

⎞⎟⎠+ E

⎞⎟⎠ x+

⎛⎜⎝
ty tA1

...
ty tAn

⎞⎟⎠D + y = Jx,Ex+

⎛⎜⎝
ty tA1

...
ty tAn

⎞⎟⎠D + y. (15)

Таким образом, в силу теорем 3 и 6 справедлива

Теорема 7. Квазигруппа Q = Fn
2 с умножением (7) полиномиально полна,

если подгруппа G(Q) группы аффинных преобразований на F2, порожденная всеми
элементами (14), (15), для всех x, y ∈ Fn

2 действует 2-транзитивно в Fn
2 .

Итак, в силу теоремы 6 требуется описать квадратные матрицы A1, . . . , An над
F2 с условием (13) для любых x ∈ Fn

2 .
В дальнейшем через ei будем обозначать строку (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), где 1 стоит

на i-м месте.

Предложение 5. В равенстве (13) все матрицы A1, . . . , An вырождены.
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Доказательство. Пусть матрица Ai невырождена. Выберем такой вектор x,
что txAi = ei. Тогда в первом определителе из (13) столбец с номером i нулевой,
что неверно.

Пусть

1 = det

⎛⎜⎝
⎛⎜⎝

txA1

...
txAn

⎞⎟⎠+ E

⎞⎟⎠ = 1 +

n∑
k=1

∑
1�i1<i2<···<ik�n

xi1 · · ·xikWi1,...,ik , (16)

где Wi1,...,ik ∈ F2. Можно заметить, что Wi1,...,ik равно сумме определителей, по-
лучающихся из E заменой части строк на строки матриц A1, . . . , An с номерами
i1, . . . , ik, причем все эти строки встречаются, возможно, несколько раз. Например,
W1 равно сумме определителей, где в первой строке стоит строка с номером σ1 из
A1, . . . , в последней строке стоит строка с номером σn из An. Здесь σ —перестановка
степени n.

Любая функция от x1, . . . , xn на F2 однозначно представляется многочленом,
в котором степень по каждой переменной не выше 1. Поэтому справедливо

Предложение 6. Условие (16) эквивалентно системе равенств Wi1,...,ik = 0
при любых наборах 1 � i1 < · · · < ik � n. Аналогичное утверждение верно и для
второго определителя из (13), т. е. для матриц tA1, . . . ,

tAn.

Рассмотрим случай n = 2. Обе матрицы A1, A2 вырождены. Пусть

A1 =

(
a b
c d

)
, A2 =

(
p q
r s

)
.

По предложению 6 имеем

W1 = a+ q + aq + pb = 0,

W2 = c+ s+ cs+ rd = 0,

W12 = as+ cq + rb+ dp = 0.

Аналогично переходя к транспонированным матрицам

tA1 =

(
a c
b d

)
, tA2 =

(
p r
q s

)
,

получаем

Ŵ1 = a+ r + ar + cp = 0,

Ŵ2 = b+ s+ bs+ qd = 0,

Ŵ12 =W12.

Все эти соотношения можно переписать в виде

(1 + a)(1 + q) + pb = 1, (17)
(1 + c)(1 + s) + rd = 1, (18)
(1 + a)(1 + r) + pc = 1, (19)
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(1 + b)(1 + s) + qd = 1, (20)
as+ cq + rb + dp = 0. (21)

Если p = 0, то a = q = r = 0 по (17), (19). Но тогда b = s = c = 0 по (18), (20).
Отсюда получаем

A1 =

(
0 0
0 d

)
, где d = 0, 1; A2 =

(
0 0
0 0

)
. (22)

Пусть p = 1. Если d = 0, то c = s = b = 0 по (18), (20). Поэтому a = r = q = 0 в силу
(18), (20). Отсюда имеем

A1 =

(
0 0
0 0

)
, A2 =

(
1 0
0 0

)
. (23)

Предположим, что p = d = 1. Если b = 0, то a = q = 0 по (17), откуда dp = 1 по (21),
что неверно.

Рассмотрим случай p = d = b = 1. Если c = 0, то a = r = 0 по (19), что снова
противоречит (21).

Пусть p = d = b = c = 1. Если q = 0, то b = 0, что неверно.
Пусть p = d = b = c = q = 1. Если r = 0, то получается противоречие с (18).
Предположим, что p = d = b = c = q = r = 1. Тогда в (21) получаем a = s = 1.

Отсюда

A1 =

(
1 1
1 1

)
, A2 =

(
1 1
1 1

)
. (24)

Итак, доказана

Теорема 8. Пусть задана квазигруппа порядка 4 с умножением вида (7). Тогда
с точностью до изотопии матрицы A1, A2 имеют вид (22)–(24).

В заключение отметим, что в работе [1] описаны полиномиально полные квази-
группы порядка 4 в терминах их латинских квадратов.

Автор выражает глубокую благодарность рецензентам за многочисленные по-
лезные замечания.
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It is shown that polynomially complete quasigroups with no subquasigroups are quasiter-
mal. The case of transitive action of the automorphism group on these quasigroups is
considered. In particular the case of quasigroup of a prime power order defined on arith-
metic vector space over a finite field is considered in details. There are found some necessary
conditions under which a multplication in this space given in terms of coordinates corre-
sponds to a quasigroup. The case of the 2-element field is considered in detalis. In this
case the quasigroup multiplication is given in terms of Boolean function. The is found a
criteria for a quasigroup multiplication. Under some assumptions there are classified up to
an isotopy all quasigroups of order 4 in terms of Boolean function. Polynomially complete
quasigroups play a significant role because the problem of solutions of polynomial equation
in them is NP-complete. This property is important for the securing information, since
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crypto-transformations are defined in terms of quasigroup operations. The same argument
shows the importance of quasigroups with no proper subquasigroups.
Keywords: quasigroups, automorphism, permutations.
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