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Рассматривается вопрос об устойчивости нулевого решения с особой точкой типа
«центр» в начале координат. Впервые такая задача изучалась А.М. Ляпуновым для
автономных систем. Исследования А.М. Ляпунова были продолжены авторами для
систем с периодической зависимостью от времени. В данной работе рассматривают-
ся квазипериодические по времени системы при выполнении стандартного условия
диофантового типа, накладываемого на базисные частоты квазипериодических функ-
ций. Рассматриваемую задачу можно интерпретировать как вопрос об устойчивости
положения равновесия осциллятора ẍ + x2n−1 = 0 (n ≥ 2—целое) при «малых» ква-
зипериодических возмущениях.
Ключевые слова: устойчивость, центр, квазипериодическая функция.

1. Введение. С 19 февраля 1960 года и до последнего дня своей жизни —
4 января 2019 года— Виктор Александрович Плисс был бессменным заведующим
кафедрой дифференциальных уравнений Санкт-Петербургского (до 1992 года Ле-
нинградского) государственного университета. За это время ему удалось создать
научную школу, которая так и называется «школа Плисса».

Характерной особенностью этой школы являлся неизменный интерес к работам
Александра Михайловича Ляпунова по теории устойчивости движения. Некоторые
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работы участников школы являются непосредственным продолжением работ самого
А.М. Ляпунова.

Предлагаемая статья продолжает эту традицию. В работе [1] 1893 года А.М. Ля-
пунов исследовал вопрос об устойчивости нулевого решения автономной системы
двух дифференциальных уравнений вида

ẋ = y +X, ẏ = Y, (1)

где X и Y —вещественно аналитические функции переменных x и y, не содержащие
в своих разложениях членов ниже второго порядка. Ляпунов замечает, что заменой
переменной y эту задачу можно свести к исследованию системы того же вида (1), в
которой Y будет произвольно заданной вещественно аналитической функцией.

Предполагая выполнение условия

X(x, 0) = 0, (2)

Ляпунов записывает функцию Y (x, y) в виде Y = f(x)+ϕ(x)y+O(y2), где функция
f(x) либо тождественно равна нулю, либо f(x) = axα+O(xα+1) (a �= 0). Аналогично,
если функция ϕ(x) не равна тождественно нулю, то ϕ(x) = bxβ + O(xβ+1) (b �= 0).
При этом постоянные a, α являются инвариантными относительно преобразований,
сохраняющих условие (2), а постоянные b и β инвариантны, если β < α.

Поставленную задачу А.М. Ляпунов решил полностью. При этом оказалось, что
из десяти возможных случаев в восьми задача решается в нулевом приближении,
т. е. на основании свойств постоянных a, b, α, β, и только в двух из них требуются
дополнительные вычисления. В обоих этих случаях α— нечетное число и a < 0.

Положим α = 2n− 1, где n � 2—целое. Тогда в первом случае либо ϕ(x) = 0,
либо β > n− 1, а во втором случае n—четное, β = n− 1 и b2 + 4na < 0.

Как отмечалось выше, не нарушая общности, можно считать, что в системе (1)
X = 0. Тогда система (1) имеет вид дифференциального уравнения второго порядка.

В первом случае — это уравнение

ẍ− ax2n−1 = Q(x, ẋ), (3)

а во втором— уравнение

ẍ− ax2n−1 = Q(x, ẋ)− bxn−1ẋ, (4)

причем в обоих случаях разложение Q(x, ẋ) по степеням x, ẋ не содержит членов
порядка ниже 2n, если переменной x приписать порядок один, а переменной ẋ—
порядок n.

В настоящей работе исследуется вопрос об устойчивости нулевого решения урав-
нений (3) и (4) при условии, что их правые части являются квазипериодическими
функциями времени t, вещественно аналитическими в области |Im t| < γ (γ > 0).

Поставленная задача для периодической по времени функции Q и постоянного
коэффициента b была исследована в работе [2].

Дополнительно потребуем, чтобы базисные частоты ω1, . . . , ωs функций
Q(x, ẋ, t) и коэффициента b(t) удовлетворяли неравенству

|k1ω1 + · · ·+ ksωs| > K|k|−τ , (5)

где K > 0, τ > 0, k1, . . . , ks — целые числа, |k| = |k1|+ . . .+ |ks|.
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2. Квазипериодические функции. Функция f(t) называется квазипериоди-
ческой с базисными частотами ω1, . . . , ωs, где ω1, . . . , ωs — положительные числа,
если существует такая 2π-периодическая по всем аргументам функция g(θ1, . . . , θs),
что f(t) = g(ω1t, . . . , ωst). При этом величины T1 = 2πω−1

1 , . . . , Ts = 2πω−1
s называ-

ются периодами функции f(t), а величина f =
1

(2π)s

2π∫
0

. . .

2π∫
0

g(θ1, . . . , θs)dθ1 . . . dθs —

ее средним значением. Функцию g(θ1, . . . , θs) будем называть порождающей для ква-
зипериодической функции f(t).

Лемма 1. Пусть функция f(t)— квазипериодическая, f = 0 и выполняется
условие (5). Тогда найдется квазипериодическая функция F (t) с теми же базисны-
ми частотами, что и у f(t), для которой dF (t)/dt = f(t).

Доказательство. Должно выполняться условие

ω1
∂G

∂θ1
(ω1t, . . . , ωst) + . . .+ ωs

∂G

∂θs
(ω1t, . . . , ωst) = f(t), (6)

где G(θ1, . . . , θs)—порождающая функция для F (t).

Но уравнение ω1
∂G

∂θ1
(θ1, . . . , θs)+ . . .+ωs

∂G

∂θs
(θ1, . . . , θs) = g(θ1, . . . , θs) имеет 2π-

периодическое по θ1, . . . , θs решение при условии (5). Доказательство этого факта
можно найти в монографии [3].

Полагая θ1 = ω1t, . . . , θs = ωst, получаем равенство (6). �
Замечание. F (t) вещественно аналитична, если f(t) вещественно аналитична.
В дальнейшем нам придется рассматривать функции F (ϕ, t), периодические по

ϕ и квазипериодические по t.Для них будем использовать следующее представление:

F = F + F̂ (ϕ) + F̃ (ϕ, t), (7)

где F — среднее значение F по ϕ и t, F̂ — среднее значение F − F по t.
В частности, если F = F1(t)F2(ϕ), то F = F 1F 2, F̂ = F 1(F2 − F 2), F̃ = (F1 −

F 1)F2.

3. Исследование случая 1. Прежде всего будем считать, что в (3) a = −1,
так как к такому случаю приводит подстановка

x = (−a)−1/(2n−2)x1. (8)

Таким образом, мы рассматриваем уравнение

ẍ+ x2n−1 = Q(x, ẋ, t) (9)

при сохранении сделанных выше предположений. В частности, разложение Q по сте-
пеням x и ẋ не содержит членов порядка ниже 2n, если переменной x приписывать
первый порядок, а переменной ẋ— порядок n.

Следуя А.М. Ляпунову (см. [1, стр. 290]), введем в системе

ẋ = y, ẏ = −x2n−1 +Q(x, y, t), (10)

соответствующей уравнению (9), «полярные координаты» r, ϕ равенствами

x = rCsϕ, y = −rnSnϕ (r > 0), (11)
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где Csϕ, Snϕ—периодические функции, определяемые условиями

dCsϕ

dϕ
= Snϕ,

dSnϕ

dϕ
= −Cs2n−1ϕ, Cs 0 = 1, Sn 0 = 0.

При n = 1 функции Cs и Sn превращаются в обычные cos и sin, а основному триго-
нометрическому тождеству соответствует тождество nSn2ϕ+Cs2nϕ = 1.

В результате замены (11) получим систему

ṙ = −r1−nQ(rCsϕ,−rnSnϕ, t)Snϕ, ϕ̇ = rn−1 − r−nQ(rCsϕ,−rnSnϕ, t)Csϕ, (12)

которую можно представить в виде

ṙ = Rn+1(ϕ, t)r
n+1 + . . . = R(r, ϕ, t), ϕ̇ = rn−1 +Φn(ϕ, t)r

n + . . . = rn−1 +Φ(r, ϕ, t),
(13)

где многоточием обозначены члены порядка по r выше выписанных.
Лемма 2. Существует формальный ряд

r = ρ+ h2(ϕ)ρ
2 + . . .+ hn(ϕ)ρ

n + hn+1(ϕ, t)ρ
n+1 + . . . = ρ+ h(ρ, ϕ, t), (14)

приводящий систему (13) к виду

ρ̇ = gn+1ρ
n+1 + . . . = Ξ(ρ), ϕ̇ = ρn−1 +Ψ(ρ, ϕ, t), (15)

где gn+1, gn+2, . . .—постоянные.
Доказательство. Дифференцируя замену (14) по t в силу систем (13) и (15),

получаем соотношение

∂h

∂ϕ
ρn−1 +

∂h

∂t
= R(ρ+ h, ϕ, t)− ∂h

∂ϕ
Ψ− ∂h

∂ρ
Ξ− Ξ.

Приравнивая здесь коэффициенты при ρn+1, получим уравнение

∂h2
∂ϕ

+
∂hn+1

∂t
= gn+1 +Rn+1. (16)

Полагая gn+1 = Rn+1 и используя разложение (7) для функции Rn+1, разобьем
(16) на два уравнения

dh2
dϕ

= R̂n+1(ϕ),
∂h̃n+1

∂t
= R̃n+1(ϕ, t). (17)

Первое из этих уравнений определяет h2(ϕ) как первообразную функции R̂n+1(ϕ).
Рассматривая ϕ как параметр во втором уравнении, используя лемму 1, определим
и h̃n+1.

Далее, приравнивая в (16) коэффициенты при i > n+ 1, получим уравнение

∂hi−n+1

∂ϕ
+
∂hi
∂t

= gi +Ri(ϕ, t) −Gi(ϕ, t), (18)

где функции Gi известны, если уже определены h2, . . . , hi−1, и h̃2 = 0, . . . , h̃n = 0.
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Пусть gi равны средним значениям функций Ri −Gi. Положим Fi = Ri −Gi и
каждое из уравнений (18) разобьем на два следующих:

dhi−n+1

dϕ
= F̂i(ϕ),

∂h̃i
∂t

= F̃i(ϕ, t),

которые решаем так же как и уравнения (17).
В результате мы последовательно с ростом i � n+ 1 определим ĥi−n+1 и h̃i. �
Обозначим через g первую при возрастании i ненулевую среди постоянных gi.
Поскольку задача об устойчивости по отношению к переменным x, y эквива-

лентна задаче об устойчивости по отношению к переменной ρ, из вида системы (15)
вытекает следующее утверждение.

Теорема. Если в системе (15) постоянная g < 0, то нулевое решение системы
(10) асимптотически устойчиво, а если g > 0, то оно не устойчиво.

Рассмотрим наинизшие члены разложения функции Q в уравнении (9). Они
имеют вид a1(t)x2n + a2(t)x

nẋ + a3(t)ẋ
2, где a1, a2, a3 — квазипериодические функ-

ции. Их порядок равен 2n в соответствии со сделанным выше соглашением.
В силу (12) Rn+1 = −a1(t)Cs2nϕSnϕ + a2(t)Cs

nϕSn2ϕ − a3(t)Sn
3ϕ, а значит,

величина gn+1, равная среднему значению функции a2(t)CsnϕSn2ϕ, отлична от нуля,
если a2 �= 0 и n—четное число. При этом знак gn+1 совпадает со знаком a2.

Таким образом, если n четно, то вопрос об устойчивости в общем случае реша-
ется в первом приближении.

Возможен случай, когда все постоянные gn+1, . . . в системе (15) равны нулю.
Он возникает, если возмущение Q в уравнении (3) консервативно, т. е. функция Q
не зависит от ẋ, либо обратимо, т. е. выполняется условие Q(x,−ẋ,−t) = Q(x, ẋ, t).
В каждой из этих ситуаций нулевое решение устойчиво по Ляпунову (см. [4]).

4. Исследование случая 2. Выполнив в уравнении (4) подстановку (8), будем
рассматривать уравнение

ẍ+ x2n−1 = Q(x, ẋ)− b(t)xn−1ẋ

или соответствующую ему систему

ẋ = y, ẏ = −x2n−1 + b(t)xn−1y +Q(x, y, t), (19)

в которой n— четное, функции b(t) и Q(x, y, t) являются квазипериодическими с
базисными частотами ω1, . . . , ωs, удовлетворяющими условию (5), b2(t) < 4n для
всякого t и разложение Q по степеням x, y не содержит членов порядка ниже 2n при
условии, что x имеет порядок один, а y— порядок n.

Сделав в системе (19) замену (11), получим систему

ṙ = α(ϕ, t)rn +R(r, ϕ, t), ϕ̇ = β(ϕ, t)rn−1 +Φ(r, ϕ, t), (20)

в которой α = b(t)S2(ϕ)Cn−1(ϕ), β = 1 + b(t)S(ϕ)Cn(ϕ), R = Rn+1(ϕ, t)r
n+1 + . . . ,

Φ = Φn(ϕ, t)r
n+ . . . , причем β(ϕ, t) > 0 в силу условия b2(t) < 4n и свойств функций

Cs и Sn.
Лемма 3. Существует периодическая по ϕ и квазипериодическая по t замена

r = p(ϕ)ρ+ q(ϕ, t)ρn (21)
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с p(ϕ) > 0, преобразующая систему (20) в квазипериодическую по t систему

ρ̇ = R∗(ρ, ϕ, t), ϕ̇ = γ(ϕ, t)ρn−1 +Φ∗(ρ, ϕ, t), (22)

в которой γ = β(ϕ, t)pn−1(ϕ) > 0, R∗ = ξ(ϕ, t)ρn+1 + . . . , Φ∗ = Φ∗
n(ϕ, t)ρ

n + . . . .

Доказательство. Дифференцируя замену (21) по t в силу систем (20) и (22)
и приравнивая коэффициенты при ρn, получаем уравнение

β(ϕ, t)pn−1(ϕ)
dp

dϕ
− α(ϕ, t)pn(ϕ) + ∂q

∂t
= 0. (23)

Используя разложение (7), представим функции α и β из (20) в виде

α(t, ϕ) = bα∗(ϕ) + b̃(t)α∗(ϕ), β(t, ϕ) = 1 + bβ∗(ϕ) + b̃(t)β∗(ϕ), (24)

где b(t) = b+ b̃(t), α∗ = S2(ϕ)Cn−1(ϕ), β∗ = S(ϕ)Cn(ϕ).
Тогда (23) распадается на два уравнения

(1 + bβ∗)pn−1 dp

dϕ
− bα∗pn = 0,

∂q

∂t
+ b̃β∗pn−1 dp

dϕ
− b̃α∗pn = 0,

решениями которых с учетом леммы 1 являются следующие квазипериодические по
t и периодические по ϕ функции:

p(ϕ) = exp

∫ ϕ

ϕ0

bα∗(η) dη
1 + bβ∗(η)

, q(t, ϕ) = pn−1(ϕ)

(
α∗(ϕ)p(ϕ) − β∗(ϕ)

dp

dϕ

)∫ t

t0

b̃(τ) dτ.

Здесь используется доказанный еще А.М. Ляпуновым факт (см. [1, стр. 298]),
что при четном n подынтегральная функция в формуле для p(ϕ) имеет нулевое
среднее значение. �

Усредним теперь коэффициент ξ(ϕ, t), стоящий при младшей степени ряда R∗

в первом уравнении системы (22).
Лемма 4. Существует периодическая по ϕ и квазипериодическая по t замена

ρ = ζ + u(ϕ)ζ2 + v(ϕ, t)ζn+1, (25)

преобразующая систему (22) в квазипериодическую по t систему

ζ̇ = gζn+1 +Υ(ζ, ϕ, t), ϕ̇ = γ(ϕ, t)ζn−1 +Ψ(ρ, ϕ, t), (26)

в которой γ(ϕ, t) > 0 из (20), Υ = Υ(ϕ, t)ζn+2 + . . . , Ψ = Ψn(ϕ, t)ζ
n + . . . .

Доказательство. Дифференцируя замену (25) по t в силу систем (22) и (26)
и приравнивая коэффициенты при ζn+1, получаем уравнение

ξ(t, ϕ) = g + γ(ϕ, t)
du

dϕ
+
∂v

∂t
= 0. (27)

Поскольку в (22) γ = β(ϕ, t)pn−1(ϕ), а в (24) β = 1 + bβ∗(ϕ) + b̃(t)β∗(ϕ), то,
используя разложение (7), запишем (27) в виде двух уравнений

ξ + ξ̂ = g + (1 + bβ∗)pn−1 du

dϕ
, ξ̃ = b̃β∗pn−1 du

dϕ
+
∂q

∂t
. (28)
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Заметим, что коэффициент при du/dϕ в уравнении (281) положителен, так как
в системе (19) предполагается выполнение неравенства |b(t)| < 2

√
n, остающегося

верным и для среднего значения функции b(t). Поэтому константа g однозначно на-
ходится из условия, заключающегося в том, что функция (ξ + ξ̂ − g)(1 + bβ∗)−1p1−n

имеет нулевое среднее значение. После этого уравнения (28) последовательно реша-
ются, причем v = ṽ(ϕ, t). �

Теперь, если окажется, что постоянная g отлична от нуля, то для системы (19)
будет справедлив аналог приведенной в пункте 3 теоремы, а если g = 0, то процесс
усреднения можно продолжить (см. лемму 2 и последующие рассуждения).
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The problem of the stability of the zero solution of a system with critical point of the “center”
type at the origin, is considered. Such problem for autonomous systems was investigated by
Liapunov. Investigations of Liapunov were continued by the authers for systems periodic in
time. In the present paper systems with quasi-periodic dependence on time, are considered.
It is supposed that the basic frequencies of quasi-periodic functions sutisfy the standard
condition of diophantine type. The problem under consideration can be intepreted as the
problem of the stability of the state of equilibrium of the oscillator ẍ + x2n−1 = 0, n is a
integer, n ≥ 2, under “small” quasiperiodic pertubations.
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