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Данная статья представляет собой краткий обзор теории устойчивости слабо гипербо-
лических инвариантных множеств. В серии работ, опубликованных автором совместно
с В. А. Плиссом и Дж. Р. Селлом, было доказано, что слабо гиперболическое инвари-
антное множество является устойчивым даже в случае отсутствия условия Липшица.
Однако открытым остается вопрос о единственности листов слабо гиперболического
инвариантного множества возмущенной системы. Мы показываем связь этой пробле-
мы с так называемой гипотезой экспансивноcти по площадкам (plaque expansivity con-
jecture) в теории динамических систем.
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1. Введение. Основной объект данного исследования— слабо гиперболическое
инвариантное множество. Свойства таких множеств, в том числе устойчивость, на
протяжении уже почти полувека являются одними из основополагающих в теории
обыкновенных дифференциальных уравнений, те или иные отсылки к ним можно
найти почти в любом подразделе этой математической ветви. Крайне важными они
являются и в прикладных дисциплинах. Это обуславливается тем, что на практике
мы имеем дело не с «настоящей» системой, а лишь с моделью и, таким образом,
долгосрочное поведение решений будет релевантным только в том случае, когда
слабо гиперболическое инвариантное множество является (в том или ином смысле)
устойчивым.

Ввиду вышесказанного неудивительно, что данная проблематика породила
большое количество публикаций (см. [1–14]). Как правило в этих работах предпола-
галось, что нейтральное, устойчивое и неустойчивое линейные пространства соответ-
ствующей линеаризованной системы удовлетворяют условию Липшица. Наложение
такого условия вполне объяснимо— классическая техника работы (особенно важная
при доказательстве устойчивости) со слабо гиперболическим инвариантным множе-
ством предполагает введение локальных координат в его окрестности, однако вве-
дение таких координат в отсутствие условия Липшица представляется чрезвычайно
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затруднительным. С другой стороны, известны примеры слабо гиперболических ин-
вариантных множеств, для которых условие Липшица не выполняется. Более того,
доказано, что множество таких систем является множеством второй категории по
Бэру. Таким образом, обширная теория была построена для очень «бедного» мно-
жества систем. Учитывая уже упомянутый прикладной аспект, возникла необхо-
димость развития инструментария для работы со слабо гиперболическими инвари-
антными множествами, не обладающими условием Липшица. В серии работ [16–21]
совместными усилиями В. А. Плисса, Дж. Р. Селла и автора данной статьи такой
инструментарий был разработан, с помощью него были обобщены результаты для
нелипшицева случая. Было доказано, что при достаточно малых C1-возмущениях
в окрестности слабо гиперболического инвариантного множества невозмущенной
системы существует слабо гиперболическое инвариантное множество возмущенной
системы. Более того, было доказано существование непрерывного отображения h
такого, что h(K) = KY , где K, KY — слабо гиперболические инвариантные мно-
жества невозмущенной и возмущенной систем соответственно. Открытым, однако,
остался вопрос о гомеоморфности h. Важность данного вопроса, кроме всего про-
чего, обуславливается тем, что одна лишь непрерывность h не гарантирует един-
ственность листов слабо гиперболического инвариантного множества возмущенной
системы. В данной статье исследуются возможные методы решения этой проблемы
и показывается ее связь со сформулированной в [10] гипотезой экспансивности по
площадкам (plaque expansivity conjecture).

2. Основные определения и результаты. В работе исследуются системы
дифференциальных уравнений

ẋ = X(x) (1)

и
ẏ = X(y) + Y (y), (2)

где x, y ∈ Rn, а X , Y — это C1-функции, действующие из Rn в Rn.
Систему (1) в дальнейшем будем называть невозмущенной системой, систему

(2) — возмущенной.
Для каждых x0 ∈ Rn, t ∈ R обозначим через x(t, x0) максимально продолженное

решение системы (1). Аналогично обозначим через y(t, y0) максимально продолжен-
ное решение системы (2).

МножествоW ⊂ Rn называется инвариантным множеством системы (1), если
из x0 ∈ W следует, что x(t, x0) ∈W , t ∈ R.

Обозначим через Φ(t, x0), t ∈ R, x0 ∈ Rn, фундаментальную матрицу линейной
системы

ẋ =
∂X(x(t, x0))

∂x
x, (3)

удовлетворяющую условию Φ(0, x0) = I, где I —тождественный оператор на Rn.
Будем говорить, что система (3) является слабо гиперболической с константами

a, λ0, λ1, λ2, λ3 и λ4, если λ4 < λ3 < λ2 < λ1, λ1 > 0 > λ4, λ0 � 0, a � 1, и существуют
дополняющие друг друга линейные пространства Un(x0), Uu(x0) и Us(x0) такие, что
dimUn(x0) = k, dimUu(x0) = m, dimUs(x0) = n−m− k,

Φ(t, x0)U
i(x0) = U i(x(t, x0)), i = n, s, u, (4)

для любого t ∈ R и выполнены следующие условия:
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1) если x̄ ∈ Us(x0), то
|Φ(t, x0)x̄| � a|x̄|e−λ1t, t � 0; (5)

2) если x̄ ∈ Un(x0), то
|Φ(t, x0)x̄| � a|x̄|e−λ2t, t � 0, (6)

и
|Φ(t, x0)x̄| � a|x̄|e−λ3t, t � 0; (7)

3) если x̄ ∈ Uu(x0), то
|Φ(t, x0)x̄| � a|x̄|e−λ4t, t � 0; (8)

4) если x̄ ∈ Rn, то
|Φ(t, x0)x̄| � a|x̄|eλ0|t|, t ∈ R. (9)

Линейное пространство Us(x0) называется устойчивым линейным простран-
ством, линейное пространство Uu(x0)— неустойчивым линейным пространством,
а линейное пространство Un(x0)— нейтральным линейным пространством.

Из свойств (5)–(9) можно сделать следующий вывод о поведении решений систе-
мы (3). По устойчивому линейному пространству происходит экспоненциальное сжа-
тие в положительном направлении, по неустойчивому линейному пространству—
экспоненциальное сжатие в отрицательном направлении. По нейтральному линей-
ному пространству может наблюдаться экспоненциальное сжатие как в положитель-
ном, так и в отрицательном направлениях, однако не быстрее чем, соответственно,
по устойчивому и неустойчивому линейным пространствам.

Предположим, что существует K ⊂ Rn— компактное инвариантное множество
системы (1). Будем называть K слабо гиперболическим инвариантным множе-
ством, если выполнены следующие условия:

1) система (3) слабо гиперболична для любого x0 ∈ K с фиксированными кон-
стантами a, λ0, λ1, λ2, λ3, и λ4;

2) существует r > 0, такое что для любого x0 ∈ K существует k-мерный локально
инвариантный диск D(x0) ⊂ K, такой что его радиус равен r и

(a) x0 является центральной точкой D(x0);
(b) если x ∈ D(x0), то линейное пространство Un(x) касается диска D(x0) в

точке x.

Заметим, что из определения слабо гиперболического инвариантного множества
не следует единственность дисков D(x0). В работах [1, 2] Плисс и Селл предполага-
ли, что слабо гиперболическое инвариантное множество обладает дополнительным
свойством Липшица:

(c) отображение x0 → Un(x0) является липшицевым отображением из K в
Gr(k,Rn), где Gr— это грассманово многообразие.

В работе [1] доказано, что из свойства (с) следует единственность дисков. Из-
вестно, однако, что такое ограничение является достаточно существенным. Множе-
ство систем, не обладающих таким свойством, является множеством второй катего-
рии по Бэру.

В работах [16–21] делалось следующее предположение:
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Пример слабо гиперболического инвариантного множества
K = 0 ∪ Wu

1 (0) ∪ Wu
2 (0) ∪ P1 ∪ P2, где 0— гиперболическая точка

покоя, Wu
1 (0) и Wu

2 (0)— ветви неустойчивого многообразия, P1 и
P2 —предельные циклы.

(c′) еслиD1(x0) иD2(x0)—два диска в точке x0 со свойствами (a) и (b), тоD1(x0) =
D2(x0).

Заметим, что предположение (c′) связано не столько со свойствами сиcтемы,
сколько со строением множества K —мы утверждаем не единственность диска, удо-
влетворяющего определенному набору условий, но его единственность во множе-
стве K.

Определим множества Υ1(x0),Υ2(x0),Υ3(x0), . . . ,Υ(x0), x0 ∈ K, следующим об-
разом:

Υ1(x0) =
⋃

x∈D(x0)

D(x), Υi+1(x0) =
⋃

x∈Υi(x0)

D(x), i � 1,

Υ(x0) =

∞⋃
i=1

Υi(x0).

Очевидно, что Υ(x0) ⊂ K —инвариантное множество. Заметим также, что из
единственности D(x0) следует единственность Υ(x0). Множество Υ(x0) будем на-
зывать листом слабо гиперболического инвариантного множества K, проходящим
через точку x0. В том случае, когда нам не важна точка x0, будем обозначать лист
просто Υ.

В статье [2] Плисс и Селл доказали следующее утверждение.
Теорема. Пусть K — компактное слабо гиперболическое инвариантное мно-

жество системы (1), удовлетворяющее свойству (c). Тогда для любого ε > 0 су-
ществует такое δ > 0, что если ‖Y ‖C1 � δ, то существует гомеоморфное отоб-
ражение h : K −→ Rn, удовлетворяющее следующим условиям:

1) |h(x)− x| � ε;

2) KY = h(K) является слабо гиперболическим инвариантным множеством
системы (2);

3) для любого листа Υ ⊂ K множество ΥY = h(Υ) является листом KY .

Позже, в статье [21], являющейся итоговой для серии работ [16–21], был дока-
зан аналог вышеприведенной теоремы для случая, когда вместо свойства (c) слабо
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гиперболическое инвариантное множество удовлетворяет свойству (c′). Было пока-
зано, что существует непрерывное отображение h, удовлетворяющее условиям 1–3
теоремы. Вопрос о гомеоморфности h остался открытым.

3. Гипотеза экспансивности по площадкам. Пусть M —компактное глад-
кое многообразие. Диффеоморфизм f называется частично гиперболичным, если
существует инвариантное расслоение

Tx(M) = Es(x) ⊕ Eu(x) ⊕ En(x), x ∈M,

и непрерывные положительные функции λ1, λ2, λ3, λ4 : M → R, такие что
λ1(x), λ2(x) < 1, λ1(x) < λ3(x) < λ4(x) < λ−1

2 (x), x ∈ M , и существует N ∈ N,
такое что выполнены следующие условия:

1) если x̄ ∈ Es(x0), |x̄| = 1, то |DfN (x)x̄| � λ1(x0);

2) если x̄ ∈ En(x0), |x̄| = 1, то λ3(x0) � |DfN (x)x̄| � λ4(x0);

3) если x̄ ∈ Eu(x0), |x̄| = 1, то |DfN(x)x̄| � λ−1
2 (x0).

Предположим, что En соответствует единственное слоение Wn многообразия
M , такое что в каждой точке En касается Wn. То же самое предположим относи-
тельно Es ⊕En и Eu ⊕En. В таком случае диффеоморфизм f называется динами-
чески когерентным.

Последовательность {xk}, k ∈ Z, называется центральной d-псевдотраекто-
рией, если f(xk) ∈Wn(xk+1) и

distn(f(xk), xk+1) � d, k ∈ Z,

где distn — это риманова метрика на Wn.
Частично гиперболичный динамически когерентный диффеоморфизм f назы-

вается экспансивным по площадкам, если существует d, такое что для любых двух
центральных d-псевдотраекторий {xk} и {yk}, k ∈ Z, из того, что dist(xk, yk) < d
следует, что distn(xk, yk) < d, k ∈ Z, где dist— это метрика на M .

В 1977 году Хирш, Пью и Шуб в [10] сформулировали следующую гипотезу.
Гипотеза. Любой частично гиперболичный динамически когерентный диффео-

морфизм является экспансивным по площадкам.
В литературе данная гипотеза носит имя гипотезы экспансивности по площад-

кам (plaque expansivity conjecture).

4. Открытые вопросы. Является ли отображение h в статье [21] гомеомор-
физмом или оно лишь непрерывно? На данный момент это основной вопрос данной
области исследования. Покажем, как он связан с гипотезой экспансивности по пло-
щадкам.

Слой Wn при «переводе» на язык дифференциальных уравнений эквивален-
тен листу Υ слабо гиперболического инвариантного множества. Динамическая ко-
герентность диффеоморфизма означает единственность в каждой точке слоя Wn.
Из единственности дисков D следует единственность листов Υ.

Далее, предположим что h не является гомеоморфизмом. Это означает, что
существуют x1, x2 ∈ K, такие что h(x1) = h(x2) = y0. Рассмотрим траекто-
рию возмущенной системы y(t, y0). Из инвариантности множества KY и из то-
го, что h(K) = KY , следует, что существуют кривые μ1(t), μ2(t) ⊂ K, такие что
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h(μ1(t)) = h(μ2(t)) = y(t, y0), t ∈ R, μ1(0) = x1, μ2(0) = x2. Легко видеть, что
μ1(t), μ2(t) являются аналогами центральных псевдотраекторий. Действительно, в
силу инвариантности листов μi(t) ∈ Υ(xi), i = 1, 2, t ∈ R, при фиксированном ť для
любого υ > 0 можно выбрать такое δ, что если ‖Y ‖ < δ, то

∣∣x(ť, μi(t))− μi(t+ ť)
∣∣ < υ,

t ∈ R. Существование такого δ следует из того, что кривые μ1(t), μ2(t) лежат вблизи
решения возмущенной системы y(t, y0). Если сформулировать аналог описанной вы-
ше гипотезы для слабо гиперболического инвариантного множества, то из него будет
следовать, что x1 ∈ D(x2). Но из свойств отображения h следует, что x1 /∈ D(x2).
Приходим к противоречию.

Заметим также, что данная гипотеза остается недоказанной на протяжении пя-
тидесяти лет, что, ввиду вышеприведенных рассуждений, дает основание полагать,
что вопрос о гомеоморфности h также представляется весьма затруднительным.
Можно, однако, доказать некоторые частные случаи, например для коразмерности
1, то есть когда лист Υ имеет размерность n− 1.

Листы слабо гиперболического множества делятся на два типа— к первому от-
носятся листы конечного объема, ко второму— бесконечного. На примере, изобра-
женном на рисунке, предельные циклы P1 и P2 являются листами первого типа, лист
0∪Wu

1 (0)∪Wu
2 (0) является листом второго типа. Из теоремы Пуанкаре—Бендиксона

следует, что для размерности n = 2 одномерные листы первого типа всегда тополо-
гически являются окружностями. Зная это утверждение, легко можно показать, что
h является гомеоморфизмом. Отсюда вытекает вопрос о топологической структуре
листа коразмерности 1 в общем случае (иными словами, об аналоге теоремы Пу-
анкаре—Бендиксона для размерностей больше 2). Заметим, что этот вопрос, даже
без учета приложения к доказательству гомеоморфности h, представляется весьма
интересным.

Легко показать, например, что предельный двумерный лист первого типа для
случая n = 3 не может быть сферой. Действительно, из теоремы Брауэра мы знаем,
что на сфере существует точка покоя x0. В силу гиперболичности существует инва-
риантный диск Перрона Dp(x0), проходящий через x0. Из того, что лист является
предельным, следует, что существует x1 ∈ K, такое что x1 ∈ Dp(x0), откуда следует,
что Dp(x0) ∈ K, что противоречит условию единственности дисков.

Для размерности n > 3 вопрос представляется более затруднительным.
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This paper represents a brief survey of the theory of stability of weakly hyperbolic invariant
sets. In a series of papers published by the author together with V. A. Pliss and G. R. Sell,
it was proved that a weakly hyperbolic invariant set is stable even in the absence of the
Lipschitz condition. However, the question of uniqueness of leafs of a weakly hyperbolic
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this problem with the so-called plaque expansivity conjecture in the theory of dynamical
systems.
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