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Настоящая работа посвящена построению монотонных разностных схем второго по-
рядка локальной аппроксимации на неравномерных сетках по пространству для дву-
мерного квазилинейного параболического уравнения конвекции-диффузии. С помо-
щью разностного принципа максимума устанавливаются двусторонние оценки раз-
ностного решения и доказывается важная априорная оценка в равномерной норме C.
Интересно отметить, что максимальное и минимальное значения разностного решения
не зависят от коэффициентов диффузии и конвекции.
Ключевые слова: неравномерная сетка, принцип максимума, принцип регуляризации,
монотонная разностная схема, уравнение конвекции-диффузии.

1. Введение. В теории разностных схем [1, 2] принцип максимума применяется
для исследования устойчивости и сходимости разностного решения в равномерной
норме. Вычислительные методы, удовлетворяющие принципу максимума, принято
называть монотонными [1, 2]. Монотонные схемы играют важную роль в вычис-
лительной практике. Они позволяют получать численное решение без осцилляций
даже в случае негладких решений [3].

При построении монотонных разностных схем желательно сохранить второй по-
рядок аппроксимации по пространственной переменной. Такие схемы построены для
параболических и гиперболических уравнений с наличием младших производных.
Например, в [1, 2] приводится неконсервативная схема второго порядка аппроксима-
ции для линейных параболических уравнений общего вида на равномерных сетках.
В случае неравномерных сеток для стационарных и нестационарных задач с пе-
ременными коэффициентами без младших производных в [4] получена схема, для
которой выполняется принцип максимума без ограничений на соотношения коэф-
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фициентов и шагов пространственной сетки (безусловная монотонность для стаци-
онарных уравнений). В работе [5] построены экономичные безусловно монотонные
схемы второго порядка аппроксимации на неравномерной сетке для нестационарных
многомерных задач конвекции-диффузии.

Настоящая работа посвящена построению монотонных разностных схем второ-
го порядка локальной аппроксимации на неравномерных сетках по пространству
для двумерного квазилинейного параболического уравнения конвекции-диффузии.
Построение таких схем основано на применении специального дифференциального
тождества и принципа регуляризации [1, 2, 5]. Устанавливаются двусторонние оцен-
ки разностного решения [6] и доказывается важная априорная оценка в равномерной
норме C.

2. Вспомогательные результаты. Пусть Ωh —конечное множество узлов
(сетка) в некоторой ограниченной области n-мерного евклидова пространства, x ∈
Ωh —точка сетки Ωh. Рассмотрим уравнение

A (x) y (x) =
∑

ξ∈M′(x)

B (x, ξ) y (ξ) + F (x) , x ∈ Ωh, (1)

называемое канонической формой записи разностной схемы [1]. Здесь M′ (x) =
M (x) \ x, M (x)—шаблон схемы. Так как любая разностная схема может быть
записана в канонической форме (1), то под монотонностью понимают выполнение
следующих условий на коэффициенты уравнений:

A (x) > 0, B (x, ξ) > 0, ∀ξ ∈ M′ (x) , (2)

D (x) = A (x)−
∑

ξ∈M′(x)

B (x, ξ) > 0, ∀ξ ∈ M′ (x) . (3)

Для получения двусторонней оценки решения разностной схемы более удобной яв-
ляется следующая:

Лемма [7]. Пусть выполнены условия положительности коэффициентов (2),
(3). Тогда максимальное и минимальное значения решения разностной схемы (1)
принадлежит интервалу изменения входных данных:

min
x∈Ωh

F (x)

D (x)
≤ y (x) ≤ max

x∈Ωh

F (x)

D (x)
, x ∈ Ωh. (4)

Следствие. Пусть выполнены условия леммы. Тогда для решения разностной
задачи (1) имеет место оценка в сеточном аналоге нормы C:

‖y‖C = max
x∈Ωh

|y (x)| ≤
∥∥∥∥FD

∥∥∥∥
C

.

3. Постановка задачи и разностная схема. Пусть в области Q̄T = Ω̄ ×
[0 ≤ t ≤ T ], где Ω̄ = {0 ≤ x1 ≤ l1, 0 ≤ x2 ≤ l2}—прямоугольник с границей Γ. Tре-
буется найти функцию u (x, t), x = (x1, x2), удовлетворяющую начально-краевой
задаче для двумерного квазилинейного параболического уравнения типа конвекции-
диффузии

∂u

∂t
=

2∑
α=1

∂

∂xα

(
kα (u)

∂u

∂xα

)
+

2∑
α=1

vα (u)
∂u

∂xα
− q (x) u+ f (x, t) , x ∈ Ω, t ∈ (0, T ] ,

(5)
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с граничными условиями Дирихле

u (0, x2, t) = μ1 (x2, t) , u (l1, x2, t) = μ2 (x2, t) , 0 ≤ x2 ≤ l2, 0 < t ≤ T,

u (x1, 0, t) = μ3 (x1, t) , u (x1, l2, t) = μ4 (x1, t) , 0 ≤ x1 ≤ l1, 0 < t ≤ T,
(6)

и начальным условием
u (x, 0) = u0 (x) , x ∈ Ω̄. (7)

Предполагаем, что q (x) ≥ 0, x ∈ Ω, и существуют такие значения kmin и kmax, что
выполнено условие параболичности уравнения (5) на решении [8]

0 < kmin ≤ kα (u) ≤ kmax, ∀u ∈ D̄u, kmin, kmax = const, α = 1, 2,

D̄u =
{
u (x, t) : m1 ≤ u (x, t) ≤ m2, (x, t) ∈ Q̄T

}
,

где m1 и m2 —константы, определяемые из условий

m1 = min

{
0, μmin (x, t) ,min

x∈Ω̄
u0 (x)

}
+ T min

{
0, inf

(x,t)∈QT

f (x, t)

}
,

m2 = max

{
0, μmax (x, t) ,max

x∈Ω̄
u0 (x)

}
+ T max

{
0, sup

(x,t)∈QT

f (x, t)

}
,

μmin (x, t) = min
(x,t)∈Q̄T

{μ1 (x2, t) , μ2 (x2, t) , μ3 (x1, t) , μ4 (x1, t)} ,

μmax (x, t) = max
(x,t)∈Q̄T

{μ1 (x2, t) , μ2 (x2, t) , μ3 (x1, t) , μ4 (x1, t)} .

Далее предполагаем, что решение задачи (5)–(7) существует и единственно, а
все входящие в уравнение (5) коэффициенты и искомая функция обладают непре-
рывными ограниченными производными необходимого по ходу изложения порядка.

В области Ω̄ введем произвольную неравномерную сетку

ˆ̄ωh =
{
xi1i2 =

(
xi11 , x

i2
2

)
, xiαα = xiα−1

α + hiαα ,

iα = 1, 2, . . . , Nα − 1, x0α = 0, xNα
α = lα, α = 1, 2

}
,

для которой
Nα∑
iα=1

hiαα = lα, α = 1, 2. Через ω̂h обозначим множество внутренних узлов

сетки ˆ̄ωh, а через γh —множество граничных узлов. Кроме того, будем рассматри-
вать неравномерную сетку по временной переменной

ˆ̄ωτ = {t0 = 0, tn = tn−1 + τn, n = 1, 2, . . . , N0} ,

т. е.
ˆ̄ωτ = ω̂τ ∪ {T } ,

∑N0

n=1
τn = T.

Для простоты будем использовать безындексные обозначения для независимых
переменных

x = xi1i2 , xα = xiαα , xα± = xiα±1
α , hα = hiαα , hα+ = hiα+1

α , t = tn, t̂ = tn+1,

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2020. Т. 7 (65). Вып. 2 345



и для сеточных функций

g = gi1i2 = g
(
xi11 , x

i2
2 , tn

)
= g (x, t) , g±11 = gi1±1,i2 ,

g±12 = gi1,i2±1, ĝ = gn+1 = g (x, tn+1) .

При построении монотонных схем второго порядка точности на трехточечном
шаблоне для задачи (5)–(7) на неравномерной сетке ω = ω̂h × ω̂τ будем ориентиро-
ваться на соотношение [9]

u(2)x̄1x̂1
− ∂2u (x̄, t)

∂x21
= O

(
�21 + �22

)
, u(1)x̄2x̂2

− ∂2u (x̄, t)

∂x22
= O

(
�21 + �22

)
. (8)

Здесь использованы следующие обозначения:

yx̄αx̂α =
1

�α
(yxα − yx̄α) , yxα =

1

hα+

(
y(+1α) − y

)
, yx̄α =

1

hα

(
y − y(−1α)

)
,

y(1) = y
(
x2

)
= y + δ+1 yx1 + δ−1 yx̄1 , y(2) = y

(
x1

)
= y + δ+2 yx2 + δ−2 yx̄2 ,

x̄ = (x̄1, x̄2) , x̄α = xα + h̃α, h̃α = (hα+ − hα)/3, �α = 0.5 (hα + hα+) ,

x1 = (x1, x̄2) , x2 = (x̄1, x2) , ḡ = g (x̄) , δ±α = 0.5
(
h̃α ±

∣∣∣h̃α∣∣∣) , α = 1, 2.

Отметим, что значения искомой сеточной функции y в неузловых точках x1, x2
усредняются по формулам второго порядка аппроксимации с учетом направлен-
ных разностей. Выражения (8) означают, что относительно нерасчетной точки x̄
(в случае равномерной сетки x̄ ≡ x) u(3−α)x̄αxα

аппроксимирует вторую частную
производную по компоненте xα, α = 1, 2, со вторым порядком. Для построения мо-
нотонных разностных схем второго порядка аппроксимации для уравнения (5) на
неравномерной сетке ω = ω̂h × ω̂τ воспользуемся тождеством (ku′)′ = ku′′ + k′u′ и
принципом регуляризации. Уравнение (5) может быть записано в виде

∂u

∂t
=

2∑
α=1

kα(u)
∂2u

∂x2α
+

2∑
α=1

(
∂kα(u)

∂xα
+ vα(u)

)
∂u

∂xα
−q(x)u+f (x, t) , x ∈ Ω, t ∈ (0, T ] .

(9)
Тогда задачу (9), (6)–(7) аппроксимируем разностной схемой вида

y(δ)t =
2∑

α=1

κ̄αk̄αŷ(3−α)x̄αx̂α
+

2∑
α=1

(
r̄+α ŷ(3−α)xα

+ r̄−α ŷ(3−α)x̄α

)− q̄ŷ(δ∗) +
ˆ̄f, x ∈ ω̂h,

yn+1
0i2

= μ1

(
xi22 , tn+1

)
, yn+1

N1i2
= μ2

(
xi22 , tn+1

)
, i2 = 1, N2 − 1,

yn+1
i10

= μ3

(
xi11 , tn+1

)
, yn+1

i1N2
= μ4

(
xi11 , tn+1

)
, i1 = 1, N1 − 1,

y0i1i2 = u0
(
xi11 , x

i2
2

)
, iα = 0, Nα, α = 1, 2,

(10)
где

yt =
ŷ − y

τ+
, ŷ = y (xi1i2 , tn+1) , τ+ = τn+1,
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y(δ) = y +

2∑
α=1

(
δ+α yxα + δ−α yx̄α

)
, y(δ∗) = y +

2∑
α=1

(
δ−α yxα + δ+α yx̄α

)
,

r̄+α = 0.5 (r̄α + |r̄α|) ≥ 0, r̄−α = 0.5 (r̄α − |r̄α|) ≤ 0,

k̄α = kα
(
y(δ)

)
, r̄α =

(
kα

(
y(3−α)

))
Δ
xα

+ vα
(
y(δ)

)
,

(
kα

(
y(3−α)

))
Δ
xα

=

(
kα

(
y(3−α)

))
xα

+
(
kα

(
y(3−α)

))
x̄α

+
(
kα

(
y(3−α)

))
◦
xα

3
,

(
kα

(
y(3−α)

))
xα

=
kα

(
y+1α
(3−α)

)
− kα

(
y(3−α)

)
h+

,

(
kα

(
y(3−α)

))
x̄α

=
kα

(
y(3−α)

)− kα

(
y−1α
(3−α)

)
h

,

(
kα

(
y(3−α)

))
◦
xα

=
kα

(
y+1α
(3−α)

)
− kα

(
y−1α
(3−α)

)
h+ h+

,

κ̄α =
1

1 + R̄α
, R̄α = b̄+α

hα+ + 2hα
6

− b̄−α
2hα+ + hα

6
, b̄±α =

r̄±α
k̄α
.

4. Погрешность аппроксимации. Невязку схемы (10)

Ψ
(
x̄, t̂

)
= −u(δ)t +

2∑
α=1

κ̄αk̄αû(3−α)x̄αx̂α
+

2∑
α=1

(
r̄+α û(3−α)xα

+ r̄−α û(3−α)x̄α

)− q̄û(δ∗) +
ˆ̄f

запишем в виде

Ψ =

2∑
α=1

ψD
α +

2∑
α=1

ψC
α +

2∑
α=1

(κ̄α − 1) k̄α
∂2u

(
x̄, t̂

)
∂x2α

+

+

2∑
α=1

(
k̄α − kα (u (x̄, t))

) ∂2u (
x̄, t̂

)
∂x2α

− q̄
(
û(δ∗) − û (x̄)

)−(
u(δ)t −

∂u
(
x̄, t̂

)
∂t

)
,

где

ψD
α = k̄α

(
û(3−α)x̄αx̂α

− ∂2u
(
x̄, t̂

)
∂x2α

)
, α = 1, 2,

ψC
α = r̄+α

(
û(3−α) − û (xα)

)
xα

+ r̄−α
(
û(3−α) − û (xα)

)
x̄α

+

+ r̄+α (û (x
α))xα

+ r̄−α (û (x
α))x̄α

−
(
∂kα (u (x̄, t))

∂xα
+ vα (u (x̄, t))

)
∂u

(
x̄, t̂

)
∂xα

.

На основании отношений

ut (x̄, t)− u(δ)t = O
(
�21 + �22

)
,

∂u
(
x̄, t̂

)
∂t

− ut (x̄, t) = O (τ+)
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получаем
∂u

(
x̄, t̂

)
∂t

− u(δ)t = O
(
�21 + �22 + τ+

)
. (11)

Из (8) следует, что
ψD
α = O

(
�21 + �22

)
, α = 1, 2. (12)

Нетрудно показать, что (см. [9])

k̄α = kα (u(x̄, t)) +O
(
�21 + �22

)
, (13)

r̄α =
∂kα (u(x̄, t))

∂xα
+ vα (u(x̄, t)) +O

(
�21 + �22

)
. (14)

Теперь покажем, что

ψC
α = R̄αk̄α

∂2u
(
x̄, t̂

)
∂x2α

+O
(
�21 + �22

)
. (15)

Для этого воспользуемся следующими разложениями:

ux3−α =
∂u

∂x3−α
+
h3−α+

2

∂2u

∂x23−α

, ux̄3−α =
∂u

∂x3−α
− h3−α

2

∂2u

∂x23−α

,

где черта сверху обозначает, что берутся значения аргументов в соответствующих
промежуточных точках (в данном случае — на интервалах (x3−α, x3−α + h3−α+) и
(x3−α − h3−α, x3−α)). В силу этого получаем

u(3−α) = u+ h̃3−α
∂u

∂x3−α
+ η0 (x) ,

η0 (x) =
δ+3−αh3−α+

2

∂2u

∂x23−α

− δ−3−αh3−α

2

∂2u

∂x23−α

= O
(
�23−α

)
.

Учитывая, что

u (xα) = u+ h̃3−α
∂u

∂x3−α
+ η1 (x) , η1 (x) =

h̃23−α

2

∂2u

∂x23−α

,

для ξ1 =
(
u(3−α) − u (xα)

)
xα
, ξ2 =

(
u(3−α) − u (xα)

)
x̄α
получаем представление

ξ1 = η2xα , ξ2 = η2x̄α , η2 (x) = η0 (x)− η1 (x) = O
(
�23−α

)
.

Так как

|η2xα | =
∣∣∣∣∣∣ 1

hα+

xα+hα+∫
xα

∂η2 (ζ, x3−α)

∂ζ
dζ

∣∣∣∣∣∣ ≤ �23−α

∥∥∥∥ ∂3u

∂xα∂x23−α

∥∥∥∥
C(Ω̄)

,

|η2x̄α | =
∣∣∣∣∣∣ 1

hα

xα∫
xα−hα

∂η2 (ζ, x3−α)

∂ζ
dζ

∣∣∣∣∣∣ ≤ �23−α

∥∥∥∥ ∂3u

∂xα∂x23−α

∥∥∥∥
C(Ω̄)

,
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то
ξ1 = O

(
�23−α

)
, ξ2 = O

(
�23−α

)
. (16)

Далее, используя разложение функции в ряд Тейлора

(u (xα))xα
=
∂u (x̄)

∂xα
+
hα+ + 2hα

6

∂2u (x̄)

∂x2α
+O

(
�2α

)
,

(u (xα))x̄α
=
∂u (x̄)

∂xα
− 2hα+ + hα

6

∂2u (x̄)

∂x2α
+O

(
�2α

)
,

заключаем, что

r̄+α (u (x
α))xα

+ r̄−α (u (x
α))x̄α

= r̄α
∂u (x̄)

∂xα
+ R̄αk̄α

∂2u (x̄)

∂x2α
+O

(
�2α

)
. (17)

Из (14), (16), (17) получаем (15). В силу (11)–(13), (15) имеем

Ψ =

2∑
α=1

R̄2
α

1 + R̄α
k̄α
∂2u (x̄)

∂x2α
+O

(
�21 + �22

)
= O

(
�21 + �22

)
.

Пусть |h| = (
h21 + h22

)1/2, hα = max
iα

hiαα , α = 1, 2. Таким образом, доказана следую-
щая теорема.

Теорема 1. Погрешность аппроксимации разностной схемы (10) является
величиной второго порядка малости относительно |h|.

5. Монотонность, двусторонние и априорные оценки. Для простоты
дальнейших исследований ограничимся рассмотрением случая сгущения сеток по
переменным x1, x2 к началу соответствующего отрезка. Тогда hiα+1

α −hiαα > 0, δ−α = 0,
α = 1, 2, и схема (10) примет более простой вид

yt +
h1+ − h1

3
ytx1 +

h2+ − h2
3

ytx2 =
2∑

α=1

κ̄αk̄α

(
ŷ +

h3−α+ − h3−α

3
ŷx3−α

)
x̄αx̂α

+

+
2∑

α=1

r̄+α

(
ŷ +

h3−α+ − h3−α

3
ŷx3−α

)
xα

+
2∑

α=1

r̄−α

(
ŷ +

h3−α+ − h3−α

3
ŷx3−α

)
x̄α

−

− q (x̄)

(
ŷ +

h1+ − h1
3

ŷx̄1 +
h2+ − h2

3
ŷx̄2

)
+ f

(
x̄, t̂

)
, x ∈ ω̂h.

(18)
Для применения принципа максимума схему (18) приведем к каноническому виду
(1) и проверим достаточные условия на коэффициенты (2), (3).

В рассматриваемом нами случае шаблон схемы 8-точечный и состоит из узлов,
изображенных на фигуре. Узлы шаблона пронумеруем согласно рисунку.

Тогда для схемы (18) получим

∑
ξ∈M′(x)

Bn (x, ξ) =

7∑
j=1

Bn
j .
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8-точечный шаблон для разностной схемы (12).

Для того чтобы выписать коэффициенты An, Bn, Fn, необходимо записать схе-
му (18) в индексной форме. После элементарных преобразований находим

Bn
1 = τ+

(
κ̄2k̄2
�2

− r̄−2

)
h1 + 2h1+
3h2h1+

+ q̄
δ+2
h2
, Bn

2 = τ+

(
κ̄2k̄2
�2

− r̄−2

)
δ+1

h2h1+
,

Bn
3 = τ+

(
κ̄1k̄1
�1

− r̄−1

)
h2 + 2h2+
3h1h2+

+ q̄
δ+1
h1
, Bn

5 = τ+

(
κ̄1k̄1
�1

− r̄−1

)
δ+2

h1h2+
,

Bn
4 = − δ+1

h1+
+

τ+
h1+h2+

(
κ̄1k̄1 (h2 + 2h2+)

3�1
+
r̄+1 (h2 + 2h2+)

3
−

−δ
+
1

h2

(
2κ̄2k̄2 + r̄+2 h2 − r̄−2 h2+

))
,

Bn
6 = − δ+2

h2+
+

τ+
h1+h2+

(
κ̄2k̄2 (h1 + 2h1+)

3�2
+
r̄+2 (h1 + 2h1+)

3
−

−δ
+
2

h1

(
2κ̄1k̄1 + r̄+1 h1 − r̄−1 h1+

))
,

Bn
7 =

τ+
h1+h2+

(
κ̄1k̄1δ

+
2

�1
+
κ̄2k̄2δ

+
1

�2
+ r̄+1 δ

+
2 + r̄+2 δ

+
1

)
, Fn = yn(δ) + τ+f

(
x̄, t̂

)
,

An = 1 + τ+q̄ +

7∑
j=1

Bn
j , Dn = An −

7∑
j=1

Bn
j = 1 + τ+q̄.

Нам нужно найти условие, чтобы k̄nα,i1i2 > 0 для всех iα = 1, N − 1, α = 1, 2, n =

0, N0. Очевидно, что, когда n = 0, имеем k̄0α,i1i2 = kα

(
y0(δ)i1i2

)
, где

y0(δ)i1i2 = u0,i1i2 + δ+1 (u0,i1i2)x1
+ δ+2 (u0,i1i2)x2

=

=

(
1− h̃1

h1+
− h̃2
h2+

)
u0,i1i2 +

h̃1
h1+

u0,i1+1i2 +
h̃2
h2+

u0,i1i2+1.
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Так как

0 <
h̃1
h1+

<
1

3
, 0 <

h̃2
h2+

<
1

3
, 1− h̃1

h1+
− h̃2
h2+

> 0,

тоmin
x∈Ω̄

u0 (x) ≤ y0(δ)i1i2 ≤ max
x∈Ω̄

u0 (x) или y0(δ)i1i2 ∈ [m1,m2], т. е. k̄0α,i1i2 = kα

(
y0(δ)i1i2

)
>

0. Предположим, что для произвольного n тоже верно неравенство k̄nα,i1i2 > 0. Тогда
из этого предположения имеем Bn

j > 0, j = 1, 2, 3, 5, 7. Остальные коэффициенты
Bn

j > 0, j = 4, 6, будут положительными, если выполнены следующие условия:

h1+ − h1
�1

<
3κ̄n1 k̄

n
1

2κ̄n2 k̄
n
2 + r̄n+2 h2 − r̄n−2 h2+

(
�2
�1

)2

, (19)

h2+ − h2
�2

<
3κ̄n2 k̄

n
2

2κ̄n1 k̄
n
1 + r̄n+1 h1 − r̄n−1 h1+

(
�1
�2

)2

, (20)

τ+ ≥ max {‖Δtn1 ‖C , ‖Δtn2 ‖C} , (21)

где

Δtn1 =
h2+ (h1+ − h1)

3

(
κ̄n1 k̄

n
1 (h2 + 2h2+)

3�1
− δ+1
h2

(
2κ̄n2 k̄

n
2 + r̄n+2 h2 − r̄n−2 h2+

))−1

,

Δtn2 =
h1+ (h2+ − h2)

3

(
κ̄n2 k̄

n
2 (h1 + 2h1+)

3�2
− δ+2
h1

(
2κ̄n1 k̄

n
1 + r̄n+1 h1 − r̄n−1 h1+

))−1

.

На основании оценки (4) леммы для произвольного t = tn ∈ ωτ и всех iα = 0, Nα,
α = 1, 2, имеем

min

⎧⎨⎩μn+1
1 , μn+1

2 , μn+1
3 , μn+1

4 , min
1≤i1≤N1−1
1≤i2≤N2−1

(
yn(δ)i1i2 + τn+1f̄

n+1
i1i2

1 + τn+1q̄i1i2

)⎫⎬⎭ ≤ yn+1
i1i2

≤

≤ max

⎧⎨⎩μn+1
1 , μn+1

2 , μn+1
3 , μn+1

4 , max
1≤i1≤N1−1
1≤i2≤N2−1

(
yn(δ)i1i2 + τn+1f̄

n+1
i1i2

1 + τn+1q̄i1i2

)⎫⎬⎭ . (22)

Из очевидных неравенств min
1≤i1≤N1−1
1≤i2≤N2−1

(
yn(δ)i1i2

)
≥ min

1≤i1≤N1−1
1≤i2≤N2−1

yni1i2 , max
1≤i1≤N1−1
1≤i2≤N2−1

(
yn(δ)i1i2

)
≤

max
1≤i1≤N1−1
1≤i2≤N2−1

yni1i2 из (22) следует, что

min

⎧⎨⎩0, μn+1
1 , μn+1

2 , μn+1
3 , μn+1

4 , min
1≤i1≤N1−1
1≤i2≤N2−1

yni1i2 + τn+1 inf
(x,t)∈QT

f (x, t)

⎫⎬⎭ ≤ yn+1
i1i2

≤

≤ max

⎧⎨⎩0, μn+1
1 , μn+1

2 , μn+1
3 , μn+1

4 , max
1≤i1≤N1−1
1≤i2≤N2−1

yni1i2 + τn+1 sup
(x,t)∈QT

f (x, t)

⎫⎬⎭ . (23)
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Используя индукцию по n, из (23) получаем двустороннюю оценку через входные
данные без предположения о знакоопределенности входных данных

mn+1
1 ≤ yn+1

i1i2
≤ mn+1

2 , iα = 0, 1, . . . , Nα, α = 1, 2, (24)

где

mn+1
1 = min

{
0, μmin (x, t) ,min

x∈Ω̄
u0 (x)

}
+ tn+1 min

{
0, inf

(x,t)∈QT

f (x, t)

}
≥ m1,

mn+1
2 = max

{
0, μmax (x, t) ,max

x∈Ω̄
u0 (x)

}
+ tn+1 max

{
0, sup

(x,t)∈QT

f (x, t)

}
≤ m2.

Из (24) получаем yn+1
i1i2

∈ [m1,m2], iα = 0, 1, . . . , Nα, α = 1, 2, т. е. k̄n+1
α,i1i2

=

kα

(
yn+1
(δ)i1i2

)
> 0. Таким образом, неравенства (19), (21) гарантируют выполнение

условия монотонности (2), (3). Тогда имеет место следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (19)–(21). Тогда разностная схема (18)
монотонна, ее решение принадлежит окрестности точного решения y ∈ D̄u и
справедливы двусторонние оценки вида (24).

Теорема 3. Пусть выполнены условия (19)–(21). Тогда для решения разност-
ной схемы (18) при любом tn ∈ ω̂τ верна априорная оценка

‖y (tn+1)‖C̄ ≤ max

{
‖u0‖C̄ , max

1≤k≤n+1
‖μ (tk)‖Cγ

}
+ tn+1 max

1≤k≤n+1

∥∥f̄ (tk)∥∥C
, (25)

где
‖v‖C̄ = max

x∈ ˆ̄ωh

|v(x)| , ‖v‖Cγ
= max

x∈γh

|v(x)| ,

‖μ (tk)‖Cγ
= max

{
‖μ1 (tk)‖Cγ

, ‖μ2 (tk)‖Cγ
, ‖μ3 (tk)‖Cγ

, ‖μ4 (tk)‖Cγ

}
.

Доказательство. На основании следствия заключаем, что

‖y (tn+1)‖C̄ ≤ max

{
‖μ (tn+1)‖Cγ

,

∥∥∥∥Fn

Dn

∥∥∥∥
C

}
.

Подставляя оценку

‖Fn‖C =

∥∥∥∥∥y
n
(δ) + τn+1f̄ (tn+1)

1 + τn+1q̄

∥∥∥∥∥
C

≤

≤
∥∥∥yn(δ)∥∥∥

C
+ τn+1

∥∥f̄ (tn+1)
∥∥
C
≤ ‖y (tn)‖C̄ + τn+1

∥∥f̄ (tn+1)
∥∥
C

в последнее неравенство, находим цепочку соотношений

‖y (tn+1)‖C̄ ≤ max
{
‖μ (tn+1)‖Cγ

, ‖y (tn)‖C̄ + τn+1

∥∥f̄ (tn+1)
∥∥
C

}
≤

≤ max
{
‖μ (tn+1)‖Cγ

, ‖μ (tn)‖Cγ
+ τn+1

∥∥f̄ (tn+1)
∥∥
C
, ‖y (tn−1)‖C̄+
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+
(
τn

∥∥f̄ (tn)∥∥C
+ τn+1

∥∥f̄ (tn+1)
∥∥
C

)} ≤

≤ . . . ≤ max

{
max

1≤k≤n+1
‖μ (tk)‖Cγ

+

n∑
k=0

τk+1

∥∥f̄ (tk+1)
∥∥
C
, ‖u0‖C̄+

+
n∑

k=0

τk+1

∥∥f̄ (tk+1)
∥∥
C

}
.

Учитывая, что
n∑

k=0

τk+1

∥∥f̄ (tk+1)
∥∥
C
≤

n∑
k=0

τk+1 max
1≤k≤n+1

‖f (tk)‖C = tn+1 max
1≤k≤n+1

∥∥f̄ (tk)∥∥C
,

получаем требуемое соотношение (25).

6. Выводы. В этой работе предложена новая монотонная разностная схема
второго порядка аппроксимации по пространству на неравномерной сетке, кото-
рая приближает задачу Дирихле для двумерного квазилинейного уравнения типа
конвекции-диффузии с неограниченной нелинейностью. При некоторых ограниче-
ниях на сетку устанавливаются двусторонние оценки решения схемы. Такие оценки
позволяют не только доказать неотрицательность точного решения, важную для
физических задач, но и найти достаточные условия на входные данные, когда нели-
нейная задача является параболической. В результате доказаны априорные оценки
приближенного решения в сеточной норме C, зависящие только от начальных и гра-
ничных условий и от правой части. Предложенные схемы не являются абсолютно
стабильными, и подробный анализ устойчивости, связанный с отношением шагов
интеграции, является важной проблемой, которую мы планируем изучить в буду-
щем, также как и анализ сходимости [10–12] и применений.
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The present communication is devoted to the construction of monotone difference schemes
of the second order of local approximation on non-uniform grids in space for 2D quasi-
linear parabolic convection-diffusion equation. With the help of difference maximum prin-
ciple, two-sided estimates of the difference solution are established and an important a
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ХРОНИКА

20 ноября 2019 г. на заседании секции теоретической механики им. проф.
Н. Н. Поляхова в Санкт-Петербургском Доме ученых РАН выступили член-кор-
респондент РАН, профессор, доктор физ.-мат. наук Д. А. Индейцев (Институт
Проблем Машиноведения РАН) и ассистент И. А. Попов (Санкт-Петербургский
Политехнический университет Петра Великого) с докладом на тему «К вопросу
о построении математической модели прецессии упругих форм во вращающейся
осесимметричной оболочке».

Краткое содержание доклада:

Рассматривается вопрос построения математической модели прецессии упругих
форм во вращающейся осесимметричной оболочке: цилиндре и полусфере. Отмеча-
ется существенное отличие известных решений от результата прямого численного
моделирования. С применением асимптотических методов строится приближение
в задаче о собственных свободных колебаниях, результат сравнивается с решени-
ем, полученным вариационным методом для различных координатных функций.
Отмечается существенное влияние краевых условий для цилиндрических консоль-
но-защемленных оболочек средней длины, определяющих медленную сходимость
асимптотического ряда и ограничивающих применение стандартных методов разде-
ления напряженного состояния на основное состояние и краевой эффект. Проводит-
ся анализ решения Рэлея для форм колебаний полусферы и сравнение дискретных
моделей прецессии.
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