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Исследуется вопрос о влиянии эллиптичности беговой дорожки шарового автобаланси-
ровочного устройства (АБУ) на динамику статически неуравновешенного симметрич-
но закрепленного ротора. На основе анализа стационарных и нестационарных режи-
мов движения системы показано, что отклонение формы беговой дорожки шарового
АБУ от идеальной окружности может приводить к потере функциональности АБУ.

Ключевые слова: статически неуравновешенный ротор, эллиптическое шаровое авто-
балансировочное устройство.

Динамика и устойчивость роторов, оснащенных шаровыми автобалансировоч-
ными устройствами (АБУ), при воздействии различных внешних возмущающих
факторов рассматривалась в работах [1–6]. В ряде работ учитывалось также вли-
яние неидеальности самих шаровых АБУ. Так, в работах [7–13] изучалось влияние
эксцентриситета беговой дорожки АБУ, а в работе [9] кратко рассматривался слу-
чай ее эллиптичности. В настоящей работе вопрос о влиянии эллиптичности беговой
дорожки исследуется более детально.

1. Механическая модель. На рис. 1, а представлена модель статически
неуравновешенного ротора Джеффкота в виде массивного диска, закрепленного на
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Рис. 1. Неуравновешенный ротор с шаровым АБУ.

невесомом упругом вале, вращающемся в вертикальных шарнирных опорах O1 и O2.
Предполагается, что ротор оснащен шаровым АБУ, внутренняя полость (беговая
дорожка) которого имеет форму не идеальной окружности, а эллипса с полуосями
r1 и r2. Обозначим через C точкy крепления диска к валу, G — центр масс дис-
ка, s = |CG| — величину и α — фазовый угол статического эксцентриситета. Для
определения положения ротора и балансировочных шаров введем три системы ко-
ординат: неподвижную OXY Z, жестко связанную с ротором Cξη и вращающуюся
Oξ̃η̃. Оси связанной системы координат направим вдоль осей эллипса беговой до-
рожки АБУ, а оси вращающейся системы направим параллельно соответствующим
осям связанной системы, как показано на рис. 1, б. Угол поворота между осями OX
и Cξ обозначим через θ.

Если предположить, что угловая скорость ротора ω = θ̇(t) изменяется со вре-
менем по заданному закону, а движение диска происходит только в плоскости ста-
тического эксцентриситета, то описанная механическая модель будет иметь n + 2
степени свободы, где n — число балансировочных шаров, которые рассматривают-
ся как материальные точки. Выберем в качестве обобщенных координат абсолют-
ные координаты x и y точки C в неподвижной системе и относительные коорди-
наты балансировочных шаров ξj и ηj , удовлетворяющие уравнениям голономных
связей

fj =
ξ2j
r21

+
η2j
r22

− 1 = 0, j = 1, . . . , n. (1)

Выразим абсолютные координаты точек G и Bj через введенные обобщенные коор-
динаты:

xG = x+ s cos(θ + α), xBj
= x+ ξj cos θ − ηj sin θ,

yG = y + s sin(θ + α), yBj
= y + ξj sin θ + ηj cos θ,

(2)
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и запишем выражения для кинетической и потенциальной энергии системы:

T =
1

2
m(ẋ2G + ẏ2G) +

1

2
IGθ̇

2 +
1

2
mb

n∑

j=1

(ẋ2Bj
+ ẏ2Bj

), V =
1

2
k(x2 + y2), (3)

где m и IG — масса и момент инерции диска, mb — масса балансировочного шара,
k — коэффициент упругости вала.

Полагая, что на ротор действуют только силы внешнего вязкого демпфирова-
ния, а балансировочные шары движутся в вязкой среде, запишем выражение для
диссипативной функции Релея

D =
1

2
cn(ẋ

2 + ẏ2) +
1

2
cb

n∑

j=1

(ξ̇2j + η̇2j ), (4)

где cn — коэффициент сопротивления поперечному движению диска, а cb — коэф-
фициент сопротивления движению балансировочных шаров в обойме АБУ.

Для построения математической модели системы воспользуемся уравнениями
Лагранжа второго рода с неопределенными множителями λj , отвечающими уравне-
ниям дополнительных связей (1):

d

dt

(
∂T

∂q̇i

)
− ∂T

∂qi
= −∂V

∂qi
− ∂D

∂q̇i
+

n∑

j=1

λj
∂fj
∂qi

, i = 1, . . . , n+ 2, (5)

где q1 = x, q2 = y, q2j+1 = ξj , q2j+2 = ηj , j = 1, . . . , n.

Уравнения (5) с учетом выражений (1)–(4) имеют вид





(m+ nmb)ẍ+ cnẋ+ kx = ms(θ̇2 cos(θ + α) + θ̈ sin(θ + α))−

−mb

n∑

j=1

(
(ξ̈j−θ̇2ξj−2θ̇η̇j−θ̈ηj) cos θ − (η̈j−θ̇2ηj+2θ̇ξ̇j+θ̈ξj) sin θ

)
,

(m+ nmb)ÿ + cnẏ + ky = ms(θ̇2 sin(θ + α)− θ̈ cos(θ + α))−

−mb

n∑

j=1

(
(ξ̈j−θ̇2ξj−2θ̇η̇j−θ̈ηj) sin θ + (η̈j−θ̇2ηj+2θ̇ξ̇j+θ̈ξj) cos θ

)
,

mbξ̈j+cbξ̇j−mb(2θ̇η̇j+θ̇
2ξj+θ̈ηj)=−mb(ẍ cos θ+ÿ sin θ)+λj

2ξj
r21
,

mbη̈j+cbη̇j+mb(2θ̇ξ̇j+θ̇
2ηj+θ̈ξj)=mb(ẍ sin θ−ÿ cos θ)+λj

2ηj
r22
, j=1, . . . , n,

(6)

и совместно с уравнениями связей (1) образуют замкнутую систему 3n+2 уравнений
относительно 2n+ 2 обобщенных координат и n множителей Лагранжа.

Исключая из 2n уравнений системы (6), описывающих движение балансиро-
вочных шаров, неопределенные множители λj , получим систему n+2 уравнений,
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которую представим в безразмерной форме:





(1+nχ)(¨̄x+ δn ˙̄x+ x̄) = ε(θ̇2cos(θ + α) + θ̈ sin(θ + α))−

−χ
n∑

j=1

(
( ¨̄ξj−θ̇2ξ̄j−2θ̇ ˙̄ηj − θ̈η̄j) cos θ−(¨̄ηj−θ̇2η̄j+2θ̇ ˙̄ξj + θ̈ξj) sin θ

)
,

(1+nχ)(¨̄y + δn ˙̄y + ȳ) = ε(θ̇2sin(θ + α)− θ̈ cos(θ + α))−

−χ
n∑

j=1

(
( ¨̄ξj−θ̇2ξ̄j−2θ̇ ˙̄ηj − θ̈η̄j) sin θ+(¨̄ηj+θ̇

2η̄j+2θ̇ ˙̄ξj + θ̈ξj) cos θ
)
,

ρ21η̄j(
¨̄ξj + δb

˙̄ξj − 2θ̇ ˙̄ηj − θ̇2ξ̄j − θ̈η̄j + ¨̄x cos θ + ¨̄y sin θ) =

= ρ22ξ̄j(¨̄ηj + δb ˙̄ηj + 2θ̇ ˙̄ξj − θ̇2η̄j + θ̈ξ̄j + ¨̄y cos θ − ¨̄x sin θ), j=1, . . . , n,

(7)

где

x̄ =
x

r
, ȳ =

y

r
, ξ̄j =

ξj
r
, η̄j =

ηj
r
, t̄ = Ωt, Ω =

√
k

m+ nmb
,

χ =
mb

m
, ε =

s

r
, δn =

cn
(m+ nmb)Ω

, δb =
cb
mbΩ

, ρ1 =
r1
r
, ρ2 =

r2
r
,

r =
r1 + r2

2
— масштабный коэффициент.

Замкнутую и пригодную для численного интегрирования систему 2n+2 диффе-
ренциальных уравнений второго порядка получим, добавив к системе (7) n дважды
продифференцированных уравнений связей

ρ22(
˙̄ξ2j + ξ̄j

¨̄ξj) + ρ21( ˙̄η
2
j + η̄j ¨̄ηj) = 0, j = 1, . . . , n. (8)

Далее для простоты черту над безразмерными переменными писать не будем.
2. Cтационарные режимы движения. Рассмотрим вращение ротора с по-

стоянной безразмерной угловой скоростью θ̇ = ν = const. Вводя комплексные пере-
менные z = x + iy и ζj = ξj + iηj , j = 1, . . . , n, запишем первые два уравнения
системы (7) в виде одного уравнения в комплексной форме:

(1 + nχ)(z̈ + δnż + z) = εν2ei(νt+α) − χ

n∑

j=1

(ζ̈j − ν2ζj + 2iνζ̇j)e
iνt. (9)

В уравнении (9) переменная z задает положение точки C в неподвижной системе
координат. Используя экспоненциальную форму записи, представим ее виде

z = aei(νt+φ) = z̃eiνt,

где z̃ = aeiφ = ξ̃ + iη̃ — комплексная переменная, описывающая положение точки
C во вращающейся системе координат Oξ̃η̃. Переходя в системе (7) к новым безраз-
мерным переменным ξ̃ и η̃, получим автономную систему уравнений, удобную для
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исследования стационарных режимов движения ротора:





¨̃
ξ+δn

˙̃
ξ−2ν ˙̃η+(1−ν2)ξ̃−νδnη̃ =

1

1+nχ

(
εν2 cosα−χ

n∑

j=1

(ξ̈j−ν2ξj−2νη̇j)

)
,

¨̃η+δn ˙̃η+2ν
˙̃
ξ+(1− ν2)η̃+νδnξ̃ =

1

1+nχ

(
εν2 sinα−χ

n∑

j=1

(η̈j−ν2ηj+2νξ̇j)

)
,

ρ21ηj(ξ̈j + δbξ̇j − ν(2η̇j + νξj) +
¨̃
ξ − 2ν ˙̃η − ν2ξ̃) =

= ρ22ξj(η̈j + δbη̇j + ν(2ξ̇j − νηj) + ¨̃η − 2ν
˙̃
ξ − ν2η̃), j = 1, . . . , n.

(10)

Подставив в систему (10) и уравнения связей (1) стационарные решения вида
ξ̃ = ξ̃c = const, η̃ = η̃c = const, ξj = ξj0 = const и ηj = ηj0 = const, получим
замкнутую систему 2n+ 2 алгебраических уравнений





(1 + 2χ)((1− ν2)ξ̃c − νδnη̃c) = ν2
(
ε cosα+ χ

n∑

j=1

ξj0

)
,

(1 + 2χ)(νδnξ̃c + (1− ν2)η̃c) = ν2
(
ε sinα+ χ

n∑

j=1

ηj0

)
,

ρ21ηj0ξ̃c − ρ22ξj0η̃c = (ρ22 − ρ21)ξj0ηj0, j = 1, . . . , n,

ρ22ξ
2
j0 + ρ21η

2
j0 = ρ21ρ

2
2, j = 1, . . . , n.

(11)

При n = 2 система (11) представляет собой шесть уравнений, описывающих
стационарные режимы движения ротора в случае АБУ с двумя балансировочными
шарами. Исследуем ее подробно и, прежде всего, выясним вопрос о существовании
полностью сбалансированного режима. Подставляя в первые четыре уравнения ξ̃c =
η̃c = 0, получаем





ε cosα+ χ(ξ10 + ξ20) = 0,

ε sinα+ χ(η10 + η20) = 0,

(ρ22 − ρ21)ξ10η10 = 0,

(ρ22 − ρ21)ξ20η20 = 0.

(12)

В случае «идеального» АБУ, когда ρ1 = ρ2 = 1, третье и четвертое уравнения (12)
удовлетворяются тождественно, а первое и второе совместно с уравнениями связей
образуют замкнутую систему уравнений. При этом, поскольку оси ξ и η связан-
ной системы координат в этом случае могут быть направлены произвольно, то, не
умаляя общности, можно положить α = 0. В результате получаем систему





ξ10 + ξ20 = −ε/χ,
η10 + η20 = 0,

ξ210 + η210 = 1,

ξ220 + η220 = 1,

(13)
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которая имеет единственное решение

ξ10 = ξ20 = − ε

2χ
, η10 =

√
1− ε2

4χ2
= −η20, (14)

отвечающее полностью сбалансированному собственному вращению ротора.
В случае эллиптического АБУ имеем ρ1 6= ρ2, поэтому, объединяя уравнения

(13) с уравнениями связей, получаем систему из шести уравнений относительно че-
тырех неизвестных: 




ξ10 + ξ20 = − ε

χ
cosα,

η10 + η20 = − ε

χ
sinα,

ξ10η10 = 0,

ξ20η20 = 0,

ρ22ξ
2
10 + ρ21η

2
10 = ρ21ρ

2
2,

ρ22ξ
2
20 + ρ21η

2
20 = ρ21ρ

2
2.

(15)

Система (15) переопределена и имеет решения вида

{ξ10 = 0, η10 = ±ρ2, ξ20 = ±ρ1, η20 = 0},
{ξ10 = ±ρ1, η10 = 0, ξ20 = 0, η20 = ±ρ2}

(16)

только при выполнении дополнительных условий




|α| = arctg
ρ2
ρ1
,

χ =
ε

ρ21 + ρ22
.

(17)

Решения (16) имеют простое физическое объяснение. В случае, когда диск ротора
полностью уравновешен, точка C — центр эллиптической обоймы АБУ — лежит на
оси вращения. Но тогда положение равновесия балансировочных шаров может быть
только в вершинах эллипса, так как в противном случае шары будут двигаться под
действием касательных составляющих центробежных сил. Однако особого смысла
решения (16) не имеют, поскольку условия (17) не выполнимы для произвольного
дисбаланса. Следовательно, мы можем констатировать, что полностью сбалансиро-
ванный режим в случае эллиптического АБУ практически нереализуем.

Исследуем теперь вопрос о существовании несбалансированных стационарных

режимов движения ротора. Полагая, что амплитуда a =

√
ξ̃2c + η̃2c установившегося

прецессионного движения точки C не равна нулю, преобразуем последние четыре
уравнения системы (12) следующим образом: умножим третье уравнение на ξ20η20
и вычтем из него четвертое уравнение, умноженное на ξ10η10, а также вычтем из
пятого уравнения шестое. В результате получим два уравнения

ρ21ξ̃c(ξ20 − ξ10)η10η20 = ρ22η̃c(η20 − η10)ξ10ξ20,

ρ22(ξ
2
10 − ξ220) + ρ21(η

2
10 − η220) = 0,

(18)

которые удовлетворяются тождественно при условии

ξ10 = ξ20 = ξ0, η10 = η20 = η0. (19)
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Поскольку в рассматриваемой модели АБУ мы пренебрегаем размерами балансиро-
вочных шаров, то условие (19) означает, что два шара соприкасаются друг с другом.

Подставляя соотношения (19) в систему (12), запишем ее в виде





p1ξ̃c − p2η̃c = ε cosα+ 2χξ0,

p2ξ̃c + p1η̃c = ε sinα+ 2χη0,

ρ21η0ξ̃c − ρ22ξ0η̃c = (ρ22 − ρ21)ξ0η0,

ρ22ξ
2
0 + ρ21η

2
0 = ρ21ρ

2
2,

(20)

где

p1 = (1 + 2χ)
1− ν2

ν2
, p2 = (1 + 2χ)

δn
ν
.

Выражая из первых двух уравнений (19) переменные ξ̃c и η̃c через ξ0 и η0:

ξ̃c =
ε(p1 cosα+ p2 sinα) + 2χ(p1ξ0 + p2η0)

p21 + p22
,

η̃c =
ε(p1 sinα− p2 cosα) + 2χ(p1η0 − p2ξ0)

p21 + p22
,

(21)

и подставляя формулы (21) в третье уравнение (20), получим систему двух уравне-
ний второго порядка относительно переменных ξ0 и η0





A1ξ0η0 +A2ξ0 +A3η0 +A4 = 0,

ξ20
ρ21

+
η20
ρ22

= 1,
(22)

где

A1 = (p21 + p22 + 2χp1)(ρ
2
1 − ρ22), A2 = ερ22(p2 cosα− p1 sinα),

A3 = ερ21(p1 cosα+ p2 sinα), A4 = 2χp2ρ
2
1ρ

2
2.

Система (22) может быть сведена к одному уравнению четвертой степени, но бо-
лее удобным будет графический метод ее исследования. Для этого выразим первое
уравнение в виде дробно-линейных функций вида

η0 = −A2ξ0 +A4

A1ξ0 +A3
или ξ0 = −A3η0 +A1

A1η0 +A2
,

графики которых представляют собой симметричные гиперболы с асимптотами

ξ = −A3

A1
, η = −A2

A1
.

Таким образом, графическое решение системы (22) будет представлять собой точки
пересечения симметричной гиперболы и эллипса.

На рис. 2 показаны графические решения системы (22), раcсчитанные при сле-
дующих значениях безразмерных параметров: χ = 0.02, ε = 0.04, ρ1 = 1.28, ρ2 = 1.2,
δn = 0.1, α = 0.6. Левый рисунок соответствует случаю ν = 0.85, когда безразмер-
ная угловая скорость ротора ниже критической, а правый отвечает закритической

458 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2019. Т. 6 (64). Вып. 3



Рис. 2. Решение системы (22).

Рис. 3. Нестационарное прохождение критической области.

частоте ν = 1.5. В обоих случаях графики гиперболы и эллипса имеют по две точки
пересечения, однако реальное положение показанных на рисунке балансировочных
шаров будет соостветствовать тем точкам, которые расположены дальше от оси вра-
щения ротора, соединяющей центры подшипников. Устойчивость этих положений
обусловлена действующими на шары центробежными силами. При этом в докрити-
ческом режиме шары расположены на стороне дисбаланса диска, что увеличивает
общий дисбаланс ротора, а в закритической облати — на стороне противоположной
дисбалансу, в силу чего суммарный дисбаланс диска и шаров становится меньше,
чем в докритическом случае.

3. Нестационарные режимы движения. Исследование нестационарных ре-
жимов движения ротора, оснащенного АБУ с двумя балансировочными шарами,
проведем путем численного интегрирования системы уравнений (7), (8). Полагая,
что ротор вращается с постоянным угловым ускорением θ̈ = ν̇ = const, рассмот-
рим процесс прохождения системы через критическую область. На рис. 3 кривая 1
представляет зависимость амплитуды прецессионного движения точки C от безраз-
мерной угловой скорости ν в случае, когда ν = 0.16t при следующих значениях
безразмерных параметров: χ = 0.02, ε = 0.04, α = 0.6, δn = 0.18, δb = 40, ρ1 = 1.28,
ρ2 = 1.2. Для сравнения на этом же рисунке приведены амплитудно-частотные кри-
вые для ротора с идеальным круговым АБУ (кривая 2) и для ротора без АБУ
(штриховая кривая 3). Из рисунка видно, что эллиптическое АБУ, в отличие от
кругового, не обеспечивает балансировку ротора в закритической области.
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Рис. 4. Движение балансировочных шаров в случае кругового (а) и эллип-
тического (б ) АБУ.

Рис. 5. Вращение ротора с постоянной угловой скоростью.

На рис. 4 показаны графики изменения положения балансировочных шаров для
ротора с круговой (а) и эллиптической (б ) беговыми дорожками АБУ в зависимости
от угловой скорости ν. Сплошные кривые соответствуют связанным координатам ξ1
и η1 центра первого шара, а штриховые — связанным координатам центра второго
шара ξ2 и η2. На рис. 4 показаны также установившиеся положения балансировочных
шаров в обоймах кругового и эллиптического АБУ.

Анализ рис. 3 и 4 позволяет сделать вывод о том, что изменение круговой фор-
мы беговой дорожки АБУ на эллиптическую приводит к потере функциональности
АБУ в закритической области, поскольку балансировочные шары в этом случае не
могут занять положение, уравновешивающее дисбаланс.

Представляет также интерес рассмотреть переходные процесы при вращении
ротора с постоянной угловой скоростью. На рис. 5 представлены результаты числен-
ного интегрирования системы (7), (8) в случае вращения ротора с докритической
(ν = 0.8) и закритической (ν = 1.5) угловыми скоростями. Рис. 5, а показывает из-
менение амплитуд прецессионного движения точки C, а рис. 5, б и в — изменение
положения балансировочных шаров. Графики демонстрируют, что в обоих случа-
ях в системе устанавливаются несбалансированные стационарные режимы, когда
балансировочные шары находятся в одной точке.

Основной вывод. Беговая дорожка балансировочных шаров АБУ должна
иметь форму максимально приближенную к идеальной окружности. Эллиптичность
формы может привести к потере функциональности АБУ.
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The effect of the ellipticity of a race of an automatic ball balancer (ABB) on the dynamics
of a statically unbalanced symmetrically fixed rotor is investigated. Based on the analysis
of stationary and non-stationary modes of movement, it is shown that the deviation of the
ABB’s race from an ideal circle can lead to loss of the functionality of the ABB.
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