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В статье рассматривается метод Зейделя для решения системы линейных алгебраиче-
ских уравнений и оценка скорости сходимости метода Зейделя. Предлагается постро-
ение эквивалентной системы, для которой метод Зейделя сходится также, но оценка
скорости сходимости лучше. Построение эквивалентной системы производится отдель-
ным итерационным процессом, один шаг которого требует O(n) операций. Доказывает-
ся сходимость этого процесса. Представляются результаты численных экспериментов,
показывающие улучшение оценки скорости сходимости.
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ма линейных алгебраических уравнений, итерационные методы решения, сходимость
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1. Введение. Различные физические задачи часто приводят к необходимости
решения систем линейных алгебраических уравнений. Если размерность задачи ве-
лика, то применение точных методов оказывается затратным, пользуются теми или
иными итерационными методами, получающими приближенное решение с определя-
емой пользователем точностью. В основе большинства итерационных методов лежит
идея метода простой итерации, заключающаяся в представлении системы уравнений
в виде

x = Ax+ f, (1)
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выборе произвольного x0 и последующем вычислении xk+1 = Axk+f . Известно (см.,
например, [1]), что метод простой итерации сходится, если спектральный радиус
матрицы A меньше единицы: ρ(A) < 1.

Одним из вариантов метода простой итерации является метод Зейделя (одно-
шаговый циклический процесс). Он отличен от метода простой итерации тем, что
переход от вектора xk к вектору xk+1 происходит не сразу, а за n «простых» шагов.
Каждый «простой» шаг заключается в вычислении i-го элемента вектора xk+1, где
i меняется от 1 до n. Для определения i-го элемента вектора xk+1 используются уже
вычисленные элементы с 1 по i − 1 вектора xk+1 и элементы с i по n вектора xk.
Формула перехода такова:

xik+1 =

i−1∑

j=1

aijx
j
k+1 +

n∑

j=i

aijx
j
k + f i.

Известно (см., например, [1]), что метод Зейделя эквивалентен методу простой
итерации для равносильной системы x = Bx+g, где B = (E− L̂)−1(D̂+ R̂), g = (E−
L̂)−1f , E — единичная матрица, L̂, D̂, R̂ — нижнетреугольная (Left), диагональная
(Diag) и верхнетреугольная (Right) матрицы, образующие матрицу A: A = L̂+D̂+R̂.

Следовательно, метод Зейделя сходится, если спектральный радиус B меньше
единицы: ρ(B) < 1. Величина ρ(B), кроме того, является коэффициентом скорости
сходимости.

На практике вычисление ρ(B) является столь же сложной задачей, как и ре-
шение СЛАУ: требуется матричное обращение, матричное умножение и вычисление
наибольшего по модулю собственного числа. В силу этого для определения факта
сходимости (возможности применения метода Зейделя) и примерной оценки скоро-
сти сходимости (количества шагов для достижения заданной точности) пользуются
какими-либо достаточными условиями сходимости. Для метода Зейделя удобно вы-
числяемым достаточным условием является условие

µ < 1, где µ = max
i
µi, µi =

γi
1− βi

, βi =

i−1∑

j=1

|aij |, γi =

n∑

j=i

|aij |.

Недостаток этой оценки — слишком «грубый» характер величины µ. Ставится
вопрос о способах «улучшения» µ, которые не требовали бы существенных вычис-
лительных затрат и давали бы меньшее значение µ, более близкое к ρ(B).

Один из способов был предложен в работе [2]. Идея заключалась в домножении
(1) слева на некоторую матрицу D:

Dx = DA(D−1D)x +Df,

и получении эквивалентной системы x̃ = Ãx̃+ f̃ , где x̃ = Dx, Ã = DAD−1, f̃ = Df .
Матрица D выбиралась из класса матриц перестановок (в каждой строке и каж-

дом столбце все нули и одна единица) и «подбиралась» таким образом, чтобы зна-
чение µ(Ã) было наименьшим. Несмотря на факториальное количество различных
вариантов матриц D, был предложен и доказан алгоритм, определяющий оптималь-
ную матрицу D за время O(n2).

В настоящей работе мы продолжим исследование «оптимизации» µ, используем
тот же прием, но матрицу D выбираем из класса диагональных матриц, т. е. ставим
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задачу поиска диагональной матрицы D, обеспечивающей минимум величины µ(Ã),
где Ã = DAD−1.

Отметим, что преобразование Ã = DAD−1 изменяет µ, но никоим образом не
влияет на ρ(B), т. е. на «действительную» скорость сходимости метода Зейделя:

Ã = DAD−1 = D(L̂ + D̂ + R̂)D−1 = DL̂D−1 +DD̂D−1 +DR̂D−1,

B̃ = (E −DL̂D−1)−1(DD̂D−1 +DR̂D−1) = D(E − L̂)−1(D̂ + R̂)D−1 = DBD−1,

B̃ ∼ B → ρ(B̃) = ρ(B).

В этом смысле целью работы является получение более качественной оценки, а
не более быстрого вычислительного алгоритма.

2. Предлагаемый алгоритм. Матрицу Ã строим как предел итерационного
процесса:

Ak+1 = DkAkD
−1
k , где A0 = A, Dk(i, α) = diag(1, . . . ,

i
α, . . . , 1).

Тогда D = . . . Dk . . . D2D1D0. Параметры i и α на каждом шаге выбираем следу-
ющим образом: i = argmin

i
µi(Ak), то есть i определяет минимальное значение µi

матрицы Ak; α — решение задачи на минимум µ(Ak+1):

µ(Ak+1) = max
j
µj(Ak+1)

α−→ min .

В этом смысле описанный алгоритм эквивалентен методу поиска экстремума

f(d1, . . . , dn) = µ(DAD−1)
d1,...,dn−−−−−→ min, D = diag(d1, . . . , dn),

использующему покоординатный спуск.

3. Практическая реализация предлагаемого алгоритма. Здесь и далее
считаем, что в начальной матрице A нет нулевых элементов. Если это не так, то
построение эквивалентной СЛАУ x = Ax + f , не содержащей нулевых элементов
в A, является отдельной задачей, которую в данной работе не рассматриваем. От-
сутствие нулевых элементов в A гарантирует отсутствие нулевых элементов во всех
матрицах Ak.

Утверждение 1. Если α > 1, то µi(Ak+1) > µi(Ak) и ∀j 6= i µj(Ak+1) <
µj(Ak), то есть осуществляемое преобразование при α > 1 увеличивает значение
µi (в матрице Ak оно было минимальным) и уменьшает все остальные µj.

Доказательство. Обозначим γ̂i = γi − |aii| =
∑n

j=i+1 |aij |. В таких обозна-

чениях имеем µi(Ak) =
|aii|+ γ̂i
1− βi

. Преобразование Ak+1 = DkAkD
−1
k умножает эле-

менты строки i на α, делит элементы столбца i на α, оставляет без изменения aii и
все остальные элементы. Тогда получаем

µi(Ak+1) =
|aii|+ αγ̂i
1− αβi

. (2)

Рассмотрим три случая:
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1) если i = 1, то βi = 0, γ̂i > 0, |aii|+ αγ̂i > |aii|+ γ̂i, 1− αβi = 1− βi,
2) если 1 < i < n, то βi > 0, γ̂i > 0, |aii|+ αγ̂i > |aii|+ γ̂i, 1− αβi < 1− βi,
3) если i = n, то βi > 0, γ̂i = 0, |aii|+ αγ̂i = |aii|+ γ̂i, 1− αβi < 1− βi.

Во всех трех случаях получаем

µi(Ak+1) =
|aii|+ αγ̂i
1− αβi

>
|aii|+ γ̂i
1− βi

= µi(Ak).

Первая часть утверждения 1 доказана.
Поскольку преобразование Ak+1 = DkAkD

−1
k изменяет не только строку, но и

столбец, то меняются все остальные µj . Покажем, что они уменьшаются.
Возможны два случая.

1. Случай j < i. В строке j изменяется элемент aji, лежащий правее диагонали
и влияющий на величину параметра γ̂j , который уменьшается:

γ̂j(Ak+1) = (γ̂j(Ak)− |aji|) +
1

α
|aji| < γ̂j(Ak),

а параметр βj остается без изменения. Числитель дроби
|ajj |+ γ̂j
1− βj

уменьшает-

ся, следовательно дробь уменьшается: µj(Ak+1) < µj(Ak).

2. Случай j > i. В строке j изменяется элемент aji, лежащий левее диагонали и
влияющий на величину параметра βj , который уменьшается:

βj(Ak+1) = (βj(Ak)− |aji|) +
1

α
|aji| < βj(Ak),

а параметр γ̂j остается без изменения. Знаменатель дроби
|ajj |+ γ̂j
1− βj

увеличи-

вается, следовательно дробь уменьшается: µj(Ak+1) < µj(Ak).

Утверждение 1 доказано.

Замечание 1. Для обеспечения строгих неравенств µi(Ak+1) > µi(Ak),
µj(Ak+1) < µj(Ak) было использовано оговоренное ранее отсутствие нулевых эле-
ментов в матрице A0 и во всех последующих матрицах Ak.

Замечание 2. Доказательство утверждения можно построить иначе. Возьмем
от выражения (3) производную по α:

µ′
i(α) =

γ̂i(1− αβi)− (|aii|+ αγ̂i)(−βi)
1− αβi

2

=
γ̂i + βi|aii|
1− αβi

2

.

Только одна из величин γ̂i и βi может быть нулем. Получаем неравенство µ′
i(α) > 0,

и µi(α) есть строго монотонно возрастающая функция. Тогда при α > 1 имеем
µi(Ak+1) = µi(α) > µi(1) = µi(Ak). Аналогично показывается, что ∀j 6= i µj(α) есть
строго монотонно убывающие функции (требуется отдельное рассмотрение случаев
j < i и j > i). Данные вычисления также необходимы для утверждения 8 (см. ниже).

Утверждение 2. Решение задачи µ(Ak+1)
α−→ min эквивалентно решению

задачи α = max
j
αj, где αj — решения уравнений µj(Ak+1) = µi(Ak+1).
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Рис. 1. Зависимости µi от α.

Доказательство. Рассмотрим µj как функции от α. По замечанию 2 имеем,
что µi(α) есть строго монотонно возрастающая функция, µj(α) при j 6= i — стро-
го монотонно убывающие функции. На рис. 1 представлен пример для матрицы
размерности 6.

Очевидно, что необходимое условие минимума µ(α) = max
j
µj(α) есть условие

µj(α) = µi(α) для одного из j, а именно того, при котором значение µj(α) будет
наибольшим, что соответствует наибольшему αj . Доказано.

Замечание 3. Может возникнуть иллюзия, что достаточно решить лишь одно
уравнение µp(α) = µi(α), где p = argmax

j
µj(Ak), т. е. искать пересечение самого

верхнего убывающего графика µp(α) с возрастающим графиком µi(α). Это не так,
из неравенства µp(1) > µj(1), j 6= i, не следует µp(α) > µj(α), т. е. графики могут
«меняться местами».

Замечание 4. Тем не менее, существенную часть уравнений можно не рассмат-
ривать. Пусть найден корень αp уравнения µp(α) = µi(α), где p = argmax

j
µj(Ak).

Тогда уравнения µj(α) = µi(α), для которых µj(1) < µi(αp), можно не рассматри-
вать, так как их корни заведомо меньше αp. Численный эксперимент показывает,
что на матрицах размерности 100 средний выигрыш из-за устранения лишних урав-
нений составляет 92%, а на матрицах размерности 1000 — 98%.

4. Итоговая вычислительная схема предлагаемого алгоритма.

1. Положим k = 0. Для всех i вычислим параметры βi, γ̂i, µi начальной матрицы
A0. Время вычисления — O(n2).

2. Положим i = argmin
j

µj(Ak), s = argmax
j

µj(Ak).

3. Найдем корень αs уравнения µs(Ak+1) = µi(Ak+1). Рассмотрим два случая.
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А. Если s < i, то в строке s меняется элемент asi, лежащий правее диаго-
нали. Следовательно, меняется γ̂s : γ̂s(Ak+1) = γ̂s(Ak)−|asi|+ 1

α |asi|. Уравнение
µs(Ak+1) = µi(Ak+1) имеет вид

|ass|+ γ̂s − |asi|+ 1
α |asi|

1− βs
=

|aii|+ αγ̂i
1− αβi

,

что дает квадратное уравнение относительно α: c2α
2 + c1α + c0 = 0, где c2 =

γ̂i(1− βs) + tβi, c1 = |aii| − βs|aii| − t+ βi|asi|, c0 = −|asi|, t = |ass|+ γ̂s − |asi|.
Из двух вещественных корней берем наибольший.

Б. Если s > i, то в строке s меняется элемент asi, лежащий левее диагона-
ли. Следовательно, меняется βs: βs(Ak+1) = βs(Ak)− |asi|+ 1

α |asi|. Уравнение
µs(Ak+1) = µi(Ak+1) принимает вид

|ass|+ γ̂s

1− βs + |asi| − 1
α |asi|

=
|aii|+ αγ̂i
1− αβi

.

Соответствующее квадратное уравнение таково: c2α
2 + c1α + c0 = 0, где c2 =

tγ̂i+βi(|ass|+ γ̂s), c1 = t|aii|− γ̂i|asi|−|ass|− γ̂s, c0 = −|asi||aii|, t = 1−βs+ |asi|.
Из двух вещественных корней также берем наибольший. Сложность данных
вычислений — O(1).

4. Для всех j 6= i, s выполняем следующее:

а) если µj < µi(αs) =
|aii|+αsγ̂i

1−αsβi
, полагаем αj = 1 и ничего не вычисляем;

б) в противном случае αj вычисляем как корень µj(Ak+1) = µi(Ak+1).
Схема вычисления описана в пункте 3. Сложность вычисления всех векторов
αj в «худшем» случае — O(n).

5. Положим α = max
j
αj , где αj — найденные корни уравнений µj(Ak+1) =

µi(Ak+1).

6. Выполняем преобразование Ak+1 = DkAkD
−1
k , Dk(i, α) = diag(1, . . . ,

i
α, . . . , 1).

Преобразование изменяет одну строку и столбец, сложность вычислений —
O(n).

7. Произведем перерасчет βj , γ̂j :

а) для j = i: βj(Ak+1) = αβj(Ak), γ̂j(Ak+1) = αγ̂j(Ak);

б) для j < i: βj(Ak+1) = βj(Ak), γ̂j(Ak+1) = γ̂j(Ak)− |aji|+ 1
α |aji|;

в) для j > i: βj(Ak+1) = βj(Ak)− |aji|+ 1
α |aji|, γ̂j(Ak+1) = γ̂j(Ak).

А после проведем перерасчет всех µj : µj(Ak+1) =
|aii|+γ̂j(Ak+1)
1−βj(Ak+1)

.

Сложность данных вычислений — O(n).

8. Обновим D и k: D = DkD, k = k + 1.

9. Проверяем критерий остановки: количество выполненных шагов или иной. Пе-
реходим к пункту 2.

На рис. 2 показан ход работы алгоритма для матрицы размерности 10. По оси
абсцисс отложен номер шага алгоритма, по оси ординат — значения µj на соответ-
ствующих шагах алгоритма (10 графиков). Данный пример показывает уменьшение
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Рис. 2. Значения µj на различных шагах алгоритма.

µ(Ak) c величины примерно 1.3 (сходимость метода Зейделя не ясна) до величины
примерно 0.9 (метод Зейделя гарантированно сходится).

5. Доказательство сходимости. Доказательство сходимости сформулируем
в виде лемм 1–2 и утверждений 3–9. Подробные доказательства каждого из утвер-
ждений оставим предметом для последующей публикации.

Лемма 1 (о собственных векторах матрицы с неотрицательными эле-
ментами). Пусть A — матрица c неотрицательными элементами (используем
обозначение A⊲ 0) и она неразложима (для этого достаточно отсутствия нуле-
вых элементов). Если λ — наибольшее по модулю собственное число, то оно веще-
ственное, имеет кратность 1 и ему соответствует собственный вектор, элемен-
ты которого имеют одинаковые знаки; если λ — иное собственное значение, то
ему соответствует собственный вектор, элементы которого имеют различные
знаки.

Лемма 2 (об увеличении наибольшего собственного числа матрицы с
неотрицательными элементами). Если A⊲ 0, B⊲ 0, то λmax(A+B) > λmax(A).

Утверждение 3 (необходимое условие оптимальной матрицы Ã). Если
значение µ(Ã) минимально (т. е. матрица Ã оптимальная), то ∀i, j µi(Ã) = µj(Ã).

Утверждение 4 (существование и единственность оптимальной матри-
цы Ã). Матрица Ã существует и является единственной с точностью до знаков
элементов.

Утверждение 5 (необходимое и достаточное условие оптимальной мат-
рицы Ã). Матрица Ã оптимальная тогда и только тогда, когда ∀i, j µi(Ã) =
µj(Ã).
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Рис. 3. Зависимость µ от дисперсии элементов матрицы.

Утверждение 6 (о двухсторонней оценке оптимального µ). Пусть
µ(Ã) = µ∗, Ã — оптимальная матрица. Тогда справедлива оценка: min

i
µi(A) ≤

µ∗ ≤ max
i
µi(A), где A — начальная или любая другая матрица, получаемая алго-

ритмом.

Утверждение 7 (о двухсторонней оценке элементов матрицы Ak).
Пусть Ak получена на шаге k предложенным алгоритмом: Ak = DAD−1, D =
diag(d1, . . . , dn), A — начальная матрица, aps — ее элементы, akij — элементы Ak.
Справедлива оценка:

∀i, j m2 ≤ |akij | ≤ 1, где m = min
p,s

|aps|.

Утверждение 8 (о двусторонней оценке α). Рассмотрим один шаг ал-
горитма: Ak+1 = DkAkD

−1
k , Dk(i, α) = diag(1, . . . ,

i
α, . . . , 1), i = argmin

s
µs(Ak),

α = max
j
αj, αj — решения уравнений µj(Ak+1) = µi(Ak+1). Справедлива оценка

для α:

1 +
m2

3

(
max

s
µs(Ak)−min

s
µs(Ak)

)
≤ α ≤ 1

m2
.

Утверждение 9 (о линейной скорости сходимости алгоритма).

|µ(Ak+1) − µ∗| < C ·
∣∣µ(Ak) − µ∗∣∣, C = 1 − m5

12 , µ∗ = µ(Ã), Ã — оптимальная
матрица.

6. Численные эксперименты. Численные эксперименты проведем на случай-
ных матрицах размерности 100, элементами которых являются случайные величины
с нормальным законом распределения с математическим ожиданием 0 и дисперси-
ей, которую варьируем от 0.001 до 0.01. Для каждой матрицы отмечаем ее исходное
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Рис. 4. Зависимость µ от размерности матрицы.

значение µ, а также значения µ, которые получены после 100, 200 и 300 шагов пред-
ложенного алгоритма. Результаты представлены на рис. 3.

Следующую серию экспериментов проведем на матрицах размерностей от 10
до 200. Элементами матриц являются случайные величины с нормальным законом
распределения с математическим ожиданием 0 и дисперсией 1

2n . Выполнение пред-
ложенного алгоритма осуществляем за n, 2n и 3n шагов. Результаты представлены
на рис. 4.

Из проведенных экспериментов видим, что предложенный алгоритм дает умень-
шение скорости сходимости µ в среднем на 40%, требуя на вычисления порядка
O(n2) операций.

Последнюю серию экспериментов проведем на матрице фиксированной размер-
ности 100 с фиксированной дисперсией элементов 0.005, демонстрируя скорость схо-
димости предложенного алгоритма. Результаты представлены на рис. 5.

По оси абсцисс отложен номер шага алгоритма. По оси ординат, представленной
в логарифмическом масштабе, отображаются:

1) фактическая ошибка: µ(Ak)−µ∗, где значение µ∗ получено этим же алгоритмом
за 2000 шагов;

2) апостериорная теоретическая ошибка: max
i
µi(Ak)−min

i
µi(Ak);

3) априорная теоретическая ошибка:
(
1− m5

12

)k (
max

i
µi(A0)−min

i
µi(A0)

)
.

Практически горизонтальный вид априорной ошибки обусловлен тем, что ве-

личина m5 весьма мала, величина 1 − m5

12 близка к единице. В этом смысле пред-
ставленное доказательство линейной скорости сходимости имеет преимущественно
теоретическую ценность доказательства самой сходимости, а не практический спо-
соб оценки ее скорости. Скачкообразный вид апостериорной теоретической ошибки
обусловлен тем, что в ходе работы алгоритма обеспечивается уменьшение max

i
µi(Ak)
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Рис. 5. Фактическая, априорная и апостериорная ошибки.

на каждом шаге алгоритма, однако увеличение min
i
µi(Ak) на каждом шаге не га-

рантировано.

7. Открытые вопросы. 1. В данной работе переход от системы x = Ax+ f к
системе x̃ = Ãx̃ + f̃ осуществлялся посредством преобразования Ã = DAD−1, где
D — диагональная матрица. В работе [2] использовался подход, в котором матрицей
D являлась матрица перестановок. Каждый из подходов, как видно из результатов
численных экспериментов, дает существенное уменьшение µ. Интересен вопрос об
объединении этих подходов, а также использовании каких-либо иных видов матри-
цы D.

2. Продемонстрированные подходы дают уменьшение µ на 20–50%. Интересен
вопрос о том, насколько данное уменьшение можно считать значимым, насколь-
ко получаемое значение µ близко к истинной скорости сходимости, определяемой
спектральным радиусом матрицы B = (E − L̂)−1(D̂+ R̂). Численные эксперименты
показывают, что в зависимости от вида матрицы A возможны как почти точные
совпадения «улучшенного» значения µ и величины ρ(B), так и их существенные
различия, что оставляет вопрос о достоверной оценке скорости сходимости метода
Зейделя актуальным.

3. Предложенный алгоритм является итерационным, и, следовательно, инте-
ресен вопрос об оценке его вычислительной сложности, например, в сравнении со
сложностью метода Зейделя, для которого он получает оценку. Очевидно, что алго-
ритм, получающий оценку скорости сходимости, должен иметь существенно мень-
шую сложность, чем алгоритм, для которого эта оценка получается (иначе в нем
смысла). Для матриц размерности 100, описанных выше, эксперименты показыва-
ют, что вычислительная сложность составляет примерно 10% от сложности метода
Зейделя.

8. Заключение. Предложенный алгоритм позволяет получить более хорошую
оценку скорости сходимости метода Зейделя, чем оценка, описанная в работе [1].
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The article discusses the Seidel method for solving a system of linear algebraic equations
and an estimate of the rate of the Seidel method convergence. It is proposed to construct an
equivalent system for which the Seidel method also converges, but the rate of convergence
is better. An equivalent system is constructed by a separate iterative process, where each
single step requires O(n) operations. Stability of this iterative process is proved. Results of
numerical experiments are presented showing an improvement of the estimate of the rate
of convergence.
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