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В статье развивается подход на основе применения методов тропической оптимизации
к задаче одноранговой аппроксимации положительных матриц в метрике Чебышёва в
логарифмической шкале. Теория и методы тропической оптимизации составляют один
из разделов тропической математики, которая изучает полукольца и полуполя с идем-
потентным сложением и их приложения. Для многих практически важных задач мето-
ды тропической оптимизации позволяют найти полное решение задачи в явном виде в
замкнутой форме. В этой работе рассматриваемая задача аппроксимации приводится
к многомерной задаче тропической оптимизации, которая в общем случае имеет из-
вестное решение. Предлагается новое решение задачи для случая матриц без нулевых
столбцов или строк, которое представляется в более простой форме. На основе этого
результата строится новое полное решение задачи одноранговой аппроксимации по-
ложительных матриц. Для иллюстрации полученных результатов приводится пример
решения в явном виде задачи аппроксимации произвольной положительной матрицы
второго порядка.
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1. Введение. Малоранговая аппроксимация матриц широко используется в
задачах машинного обучения [1], статистики [2, 3], сжатия информации [4, 5] и дру-
гих. Аппроксимация матрицами малого ранга позволяет в таких задачах понизить
вычислительную сложность манипуляций с данными, сохранив при этом основную
информацию. Обзор приложений и методов малоранговой аппроксимации можно
найти, например, в работах [6, 7].

В задачах, в которых данные имеют достаточно простую структуру, в качестве
аппроксимирующих матриц часто можно выбирать матрицы ранга 1, обеспечиваю-
щие максимальное сжатие информации. При помощи одноранговой аппроксимации
могут решаться, например, некоторые задачи статистики [8] и принятия решений
[9]. Кроме того, аппроксимация матрицами единичного ранга может оказаться по-
лезной при решении более общей задачи аппроксимации матрицами малого ранга.
Так, например, в работах [3, 5] предлагаются рекурсивные методы малоранговой
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аппроксимации, на каждом шаге которых вычисляются одноранговые матричные
приближения. Некоторые методы одноранговой аппроксимации описаны в работах
[10, 11].

В общем виде задача аппроксимации вещественной матрицы A ∈ Rn×n матри-
цами X из некоторого подмножества S ⊂ R

n×n формулируется как задача оптими-
зации

min
X∈S

d(A,X),

где d— функция расстояния на множестве Rn×n, измеряющая ошибку аппроксима-
ции.

Различия между подходами к решению задачи аппроксимации во многом опре-
деляются выбором функции расстояния. Например, в [9] обратно симметрическая
матрица суждений в задаче принятия решений аппроксимируется матрицей единич-
ного ранга, минимизирующей расстояние Евклида в обычной или логарифмической
шкале. Для одноранговой аппроксимации бинарных матриц в статье [5] использу-
ется матричный аналог расстояния Хэмминга. Применение метрики Чебышёва в
решении задачи малоранговой аппроксимации, исследованное в [12], позволяет ми-
нимизировать абсолютную ошибку между элементами исходной и аппроксимирую-
щей матриц.

Для положительных матриц можно использовать чебышёвскую аппроксима-
цию в логарифмической шкале. С использованием логарифма по основанию больше
единицы задача log-чебышёвской аппроксимации матрицы A матрицей X = stT

единичного ранга с элементами xij = sitj имеет вид

min
s,t

max
i,j

| log aij − log(sitj)|, (1)

где минимум берется по всем положительным векторам s = (si) и t = (tj).
Задача log-чебышёвской одноранговой аппроксимации рассматривается в ра-

ботах [13–16], где для решения этой задачи предлагается использовать методы и
результаты тропической оптимизации. Тропическая математика изучает теорию по-
луколец с идемпотентным сложением и ее приложения [13, 17–19]. Экстремальные
задачи, которые могут быть записаны и решены в терминах идемпотентных полуко-
лец и полуполей (задачи тропической оптимизации), образуют важное направление
исследований в тропической математике [20, 21]. Такие задачи возникают во мно-
гих областях, включая сетевое планирование [22], принятие решений [15] и задачи
размещения [23].

В работах [14, 15] представлено полное решение задачи (1) для случая одно-
ранговой аппроксимации обратно симметрическими матрицами. Частное решение
задачи аппроксимации произвольными матрицами единичного ранга, которое стро-
ится при помощи тропических собственных векторов некоторых матриц, получае-
мых из исходной матрицы, было дано в [13]. Полное решение этой задачи получено
в работе [16], где описано множество всех матриц, на которых достигается минимум
погрешности аппроксимации. Задача одноранговой log-чебышёвской аппроксимации
в указанной работе приводится к задаче, которая может быть записана и решена в
терминах тропического полуполя, использующего в качестве сложения операцию
взятия максимума.

Решение с помощью тропической оптимизации опирается на замену задачи (1)
эквивалентной задачей нахождения положительных векторов s и t, которые обес-

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2019. Т. 6 (64). Вып. 2 209



печивают

min
s,t

max
i,j

max{sia−1
ij tj, s

−1
i aijt

−1
j }. (2)

Ниже для рассматриваемой задачи одноранговой аппроксимации в предполо-
жении, что исходная матрица не имеет нулевых столбцов (строк), строится новое
решение, которое представляется в более простой форме.

Статья устроена следующим образом. В разделе 2 представлены необходимые
определения, обозначения и предварительные результаты тропической математики.
В разделе 3 приводятся задачи тропической оптимизации и их решения, которые
будут использованы для построения решения задачи аппроксимации. Раздел 4 яв-
ляется ключевым и предлагает новое полное решение задачи тропической оптими-
зации, сформулированной в предыдущем разделе, для случая матриц без нулевых
столбцов (строк). Раздел 5 посвящен приложению полученных результатов к зада-
че одноранговой аппроксимации. В конце раздела приводится пример решения в
явном виде задачи аппроксимации произвольной положительной матрицы второго
порядка.

2. Элементы тропической математики. В этом разделе представлены ос-
новные понятия и предварительные результаты тропической (идемпотентной) ма-
тематики [13, 20, 21], на которые опираются решения, описанные в остальной части
статьи. Дополнительные сведения по теории и методам тропической математики
можно найти, например, в работах [17–19].

2.1. Идемпотентное полуполе. Рассмотрим непустое множество X, которое
замкнуто относительно ассоциативных и коммутативных операций сложения ⊕ и
умножения ⊗, и содержит их нейтральные элементы нуль 0 и единицу 1. Сложение
обладает свойством идемпотентности, согласно которому x ⊕ x = x для всех x ∈
X. Умножение дистрибутивно относительно сложения и для любого ненулевого x
существует обратный по умножению элемент x−1 такой, что x−1⊗x = 1. Описанная
алгебраическая структура называется идемпотентным полуполем. Далее при записи
выражений знак умножения ⊗ для краткости опускается.

Идемпотентность сложения позволяет определить отношение ≤ так, что x ≤ y
тогда и только тогда, когда x ⊕ y = y. При таком определении выполняются стан-
дартные свойства отношения частичного порядка: рефлексивность, транзитивность
и антисимметричность, а также свойства монотонности операций сложения и умно-
жения. Кроме того, из определения следует справедливость неравенств x ≤ x ⊕ y
и y ≤ x ⊕ y, а также то, что неравенство x ⊕ y ≤ z равносильно системе нера-
венств x ≤ z, y ≤ z. Далее будем считать, что индуцированный сложением порядок
является линейным.

Операция возведения в целую степень определяется стандартным образом. Для
любого ненулевого x ∈ X и целого p > 0 имеем x0 = 1, xp = xp−1x, x−p = (x−1)p

и 0p = 0. Дополнительно предполагается, что полуполе является алгебраически
полным, то есть уравнение xp = a разрешимо для любого натурального p и a ∈ X,
обеспечивая существование корня любой натуральной степени p.

Ниже для приложений тропической математики к задаче одноранговой аппрок-
симации будет использоваться вещественное идемпотентное полуполе Rmax,×, кото-
рое принято называть max-алгеброй. Это полуполе определено на неотрицательной
вещественной полуоси R+, в качестве операции сложения использует операцию взя-
тия максимума с нейтральным элементом 0, а в качестве операции умножения —
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арифметическое умножение с нейтральным элементом 1. Отношение ≤ определя-
ет естественный линейный порядок на R+. Понятия обратного элемента и степени
имеют обычный смысл.

2.2. Матрицы и векторы. Обозначим через Xm×n множество матриц над
X, которые состоят из m строк и n столбцов. Матрица, все элементы которой рав-
ны числу 0, называется нулевой. Квадратная матрица, все диагональные элементы
которой равны числу 1, а недиагональные — числу 0, называется единичной и обо-
значается I. В случае полуполя Rmax,× (max-алгебры) нулевая и единичная матрицы
имеют обычный вид.

Матрица называется регулярной по столбцам (строкам), если она не содер-
жит нулевых столбцов (строк). В контексте max-алгебры регулярность по столбцам
(строкам) означает наличие в каждом столбце (строке) матрицы по крайней мере
одного элемента, отличного от арифметического нуля.

Сложение и умножение двух матриц подходящего размера и умножение матри-
цы на число производятся по обычным законам с заменой арифметических операций
на операции ⊕ и ⊗.

Мультипликативно сопряженным транспонированием матрицы A = (aij) ∈
Xm×n называется операция преобразования этой матрицы в матрицу A− = (a−ij) ∈
Xn×m, элементы которой определяются по правилу a−ij = a−1

ji , если aji 6= 0, и a−ij = 0

иначе.
Для любой ненулевой квадратной матрицы A и целого p > 0 определены сте-

пени матрицы A0 = I, Ap = Ap−1A.
След матрицы A = (aij) ∈ Xn×n вычисляется по формуле trA = a11⊕ · · ·⊕ ann.

Для любого числа α ∈ X выполняется очевидное равенство tr(αA) = α trA.
Обозначим через Xn множество векторов-столбцов над X размера n. Вектор,

все элементы которого равны 0, называется нулевым. Вектор x ∈ Xn называется
регулярным, если он не имеет нулевых компонент. Для max-алгебры нулевой вектор
совпадает с обычным нулевым вектором, а регулярность вектора означает, что он
не имеет элементов, равных арифметическому нулю (положительный вектор).

Мультипликативно сопряженным транспонированием ненулевого вектора-
столбца x = (xi) будем называть его преобразование в вектор-строку x− = (x−i ),
где x−i = x−1

i , если xi 6= 0, и x−i = 0 иначе. Ясно, что x−x = 1.
Определим для любой квадратной матрицы A ∈ Xn×n функцию

Tr(A) = trA⊕ · · · ⊕ trAn =

n⊕

m=1

trAm,

которую можно понимать как некоторый тропический аналог детерминанта матри-
цы.

Если для матрицы A выполняется условие Tr(A) ≤ 1, то можно составить
матрицу («звезда Клини»)

A∗ = I ⊕A⊕ · · · ⊕An−1 =

n−1⊕

m=0

Am.

Число λ ∈ X и ненулевой вектор x ∈ Xn называются собственным значением и
собственным вектором матрицы A ∈ Xn×n, если они удовлетворяют равенству

Ax = λx.
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Максимальное собственное число матрицы A вычисляется по формуле

λ = trA⊕ · · · ⊕ tr1/n(An) =

n⊕

m=1

tr1/m(Am)

и называется спектральным радиусом матрицы.
Ясно, что в силу свойств идемпотентного сложения для любого натурального

m ≤ n, из определения спектрального радиуса следует неравенство λm ≥ trAm.

2.3. Решение векторных неравенств. Пусть дана матрица A ∈ Xm×n и
вектор b ∈ Xm, и требуется решить относительно неизвестного вектора x ∈ Xn

неравенство
Ax ≤ b. (3)

Лемма 1. Для любой регулярной по столбцам матрицы A и регулярного век-
тора b все решения неравенства (3) имеют вид x ≤ (b−A)−.

Предположим, что задана матрица A ∈ Xn×n. Рассмотрим задачу нахождения
регулярных векторов x ∈ X

n, которые удовлетворяют неравенству

Ax ≤ x. (4)

Лемма 2. Для любой квадратной матрицы A такой, что Tr(A) ≤ 1, все
решения неравенства (4) имеют вид x = A∗u, где u ∈ Xn.

3. Задачи тропической оптимизации. Рассмотрим задачи тропической оп-
тимизации, которые будут использованы ниже для одноранговой аппроксимации
матриц. Предположим, что задана ненулевая матрица A ∈ Xn×n и требуется ре-
шить задачу

min
x

x−Ax, (5)

где минимум берется по всем регулярным векторам x ∈ Xn.
В работе [21] получено полное решение задачи (5) в следующем виде.

Лемма 3. Пусть A — матрица со спектральным радиусом λ > 0. Тогда ми-
нимум в задаче (5) равен λ, а все регулярные решения имеют вид x = (λ−1A)∗u,
где u ∈ Xn.

Пусть теперь для заданной ненулевой матрицы A ∈ Xn×n необходимо найти
регулярные векторы x,y ∈ Xn, которые решают задачу

min
x,y

x−Ay ⊕ y−A−x. (6)

Ниже представлено полное решение этой задачи, полученное в работе [16].

Теорема 1. Пусть A— ненулевая матрица, а µ— спектральный радиус мат-
рицы AA−. Тогда минимум в задаче (6) равен µ1/2, а все регулярные решения име-
ют вид

x = (µ−1AA−)∗v ⊕ µ−1/2A(µ−1A−A)∗w,

y = µ−1/2A−(µ−1AA−)∗v ⊕ (µ−1A−A)∗w, v,w ∈ X
n.
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В случае, если матрица A является регулярной по столбцам или по строкам,
можно построить другое решение этой задачи, которое предлагается в следующем
разделе.

4. Решение для регулярной по столбцам матрицы. Приведем результат,
который определяет все векторы x и y, обеспечивающие минимум в задаче (6) для
случая регулярной по столбцам матрицы A. Если матрица является регулярной по
строкам, то может быть получено аналогичное решение.

Для построения решения используется общий подход, предложенный в [21]. Вво-
дится параметр, обозначающий минимум целевой функции, и находится его точная
нижняя граница. Затем при помощи лемм 1 и 2 решаются неравенства, которым
должны удовлетворять векторы x и y, минимизирующие значение целевой функ-
ции.

Теорема 2. Пусть A — регулярная по столбцам матрица, а µ— спектраль-
ный радиус матрицы AA−. Тогда минимум в задаче (6) равен µ1/2, а все регулярные
решения определяются соотношениями

x = (µ−1AA−)∗u, u ∈ X
n,

µ−1/2A−x ≤ y ≤ µ1/2(x−A)−.

Доказательство. Введем параметр θ для обозначения минимума целевой
функции задачи (6). Тогда все решения задачи находятся из уравнения x−Ay ⊕
y−A−x = θ. Из того, что матрица A— ненулевая, а векторы x и y — регулярные,
вытекает, что θ > 0.

Учитывая, что θ обозначает минимум целевой функции, множество решений
не изменится, если уравнение заменить неравенством x−Ay ⊕ y−A−x ≤ θ. В си-
лу свойств идемпотентного сложения последнее неравенство равносильно системе
неравенств

x−Ay ≤ θ, y−A−x ≤ θ. (7)

Применяя лемму 1 для решения первого неравенства относительно Ay и второ-
го относительно A−x, получим неравенства Ay ≤ θx и A−x ≤ θy. Умножая второе
из полученных неравенств слева на x−A и учитывая первое неравенство системы
(7), будем иметь x−AA−x ≤ θx−Ay ≤ θ2. Ненулевые элементы матриц A и A−

симметричны относительно главной диагонали и образуют хотя бы одну единицу на
диагонали матрицы AA−, а тогда спектральный радиус µ матрицы AA− отличен
от нуля и можно воспользоваться леммой 3.

В силу того, что по лемме 3 минимум функции x−AA−x равен µ, будем иметь
θ2 ≥ x−AA−x ≥ µ, откуда следует оценка для θ снизу в виде θ ≥ µ1/2. Покажем, что
эта оценка является точной. Возьмем регулярное решение x уравнения x−AA−x =
µ, которое в соответствии с леммой 3 существует. Определим вектор y = µ−1/2A−x.

Вычисление целевой функции для таких векторов x и y с учетом того, что
вектор A−x ненулевой, дает следующий результат:

x−Ay ⊕ y−A−x = µ−1/2x−AA−x⊕ µ1/2(A−x)−A−x = µ−1/2µ⊕ µ1/2 = µ1/2.

Таким образом, получили, что θ = µ1/2 и система неравенств (7) принимает вид

Ay ≤ µ1/2x, A−x ≤ µ1/2y.
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Так как матрица A регулярна по столбцам, можно применить лемму 1 для ре-
шения первого неравенства полученной системы относительно y. В результате будем
иметь неравенство y ≤ µ1/2(x−A)−. Объединив последнее неравенство со вторым
неравенством системы, умноженным на µ−1/2, получим двойное неравенство, экви-
валентное системе, которое имеет вид

µ−1/2A−x ≤ y ≤ µ1/2(x−A)−.

Для того чтобы множество значений вектора y не было пустым, необходимо и
достаточно выполнение неравенства A−x ≤ µ(x−A)−. По лемме 1 это неравенство
является решением относительно A−x неравенства

µ−1AA−x ≤ x. (8)

В силу того, что для любого натурального числа k ≤ n имеем µk ≥ tr((AA−)k),
выполняется соотношение

Tr(µ−1AA−) =
n⊕

k=1

µ−ktr((AA−)k) ≤ 1.

Теперь, применяя лемму 2, приходим к тому, что все векторы x, отвечающие
неравенству (8), имеют вид x = (µ−1AA−)∗u, где u ∈ Xn.

После объединения последнего результата с двойным неравенством для y, за-
ключаем, что минимум в задаче (6) равен µ1/2 и достигается на векторах x и y,
которые удовлетворяют условиям, приведенным в формулировке настоящей теоре-
мы.

Покажем, что условие регулярности матрицы по столбцам является существен-
ным для применения теоремы 2. Допустим, что у матрицы A имеется один нулевой
столбец, например первый. В этом случае векторы в левой и правой частях двой-
ного неравенства µ−1/2A−x ≤ y ≤ µ1/2(x−A)− имеют нулевую первую координату.
Тогда для всех решений должно выполняться условие y1 = 0, из чего следует заклю-
чить, что регулярных решений задача (6) не имеет. Однако известно, что регулярные
решения этой задачи существуют и определяются теоремой 1. Кроме того, легко ви-
деть, что для матрицы A с нулевым первым столбцом целевая функция задачи (6)
на самом деле вообще не зависит от элемента y1, который для всех решений может
быть выбран произвольно.

Рассуждая так же, как в теореме 2, получим решение задачи тропической оп-
тимизации для матрицы, регулярной по строкам, в следующем виде.

Следствие 1. Пусть A— регулярная по строкам матрица, а µ— спектраль-
ный радиус матрицы A−A. Тогда минимум в задаче (6) равен µ1/2, а все регулярные
решения определяются соотношениями

µ−1/2Ay ≤ x ≤ µ1/2(y−A−)−,

y = (µ−1A−A)∗u, u ∈ X
n.

5. Приложение к задаче аппроксимации. В работе [16] было показано,
что после перехода к тропическому полуполю Rmax,× задача одноранговой аппрок-
симации (2) положительной матрицы размерности n может быть сведена к задаче
тропической оптимизации (6) и решена при помощи применения теоремы 1. Решение
задачи одноранговой аппроксимации дано в следующей теореме.
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Теорема 3. Пусть A— положительная матрица, µ— спектральный радиус
матрицы AA−. Тогда минимальная погрешность log-чебышёвской аппроксимации
матрицы A равна logµ1/2, а все аппроксимирующие матрицы имеют вид stT , где

s = (µ−1AA−)∗v ⊕ µ−1/2A(µ−1A−A)∗w,

tT = (µ−1/2A−(µ−1AA−)∗v ⊕ (µ−1A−A)∗w)−, v,w ∈ R
n
+.

Для того чтобы применить теорему 2, сначала запишем целевую функцию за-
дачи (2) в терминах тропического полуполя Rmax,× в виде (см. также [16])

n⊕

i,j=1

(s−1
i aijt

−1
j ⊕ sia

−1
ij tj) = s−A(t−)T ⊕ tTA−s.

Тогда задача (2) принимает вид

min
s,t

s−A(t−)T ⊕ tTA−s,

где минимум берется по всем положительным векторам s и t.
Положив x = s, y = (t−)T , приходим к задаче тропической оптимизации в фор-

ме (6). Применяя теорему 2, получим следующее решение задачи аппроксимации.

Теорема 4. Пусть A— положительная матрица, µ— спектральный радиус
матрицы AA−. Тогда минимальная погрешность log-чебышёвской аппроксимации
матрицы A равна logµ1/2, а все аппроксимирующие матрицы имеют вид stT , где

s = (µ−1AA−)∗u, u ∈ R
n
+,

µ−1/2s−A ≤ tT ≤ µ1/2(A−s)−.

В силу следствия 1 решение задачи аппроксимации можно записать в другом
виде.

Следствие 2. Пусть A— положительная матрица, µ— спектральный ради-
ус матрицы A−A. Тогда минимальная погрешность log-чебышёвской аппроксима-
ции матрицы A равна logµ1/2, а все аппроксимирующие матрицы имеют вид stT ,
где

µ−1/2A(t−)T ≤ s ≤ µ1/2(tTA−)−,

tT = ((µ−1A−A)∗u)−, u ∈ R
n
+.

Проиллюстрируем применение теорем 3 и 4 на следующем примере.

Пример 1. Рассмотрим задачу аппроксимации положительной матрицы вто-
рого порядка

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
.

Используя арифметику идемпотентного полуполя Rmax,×, найдем спектральный
радиус матрицы AA−. Для этого построим матрицы

AA− =

(
1 a11a

−1
21 ⊕ a12a

−1
22

a−1
11 a21 ⊕ a−1

12 a22 1

)
,
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(AA−)2 =

(
a11a

−1
12 a

−1
21 a22 ⊕ a−1

11 a12a21a
−1
22 a11a

−1
21 ⊕ a12a

−1
22

a−1
11 a21 ⊕ a−1

12 a22 a11a
−1
12 a

−1
21 a22 ⊕ a−1

11 a12a21a
−1
22

)
.

Вычисление спектрального радиуса дает следующий результат:

µ = tr(AA−)⊕ tr1/2((AA−)2) = (a11a
−1
12 a

−1
21 a22 ⊕ a−1

11 a12a21a
−1
22 )

1/2 ≥ 1.

Рассмотрим два возможных значения µ. Предположим, что выполняется усло-
вие µ = (a−1

11 a12a21a
−1
22 )

1/2 ≥ (a11a
−1
12 a

−1
21 a22)

1/2. Тогда матрица AA− принимает вид

AA− =

(
1 a12a

−1
22

a−1
11 a21 1

)
.

Далее для применения теоремы 3 требуется найти матрицы

(µ−1AA−)∗ =

(
1 µ−1a12a

−1
22

µ−1a−1
11 a21 1

)
,

µ−1/2A−(µ−1AA−)∗ =

(
µ−1/2a−1

11 µ1/2a−1
21

µ1/2a−1
12 µ−1/2a−1

22

)
.

Кроме того, для матрицы

A−A =

(
1 a−1

11 a12
a21a

−1
22 1

)

необходимо вычислить матрицы

(µ−1A−A)∗ =

(
1 µ−1a−1

11 a12
µ−1a21a

−1
22 1

)
,

µ−1/2A(µ−1A−A)∗ =

(
µ1/2a11 µ−1/2a12
µ−1/2a21 µ1/2a22

)
.

Пусть v и w — двумерные векторы. Согласно утверждению теоремы 3, решени-
ем задачи являются все матрицы вида stT , где

s =

(
1 µ−1a12a

−1
22

µ−1a−1
11 a21 1

)
v ⊕

(
µ1/2a11 µ−1/2a12
µ−1/2a21 µ1/2a22

)
w,

tT =

((
µ−1/2a−1

11 µ1/2a−1
21

µ1/2a−1
12 µ−1/2a−1

22

)
v ⊕

(
1 µ−1a−1

11 a12
µ−1a21a

−1
22 1

)
w

)−
.

Заметим, что в каждой из полученных матриц (µ−1AA−)∗, µ−1/2A−(µ−1AA−)∗,
(µ−1A−A)∗ и µ−1/2A(µ−1A−A)∗, используемых для построения векторов s и tT ,
столбцы коллинеарны друг другу. Например, в случае матрицы (µ−1AA−)∗ умно-
жение первого столбца на µ−1a12a

−1
22 дает второй столбец.

Учитывая, что решение имеет форму линейной оболочки столбцов этих матриц,
один из столбцов может быть отброшен. Тогда для записи выражений для векторов
s и tT достаточно выбрать по одному одноименному столбцу в каждой матрице.
Возьмем, например, первый столбец и для произвольных ненулевых чисел V и W
запишем

s=

(
1

µ−1a−1
11 a21

)
V ⊕

(
µ1/2a11
µ−1/2a21

)
W, tT =

((
µ−1/2a−1

11

µ1/2a−1
12

)
V ⊕

(
1

µ−1a21a
−1
22

)
W

)−
.
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Полученные выражения можно представить в следующей форме:

s =

(
1

µ−1a−1
11 a21

)(
V ⊕ µ1/2a11W

)
, tT =

((
µ−1/2a−1

11

µ1/2a−1
12

)(
V ⊕ µ1/2a11W

))−
.

Определим новый параметр U = V ⊕ µ1/2a11W . Тогда величина U отлична от
нуля, а векторы s и tT принимают вид

s =

(
1

µ−1a−1
11 a21

)
U, tT =

(
µ1/2a11
µ−1/2a12

)T

U−1.

Записывая аппроксимирующую матрицу, приходим к единственному решению
задачи в форме матрицы

stT =

(
µ1/2a11 µ−1/2a12
µ−1/2a21 µ1/2a22

)
=

(
(a311a12a21a

−1
22 )

1/4 (a11a
3
12a

−1
21 a22)

1/4

(a11a
−1
12 a

3
21a22)

1/4 (a−1
11 a12a21a

3
22)

1/4

)
.

Можно показать, что при µ = (a11a
−1
12 a

−1
21 a22)

1/2 получается такая же матрица.
Убедимся в том, что применение теоремы 4 дает это же решение. Предположим,

что µ = (a−1
11 a12a21a

−1
22 )

1/2, а U — произвольное ненулевое число. Нетрудно прове-
рить, что тогда минимальная погрешность аппроксимации достигается на матрицах
stT , где

s =

(
1

µ−1a−1
11 a21

)
U,

(
µ1/2a11
µ−1/2a12

)T

U−1 ≤ tT ≤
(
µ1/2a11
µ−1/2a12

)T

U−1.

В силу того, что вектор tT определяется двойным неравенством однозначно,
имеем

s =

(
1

µ−1a−1
11 a21

)
U, tT =

(
µ1/2a11
µ−1/2a12

)T

U−1.

Полученные векторы совпадают с векторами s и t, найденными в результате
применения теоремы 4, что приводит к одной и той же аппроксимирующей матрице
stT .

В случае, когда µ = (a11a
−1
12 a

−1
21 a22)

1/2, имеем такой же результат.
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In the paper, an approach to the problem of rank-one approximation of positive matrices in
the Chebyshev metric in logarithmic scale is developed based on the application of methods
of tropical optimization. The theory and methods of tropical optimization constitute one
of the areas of tropical mathematics that deals with semirings and semifields with idempo-
tent addition and their applications. For many practically important problems, methods of
tropical optimization allow finding a complete solution explicitly in a closed form. In this
work, the approximation problem under consideration is reduced to multidimensional trop-
ical optimization problem, which has a known solution in the general case. A new solution
to the problem in the case when the matrix has no zero columns or rows is proposed and
represented in a more simple form. On the basis of this result, a new complete solution of
the problem of rank-one approximation of positive matrices is developed. To illustrate the
results obtained, an example of the solution of the approximation problem for an arbitrary
positive matrix of the second order is given in analytical form.

Keywords: tropical mathematics, tropical optimization, max-algebra, rank-one matrix ap-
proximation, log-Chebyshev distance.
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18. Butkovič P., Max-linear systems, in Springer Monographs in Mathematics (Springer, London,
2010). https://doi.org/10.1007/978-1-84996-299-5

19. McEneaney W.M., Max-Plus Methods for Nonlinear Control and Estimation, in Systems
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