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Логистическое семейство распределений принадлежит к числу важных семейств в
теории вероятностей и математической статистике. Тем не менее, для проверки слож-
ной гипотезы о принадлежности выборки логистическому семейству с неизвестным
сдвигом против альтернатив общего вида критерии согласия почти не изучены. Раз-
рабатываются два новых критерия согласия, интегральный критерий и критерий типа
Колмогорова, основанные на недавней характеризации логистического семейства, при-
надлежащей Ху и Лину. Обсуждаются асимптотические свойства построенных кри-
териев и вычисляется их бахадуровская асимптотическая эффективность для ряда
естественных альтернатив.

Ключевые слова: характеризация распределений, логистическое распределение,
асимптотическая эффективность, большие уклонения, информация Кульбака — Лей-
блера.

1. Введение. Настоящая работа посвящена критериям согласия для логисти-
ческого семейства распределений. В дальнейшем под стандартной логистической
функцией распределения (ф. р.) L и ее плотностью l мы будем понимать

L(x) = ex/(ex + 1) и l(x) = ex/(ex + 1)2, x ∈ R. (1)

Несмотря на важность и популярность логистических семейств распределения
(см., например, справочник [1], посвященный исключительно логистическому се-
мейству), критерии согласия для него мало изучены. Примером очень редких пуб-
ликаций на эту тему может служить статья Стивенса [2], в которой применяется
известный подход Дурбина, основанный на сходимости эмпирических процессов с
оцениваемыми параметрами.

В последние годы растущую популярность приобретает проверка гипотез согла-
сия, основанная на характеризации распределений, см. обзорную статью [3]. В ней
описано множество критериев экспоненциальности, нормальности и равномерности,
основанных на характеризациях этих семейств распределений, причем многие из них
удобны для использования на практике и имеют высокую асимптотическую эффек-
тивность. Причина этого, возможно, в скрытых свойствах распределений, выражен-
ных именно в характеризационных терминах. Однако никаких критериев согласия
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для проверки сложной гипотезы о логистичности семейства распределений, осно-
ванных на характеризациях, до настоящего времени не было известно. В недавних
тезисах [4] обсуждается лишь простая гипотеза о стандартной логистичности.

Целью данной работы является построение и асимптотический анализ двух кри-
териев согласия для логистического семейства со сдвигом, основанных на недавно
полученной характеризации Ху и Лина [5], описываемой ниже. Первый — критерий
интегрального типа, второй является вариантом критерия Колмогорова.

Известные характеризации логистического закона довольно немногочисленны.
Представление о них дают статьи [6] и [7]. В недавней публикации тайваньских
математиков Ху и Лина [5, теор. 4] приведена новая характеризация логистического
распределения, простейшим частным случаем которой (при n = 2 и k = 1) является
следующее утверждение, использующее «случайные экспоненциальные сдвиги».

Теорема 1. Пусть X и Y — независимые одинаково распределенные случайные
величины с непрерывной ф. р. F , а Z — независимая от X и Y случайная величина
со стандартным экспоненциальным распределением. Тогда X и min(X,Y ) +Z оди-
наково распределены тогда и только тогда, когда F является ф. р. логистического
семейства cо сдвигом с плотностью l(x+ θ), θ ∈ R, где плотность l указана в (1).

Следует отметить, что этому результату предшествовала работа [8], в которой
была получена характеризация стандартного логистического распределения, т. е.
при θ = 0, причем при дополнительных условиях на F .

Теорему 1 мы и положим в основу построения критериев для проверки сложной
гипотезы о принадлежности семейству логистических распределений со сдвигом.

2. Построение статистик. Пусть X1, . . . , Xn — независимые одинаково рас-
пределенные наблюдения с ф. р. F . Используя теорему 1, будем проверять сложную
гипотезу согласия H0, согласно которой F есть ф. р. логистического закона (1) про-
тив альтернативы H1, состоящей в том, что гипотеза H0 не выполняется.

Обозначим через Fn(t) обычную эмпирическую ф. р., а именно

Fn(t) = n−1
n∑

i=1

I{Xi < t}, t ∈ R.

Теперь рассмотрим U -эмпирическую ф. р. [9]

Un(t) =
(
C2

n

)−1 ∑

1≤i<j≤n

I {min(Xi, Xj) < t} , t ∈ R,

а также еще одну U -эмпирическую ф. р., отвечающую сдвигу на экспоненциальную
величину:

Un(t) =

∞∫

0

Un(t− s)e−sds =
(
C2

n

)−1 ∑

1≤i<j≤n

∞∫

0

I {min(Xi, Xj) < t− s} e−sds =

=
(
C2

n

)−1 ∑

1≤i<j≤n

(
1− e(min(Xi,Xj)−t)

)
I {min(Xi, Xj) < t} .

Введем две статистики: интегральную статистику

LUn =

∞∫

−∞

(Fn(t)− Un(t)) dFn(t) (2)
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и статистику типа Колмогорова

KUn = sup
t

|Fn(t)− Un(t)|, (3)

которые могут служить для проверки H0 против H1. По теореме Гливенко — Кан-
телли для U -эмпирических функций [9] выражение Fn(t) − Un(t) ввиду рассматри-
ваемой характеризации стремится п. н. к нулю равномерно по t, поэтому статистики
LUn и KUn при основной гипотезе должны быть малы. Этот факт и используется
для проверки гипотезы H0.

3. Эффективность по Бахадуру. Одна из целей данной работы — асимпто-
тическое сравнение построенных статистик на основе понятия бахадуровской эф-
фективности, которая представляется наиболее удобным средством для сравнения
статистик, не являющихся асимптотически нормальными. Поэтому ниже мы сжато
изложим основные факты теории Бахадура [10, 11]. Мерой асимптотической эф-
фективности последовательности статистик {Tn} в этой теории является точный
наклон cT (θ), описывающий скорость экспоненциального убывания достигаемого
уровня последовательности статистик при альтернативе. Сформулируем фундамен-
тальную теорему Бахадура [10, 12]. Будем считать, что распределение наблюдений
Pθ определяется параметром из параметрического множества Θ, причем нулевая
гипотеза H0 состоит в том, что θ ∈ Θ0 ⊂ Θ, а альтернатива H1 состоит в том, что
θ ∈ Θ1 = Θ \Θ0.

Теорема 2. Пусть последовательность статистик {Tn} удовлетворяет сле-
дующим условиям:

1) Tn → b(θ) по Pθ-вероятности, θ ∈ Θ1, где −∞ < b(θ) <∞, и

2) lim
n→∞

n−1 lnPθ(Tn ≥ a) = −k(a) для любого θ ∈ Θ0 и любых a из некоторого

открытого интервала I, где функция k непрерывна на I, причем {b(θ), θ ∈
Θ1} ⊂ I.

Тогда при всех θ ∈ Θ1 точный наклон cT (θ) существует и вычисляется по формуле

cT (θ) = 2k(b(θ)).

Теперь определим расстояние Кульбака — Лейблера K(θ) [10, 12] между аль-
тернативой и нулевой гипотезой H0. Так как в нашем случае гипотеза H0 сложная,
то для альтернативной плотности f(x, θ) величина K(θ) определяется следующим
образом:

K(θ) = inf
v∈R

∞∫

−∞

ln
f(x, θ)

l(x+ v)
f(x, θ)dx. (4)

Верхняя граница для точного наклона дается, как известно [10, 12], величиной
2K(θ). Поэтому естественно определить локальную бахадуровскую эффективность
последовательности {Tn}, как это обычно принято, формулой

effT = lim
θ→0

cT (θ)

2K(θ)
. (5)

4. Вычисление информации Кульбака — Лейблера. Сначала опишем аль-
тернативы fi(x, θ), x ∈ R, i = 1, 2, 3, которые мы будем рассматривать в этой работе:
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1) альтернатива масштаба c плотностью

f1(x, θ) =
eθ+xeθ

(1 + exeθ )2
, θ > 0;

2) альтернатива гиперболического косинуса с плотностью

f2(x, θ) =
1

4 ch2+θ(x2 )
=

2θe
(2+θ)x

2

(1 + ex)2+θ
, θ > 0;

3) синус-альтернатива в духе работы [13] с функцией распределения при малых θ

F3(x, θ) = L(x)− θ sin(2πL(x))

и плотностью
f3(x, θ) = l(x)− 2πθ cos(2πL(x))l(x).

Все эти альтернативы при θ = 0 переходят в логистическое распределение.
Для рассматриваемых альтернатив несложно показать, что инфимум в фор-

муле (4) достигается при v = 0. Тогда при естественных условиях регулярности
[10, § 4], выполняющихся для рассматриваемых семейств плотностей, справедливо
следующее соотношение [10]:

K(θ) ∼ I(0) · θ2
2

при θ → 0,

где I(0)— информация Фишера в нуле для альтернативной плотности f(x, θ), кото-
рая равна

I(0) =

∞∫

−∞

|f ′
θ(x, 0)|2
f(x, 0)

dx.

Поэтому формула для локальной бахадуровской эффективности в (5) преобразуется
следующим образом:

effT = lim
θ→0

cT (θ)

I(0)θ2
. (6)

Теперь найдем поведение Kj(θ), j = 1, 2, 3, для наших трех альтернатив при
θ → 0. Используя таблицы интегралов или численное интегрирование, получаем

K1(θ) ∼
θ2

2

∞∫

−∞

ex(ex + x+ 1− xex)2

(1 + ex)4
dx = 0.7150 . . . · θ2,

K2(θ) ∼
θ2

2

∞∫

−∞

ex(x+ 2 ln(2)− 2 ln(ex + 1))2

4(ex + 1)2
dx = 0.1358 . . . · θ2,

K3(θ) ∼
θ2

2

∞∫

−∞

4π2ex cos2(2π ex

1+ex )

(1 + ex)2
dx = π2 θ2 = 9.8696 . . . · θ2.
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5. Интегральная статистика и ее свойства. Вернемся к изучению инте-
гральной статистики, определенной в (2). Рассмотрим вспомогательную функцию

g(x, y, z) =
(
1− e(min(x,y)−z)

)
I {min(x, y) < z} , x, y, z ∈ R.

Cтатистика LUn асимптотически эквивалентна U -статистике степени 3 с центриро-
ванным ядром

Φ(x, y, z) =
1

2
− 1

3
(g(x, y; z) + g(y, z;x) + g(x, z; y)) . (7)

Найдем проекцию этого ядра:

Ψ(t) = E (Φ(X,Y, Z)|Z = t) = E

(
1

2
− 1

3
g(X,Y ; t)− 2

3
g(X, t;Y )

)
=

= −2

3

(
Li2(−et) + t ln(et + 1)− 1

2
ln2(et + 1) +

7et + 1

4(et + 1)

)
, (8)

где дилогарифм Эйлера Li2 определяется формулой Li2(z) = −
∫ z

0
ln(1−t)

t dt, z ∈ C.
Теперь вычислим дисперсию проекции. C помощью численного интегрирования

получаем

∆2 = EΨ2(X) =

=
4

9

∞∫

−∞

(
Li2(−ex) + x ln(ex + 1)− 1

2
ln2(ex + 1) +

7ex + 1

4(ex + 1)

)2
ex

(1 + ex)2
dx =

=
4

9
· 0.00439 . . . ≈ 0.00195.

Таким образом, ядро Φ невырождено, а тогда по теореме Хёффдинга [9] при
n→ ∞ имеем √

nLUn
d−→ N

(
0, 9∆2

)
.

Так как ядро Φ не только невырождено и центрировано, но и ограничено, то мы
можем воспользоваться результатами о больших уклонениях U -статистик из рабо-
ты [15].

Теорема 2. При t > 0

lim
n→∞

n−1 lnP(LUn > t) = h(t),

где h— некоторая непрерывная функция такая, что h(t) ∼ − t2

18∆2 при t→ 0.
Теперь мы можем вычислить локальный бахадуровский наклон нашей последо-

вательности статистик, опираясь на теоремы 1 и 2. Ясно, что

cLU (θ) ∼
b2LU (θ)

9∆2
при θ → 0.

Для широкого класса невырожденных U -статистик асимптотика bLU (θ) при θ → 0
уже вычислена в [16]. Сформулированные там условия регулярности ND выполнены
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для рассматриваемых альтернатив, поэтому можно написать соотношение

bLU(θ) ∼ 3

∞∫

−∞

Ψ(x)f ′
θ(x, 0)dx · θ, θ → 0, (9)

где f(x, θ)— альтернативная плотность. Пользуясь этой формулой, получим следу-
ющее выражение для локального бахадуровского наклона:

cLU (θ) ∼ ∆−2




∞∫

−∞

Ψ(x)f ′
θ(x, 0)dx




2

θ2, θ → 0. (10)

Переходим к вычислению локальных эффективностей для трех указанных вы-
ше альтернатив.

5.1. Альтернатива масштаба. Используя формулы (9) и (10), получим
следующее соотношение для локального бахадуровского наклона:

cLU (θ; f1) ∼ 1.1970 . . . · θ2.

Следовательно, по формуле (6) локальная бахадуровская эффективность равна

effLU(f1) = lim
θ→0

c1,LU (θ)

2K1(θ)
=

1.1970 . . .

1.4299 . . .
≈ 0.837.

5.2. Альтернатива гиперболического косинуса. Вычислим локальный
бахадуровский наклон, используя формулы (9) и (10):

cLU (θ, f2) ∼ 0.1371 . . . · θ2.

Следовательно, по формуле (6) локальная бахадуровская эффективность равна

effLU(f2) = lim
θ→0

c2,LU (θ)

2K2(θ)
≈ 0.1371 . . .

0.2716 . . .
≈ 0.505.

5.3. Синус-альтернатива. По формулам (9) и (10) получим следующее со-
отношение для локального бахадуровского наклона:

cLU (θ, f3) ∼ 14.978 . . . · θ2.

Следовательно, по формуле (6) локальная бахадуровская эффективность равна

effLU(f3) = lim
θ→0

c3,LU (θ)

2K3(θ)
=

14.978 . . .

19.739 . . .
≈ 0.759.

Таблица локальных бахадуровских эффективностей для интегрального критерия
будет приведена ниже вместе с эффективностями для критерия Колмогорова.

6. Статистика типа Колмогорова. Рассмотрим теперь критерий типа Кол-
могорова, основанный на статистике KUn из формулы (3). Предельное распреде-
ление статистики (3) неизвестно, и для нахождения критических значений следует
рассчитывать на результаты моделирования.
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Эту статистику можно рассматривать как супремум по t семейства модулей
U -статистик с ядрами

Φ1(X,Y ; t) =
(
1− e(min(X,Y )−t))I{min(X,Y ) < t}−

− 1

2
(I{X < t}+ I{Y < t}) , t ∈ R. (11)

Эти ядра ограничены и в силу рассматриваемой характеризации центрированы.
Чтобы применить результат о больших уклонениях для таких U -статистик, вычис-
лим проекцию ядра. После обширных вычислений получаем

Ψ1(s, t) = E (Φ1(X,Y ; t)|Y = s) =

= E

{
(1− emin(X,s)−t)I{min(X, s) < t}

}
− 1

2
(P(X < t) + I{s < t}) =

=
emin(s,t)(1 + e−t)

1 + emin(s,t)
− e−t ln(emin(s,t) + 1) +

I{s < t}(1− es(1 + 2e−t))

2(1 + es)
− et

2(1 + et)
.

Теперь найдем функцию дисперсии ∆2
1(t) := EXΨ2

1(X, t) рассматриваемого семей-
ства ядер как функцию от t. После громоздких вычислений, которые мы опускаем,
получаем, что

∆2
1(t) =

e3t + 8e2t + 8et − 4(et + 1)(et + 2) ln(et + 1)

4e2t(et + 1)2
, t ∈ R.

Теперь остается вычислить ее супремум. Для удобства обозначим et за новую пере-
менную y, и вычислим супремум следующей функции при y > 0:

m(y) =
y3 + 8y2 + 8y − 4(y + 1)(y + 2) ln(y + 1)

4y2(y + 1)2
.

С помощью Wolfram Mathematica находим, что супремум этой функции достигается
при y = 1.3846 . . ., и равен 0.02322 . . . Для исходной функции супремум останется
тем же, и достигается он в точке t = ln y = 0.3255 . . .

Итак,
∆2

1 = sup
t∈R

∆2
1(t) = 0.02322 . . .

Поскольку семейство ядер центрировано и ограничено, мы можем применить при
справедливости H0 теорему о больших уклонениях для U -эмпирических статистик
Колмогорова [17], что приводит к следующему соотношению.

Теорема 3. При z > 0

lim
n→∞

n−1 lnP {KUn > z} = w(z),

где w— некоторая непрерывная функция на R+, для которой w(z) ∼ − z2

8∆2
1
, z → 0.

Опираясь на теорему 3, аналогично формуле (10), можно получить следующее
выражение для локального бахадуровского наклона статистики типа Колмогоро-
ва [14]:

cKU (θ) = ∆−2
1 sup

t∈R




∞∫

−∞

Ψ1(x; t)f
′
θ(x, 0)dx




2

· θ2. (12)
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Вычислим теперь для этой статистики эффективности для рассматриваемых
альтернатив.

6.1. Альтернатива масштаба. Используя формулу (12), получим следу-
ющее соотношение для локального бахадуровского наклона:

cKU,1(θ) = ∆−2
1 sup

t∈R

(
1

1 + et
− ln(et + 1)

et

)2

θ2.

При помощи Wolfram Mathematica находим, что супремум достигается в точке t =
0.7713 . . . и равен 0.01170 . . . Таким образом, бахадуровский наклон удовлетворяет
соотношению

cKU,1(θ) ∼ 0.5033 . . . · θ2, θ → 0,

и, подставляя в формулу (6), получаем, что локальная бахадуровская эффектив-
ность равна

effKU,1 = lim
θ→0

cKU,1(θ)

2K1(θ) · θ2
=

0.5033 . . .

1.4299 . . .
≈ 0.352.

Получившаяся эффективность существенно меньше эффективности интегральной
статистики для той же альтернативы, что типично для статистик Колмогорова [12].

6.2. Альтернатива гиперболического косинуса. При вычислении локаль-
ного бахадуровского наклона используем формулу (12):

cKU,f2 =

= sup
t>0

(
(2Li2(−t)−ln2(t+1))(1+t)+2t(2−lnt−t ln t)+ln(t+1)(t+t2+2t ln t−2)

4∆1t(t+1)

)2

θ2.

При помощи Wolfram Mathematica получаем, что супремум достигается в точке t ≈
2.2933 . . . и равен 0.00118 . . . Следовательно, бахадуровский наклон равен

cKU,f2 ∼ 0.0509 . . . · θ2,

и, подставляя в формулу (6), получаем, что локальная бахадуровская эффектив-
ность равна

effKU,f2 = lim
θ→0

cKU,f2(θ)

2K2(θ) · θ2
=

0.0509 . . .

0.2716 . . .
≈ 0.1874.

6.3. Синус-альтернатива. По формуле (12) получим следующее соотноше-
ние для локального бахадуровского наклона:

cKU,f3 = ∆−2
1 sup

z∈[0,1]

z−1 ((1− z)(Si(2π(1− z))− Si(2π)))
2
θ2,

где Si(x) =
x∫
0

sin(t)
t dt. При помощи Wolfram Mathematica получаем, что супремум

достигается в точке z ∼ 0.324 . . . и равен примерно 0.3669 . . . , так что бахадуровский
наклон равен

cKU,f3(θ) ∼ 15.801 . . . · θ2.
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Мы получаем, что по формуле (6) локальная бахадуровская эффективность равна

effKU,f3 = lim
θ→0

cKU,f3(θ)

2K3(θ)
=

15.801 . . .

19.739 . . .
≈ 0.800.

В этом случае эффективность больше, чем в случае интегральной статистики, что
происходит довольно редко.

7. Условия локальной асимптотической оптимальности. В этом разделе
мы выясним условия локальной асимптотической оптимальности по Бахадуру для
последовательностей статистик LUn и KUn, то есть опишем структуру альтерна-
тив, при которых статистика имеет максимальную локальную эффективность. Это
выполняется при следующем условии [12, 16]:

cT (θ) ∼ 2K(θ) при θ → 0.

Пусть f(x, θ) — альтернативная плотность в точке θ. Предположим, что выполнены
следующие условия регулярности:

d

dθ

∞∫

−∞

xf(x, θ)dx =

∞∫

−∞

xf ′
θ(x, θ)dx при всех θ, (13)

∞∫

−∞

(f ′
θ(x, 0))

2e−x(1 + ex)2dx <∞. (14)

Выведем условия оптимальности для плотностей, удовлетворяющих условиям
(13) и (14).

7.1. Интегральная статистика. Сначала рассмотрим интегральную ста-
тистику LUn c ядром Φ(x, y, z) из (7) и проекцией Ψ(t) из (8). Воспользуемся асимп-
тотикой для bLU (θ) из (9) и выпишем выражение для локальной бахадуровской
эффективности:

effLU =

(
∞∫

−∞
Ψ(x)f ′

θ(x, 0)dx

)2

∆2I(0)
=

(
∞∫

−∞
Ψ(x)f ′

θ(x, 0)dx

)2

(
∞∫

−∞
Ψ2(x)l(x)dx

)(
∞∫

−∞

(f ′

θ
(x,0))2

l(x) dx

) .

Локальная асимптотическая оптимальность по Бахадуру статистики LUn озна-
чает, что выражение в правой части равно 1. Из неравенства Коши — Буняковско-
го — Шварца следует, что это выполняется тогда и только тогда, когда f ′

θ(x, 0) =
C1Ψ(x)l(x), для некоторой константы C1 > 0. Распределения, для которых функция
f ′
θ(x, 0) имеет такой вид, образуют область локальной асимптотической оптималь-

ности (ЛАО), в классе функций удовлетворяющих условиям (13), (14).
Простейшим примером альтернативной плотности из этого класса может слу-

жить «подправленная» логистическая плотность

f(x, θ) = l(x) (1− θΨ(x)) (при малых θ).
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7.2. Статистика типа Колмогорова. Теперь мы рассмотрим статисти-
ку типа Колмогорова с семейством ядер Φ1(x, y; t) из (11) и проекцией Ψ1(X, t) из
§ 6. С помощью формулы (12) для бахадуровского наклона получаем следующее
выражение для локальной бахадуровской эффективности (ср. с [14]):

effKU =

sup
t∈R

(
∞∫

−∞
Ψ1(x; t)f

′
θ(x, 0)dx

)2

∆2
1I(0)

=

sup
t∈R

(
∞∫

−∞
Ψ1(x; t)f

′
θ(x, 0)dx

)2

sup
t∈R

(
∞∫

−∞
Ψ2

1(x; t)l(x)dx ·
∞∫

−∞

(f ′

θ
(x,0))2

l(x) dx

) .

Мы снова применим неравенство Коши — Буняковского — Шварца ко всей дроби и
получим, что effKU равно 1 тогда и только тогда, когда f ′

θ(x, 0) = C2Ψ1(x; t0)l(x)
для t0 = arg sup

t∈R

∆2
1(t) и некоторой константы C2 > 0. Альтернативные плотности

такого вида образуют область ЛАО в рассматриваемом классе.
Простейшим примером может служить плотность

f(x, θ) = l(x) (1 + θΨ1(x, t0)) (при малых θ).

8. Заключение. Мы построили два новых критерия согласия для логисти-
ческого семейства со сдвигом, основанные на характеризации, использующей слу-
чайные экспоненциальные сдвиги. Для соответствующих статистик найдена лога-
рифмическая асимптотика вероятностей больших уклонений при нулевой гипотезе
и вычислена локальная бахадуровскую эффективность для ряда подходящих аль-
тернатив.

Для сравнения локальных бахадуровских эффективностей построенных крите-
риев соберем их в таблицу.

Локальные бахадуровские эффективности для LUn и DUn

Альтернатива LUn DUn

f1 0.837 0.353
f2 0.505 0.187
f3 0.759 0.800

В большинстве случаев интегральный критерий превосходит по локальной ба-
хадуровской эффективности критерий типа Колмогорова, кроме случая f3, где оба
критерия показывают довольно высокие значения эффективности. Стоит отметить,
что интегральный критерий дает высокую эффективность для альтернативы мас-
штаба f1, в то время, как колмогоровский критерий значительно уступает ему в
этом случае. Выше для каждого из критериев были построены специальные аль-
тернативы, при которых данный критерий оказывается локально оптимальным в
бахадуровском смысле.
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The logistic family of distributions belongs to the class of important families in Proba-
bility and Statistics. However, the goodness-of-fit tests for the composite hypothesis of
belonging to the logistic family with unknown location parameter against the general al-
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Lin. We discuss asymptotic properties of new tests and calculate their Bahadur efficiency
for natural alternatives.
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