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1. Bведение. В работе изучается регулярность обобщенных решений задачи
с заданной косой производной для квазилинейных параболических систем с недиа-
гональной главной матрицей. Данная работа обобщает результаты работы авторов
[1], полученные для такого класса систем при краевом условии Неймана.

Пусть функция u = u(x, t), u = (u1, . . . , uN ), N > 1, — решение задачи

ut − div(a(z, u)∇u) = g(z), z = (x, t) ∈ Q+
1 = B+

1 × (−1, 0);

∂u(z′)
∂l

:=
∂u(z′)
∂na

+

n−1∑
τ=1

dCτ (z′, u(z′))
d xτ

= ψ(z′), z′ = (x′, 0, t) ∈ Γ1 = γ1 × (−1, 0).

(1)

Здесь B+
1 — полушар в пространстве Rn, n ≥ 2, γ1 = B1 ∩ {xn = 0}, ut = ∂u

∂t ,

∇u =
{

∂u
∂xk

}
, k ≤ n, n(x′) = (0, . . . ,−1)— единичная нормаль в точках x′ ∈ γ1,

внешняя к B+
1 .

Недиагональная матрица a(z, u) = {aαβkl (z, u)}, 1 ≤ α, β ≤ n, 1 ≤ k, l ≤ N, удо-
влетворяет условиям Каратеодори и условию равномерной эллиптичности на мно-
жестве Q+

1 × RN , эллиптический оператор в (1) определен равенством

div(a(z, u)∇u) =
{ ∑
α,β≤n, l≤N

(aαβkl (z, u)u
l
xβ
)xα

}
k≤N

,

и вектор конормальной производной имеет вид

∂u(z′)
∂na

= −
{ ∑
β≤n, l≤N

anβkl (z
′, u)ulxβ

}
k≤N

, z′ ∈ Γ1.

При τ = 1, . . . , n− 1 определены вектор-функции Cτ (z′, u) = {Cτ
k (z

′u)}k≤N .
Далее мы всегда предполагаем, что τ ≤ n − 1, и xτ определяет касательное

направление.
Данная работа посвящена описанию оптимальных предположений относитель-

но гладкости матриц a, Cτ и функций g, ψ по переменным x и t, при которых можно
показать непрерывность по Гельдеру обобщенного решения задачи (1) на множестве
полной меры в окрестности поверхности Γ1 и оценить хаусдорфову размерность до-
пустимого замкнутого сингулярного множества решения. Как следствие, для ли-
нейной задачи с косой производной получаем гладкость решения на всем множестве
Q+

1 ∪ Γ1, т. е. для линейной задачи сингулярное множество исключается.
Первые результаты о частичной регулярности обобщенных решений простей-

ших квазилинейных параболических систем с недиагональной главной матрицей
получены в [2]. Для параболических систем более общего вида (класса систем с кон-
тролируемыми нелинейностями) частичная гладкость решений задачи с нелинейным
краевым условием типа Неймана изучалась в работе [3] (в условии (1) ψ = ψ(z′, u)
и Cτ = 0). Регулярность обобщенных решений задачи с косой производной для
эллиптических систем уравнений изучалась в работах [4, 5]. В [4] рассмотрены ква-
зилинейные системы при краевом условии (1), а в [5] частичная регулярность обоб-
щенных решений доказана для класса нелинейных эллиптических систем при более
общем краевом условии.

Как показывают контрпримеры, построенные для размерностей n ≥ 3, обобщен-
ные решения квазилинейных параболических систем могут иметь сингулярности

4 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2019. Т. 6 (64). Вып. 1



внутри параболического цилиндра даже при гладкой матрице системы и гладких
граничных данных [6]. Пример, показывающий, что сингулярности могут накап-
ливаться к границе области, построен для эллиптической квазилинейной системы,
удовлетворяющей условию Дирихле [7]. Таким образом, можно ожидать лишь ча-
стичную регулярность обобщенных решений квазилинейных параболических систем
в окрестности границы области.

В то же время показано, что для широкого класса нелинейных скалярных па-
раболических уравнений и линейных систем уравнений имеет место непрерывность
по Гельдеру обобщенных решений в ситуации, когда главная матрица системы не
обладает какой-либо гладкостью по временной переменной. Были рассмотрены кра-
евые задачи Дирихле и Неймана (см. [8–10] и ссылки в них). Метод исследования,
примененный в этих работах, не распространяется на случай квазилинейных систем,
когда априори известно, что решение может иметь сингулярности.

В работе Ф. Дюзар, Дж.Минджионе [11] был предложен новый метод «А-
калорической» аппроксимации, с помощью которого авторы получили новые ре-
зультаты о частичной регулярности решений для широкого класса параболических
систем. Позднее этот метод был применен для изучения гладкости решений в окрест-
ности границы при краевом условии Дирихле [12, 13]. (О применении этого метода
для широкого класса систем см. работу [14] и ссылки в ней.) В рамках этого метода
исследуемое решение аппроксимируется локально в L2-норме решением простейшей
параболической системы с постоянной матрицей A.

В работе А. Архиповой, О. Джон, Дж. Стара [15] была предложена модифи-
кация этого метода к методу «A(t)-калорической» аппроксимации. Это означает,
что исследуемое решение системы аппроксимируется локально в L2-норме решени-
ем простой линейной системы с матрицей A(t), элементы которой— ограниченные
измеримые на временном интервале функции. Это позволило при доказательстве ча-
стичной регулярности квазилинейных систем отказаться от требования какой-либо
гладкости главной матрицы по переменной t. Метод A(t)-калорической аппрокси-
мации в дальнейшем применялся этими авторами для ослабления предположений
о гладкости матриц системы при доказательстве частичной регулярности вблизи
границы при условии Дирихле [16], при рассмотрении квазилинейных систем неди-
вергентного вида [17] и систем высокого порядка [18]. Кроме того, он был эффек-
тивно использован при изучении гладкости обобщенного решения задачи Вентцеля
для параболических линейных и квазилинейных систем с недиагональными глав-
ными матрицами [19, 20]. Получение каждого нового результата основывалось на
применении главной A(t)-калорической леммы в соответствующей задаче форме.

В работе авторов [1] при ослаблении известных требований гладкости относи-
тельно главной матрицы системы a(z, u) была доказана частичная гладкость обоб-
щенных решений задачи Неймана для квазилинейных параболических систем.

В данной работе мы рассматриваем более общее краевое условие и модифициру-
ем метод A(t)-калорической аппроксимации для изучения задачи с заданной косой
производной. Мы оцениваем хаусдорфову размерность сингулярного множества ре-
шения в окрестности границы при условиях интегральной непрерывности главной
матрицы a(z, u) и матриц M τ (z, u) = (Cτ (z, u))u по пространственным переменным
x. Мы не предполагаем какой-либо гладкости матрицы a, а также функций Cτ и
их производных по x и u, по временной переменной t. Оптимальность требований
относительно функций g и ψ в шкале пространств Морри подтверждается известны-
ми результатами для линейных задач. Можно допустить некоторый рост функций
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g, ψ, Cτ по аргументу u, |u| → ∞ (как это сделано в работе [3] для задачи Неймана),
но мы не делаем этого, чтобы не усложнять доказательства. Как частный случай,
мы показываем непрерывность по Гельдеру обобщенного решения соответствующей
линейной задачи на всем множестве Q+

1 ∪ Γ1.
В § 2 мы приводим принятые обозначения и требования на данные задачи,

а также формулируем основные результаты работы— теорему 2.1 о частичной ре-
гулярности решений квазилинейных систем и теорему 2.2 о непрерывности по Гель-
деру на множестве Q+

1 ∪ Γ1 решений линейной задачи. В § 3 приведены вспо-
могательные утверждения для линейной задачи с косой производной, в которой
Cτ (z, u) =M τ (z)u и не требуется какой-либо гладкости матриц a(z) и M τ (z). В § 4
обсуждаем свойства A(t)-калорических функций, удовлетворяющих краевому усло-
вию вида (1) и доказываем основную лемму (лемма 4.2). В последнем § 5 мы дока-
зываем теоремы 2.1 и 2.2.

2. Обозначения и формулировка основного результата. В работе при-
няты следующие обозначения:
Rn — n-мерное евклидово пространство с точками x = (x1, . . . , xn) = (x′, xn);
u = (u1, . . . , uN), ∇u = {ukxi

}k≤N
i≤n , |∇u|2 =

∑
i≤n,k≤N (ukxi

)2;
BR(x

0) = {x ∈ Rn : |x− x0| < R}, ΛR(t
0) = (t0 −R2, t0);

QR(z
0) = BR(x

0)×ΛR(t
0), Q′

R(z
0) = QR(z

0)∩{xn > 0}, ΩR(x
0) = BR(x

0)∩{xn > 0};
γR(x

0) = BR(x
0) ∩ {xn = 0}, ΓR(z

0) = QR(z
0) ∩ {xn = 0};

B+
R(x

0) = BR(x
0) ∩ {xn > 0}, если x0 ∈ γ1(0);

Q+
R(z

0) = QR(z
0) ∩ {xn > 0}, если z0 ∈ Γ1(0);

∂pQ
+
R(0) = ∂Q+

R(0) \ (B+
R(0) × {t = t0}); |QR|n+1 = ωnR

n+2, ωn = |B1|n.
Мы пишем B+

R , если x
0 = 0, QR, Q+

R, ΓR, если z0 = 0.
В интегральных тождествах

g · φ =

N∑
k=1

gk φk, a∇u · ∇φ =
∑

α,β≤n, k,l≤N

aαβkl u
l
xβ
φkxα

.

Через ‖u‖p,Ω обозначаем норму в пространстве Lp(Ω), где Ω— ограниченная область
в Rn; W k

2 (Ω), k ≥ 1,—пространства Соболева;

vr,z0 = −
∫

Q′
r(z

0)

v(z) dz =
1

|Q′
r|
∫

Q′
r(z

0)

v(z) dz.

Пространство V2(Q′
r(z

0)) = C(Λr(t
0)); W 1

2 (Ωr(x
0)) состоит из функций с конеч-

ной нормой

‖v‖V2(Q′
r(z

0)) = sup
Λr(t0)

‖v(·, t)‖2,Ωr(x0) + ‖∇ v‖2,Q′
r(z

0).

Параболическое расстояние δ в Rn+1 определяется следующим образом:

δ(z1, z2) = max{|x1 − x2|, |t1 − t2|1/2} ∀zi = (xi, ti) ∈ Rn+1, i = 1, 2.
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Для произвольной ограниченной области Ω ⊂ Rn и интервала Λ ⊂ R1 в цилин-
дре Q = Ω×Λ определяем пространство Морри L2,λ(Q; δ), λ ∈ (0, n+2], в метрике δ:

L2,λ(Q; δ) =
{
u ∈ L2(Q) : ‖u‖L2,λ(Q) =

(
sup

z0∈Q, 0<ρ≤d

1

ρλ

∫
Q′

ρ(z
0)

|u(z)|2 dz
) 1

2

< ∞
}
,

где d = max{diamΩ, |Λ|}.
Пространство Кампанато L2,λ(Q; δ) с показателем λ ∈ (0, n + 4] в метрике δ —

это пространство функций из L2(Q) с конечной нормой

lul2,λ,Q = ‖u‖2,Q + [u]2,λ,Q,

где полунорма определяется следующим образом:

[u]2,λ,Q =

(
sup

z0∈Q, 0<ρ≤d

1

ρλ

∫
Qρ(z0)

|u(z)− (u)z0,ρ|2 dz
) 1

2

, d = max{diamΩ, |Λ|}.

Для краткости пространства вектор-функций B(Q;RN ) мы обозначаем B(Q).
Различные, зависящие от параметров задачи постоянные будем обозначать как c
или ci.

Сформулируем условия на данные задачи, при которых будет доказан основной
результат работы— теорема 2.1.

(H1) Существуют положительные постоянные ν ≤ μ такие, что

(a(z, η) ξ · ξ) =
∑

α,β≤n;k,l≤N

aαβkl (z, η)ξ
l
βξ

k
α ≥ ν |ξ|2, (2)

|a(z, η)| ≤ μ ∀η ∈ RN , ξ ∈ RnN , п. в. z ∈ Q+
1 .

(H2) Элементы матрицы a(z, η) равномерно непрерывны по η ∈ RN при почти всех
z ∈ Q+

1 , точнее, существует неубывающая ограниченная выпуклая вверх функция
ω(s), s ∈ [0,∞), такая, что ω(s) → 0 при s → 0, и

ess sup
z∈Q+

1

|a(z, η)− a(z, ζ)| ≤ ω(|η − ζ|2) ∀η, ζ ∈ RN .

(H3) При r ≥ 0 определена ограниченная функция

qa(r) = sup
ρ≤r, η∈RN

sup
z0∈Q+

1

−
∫

Λρ(t0)

(
−
∫

Ωρ(x0)

|a(x, t, η) − aρ,x0(t, η)|2 dx
)
dt,

где

aρ,x0(t, η) = −
∫

Ωρ(x0)

a(x, t, η) dx, qa(r) → 0, r → 0.

(H4) При всех τ ≤ n− 1 функции Cτ (z, η) удовлетворяют условию Каратеодори на
множестве Q+

1 × RN , дифференцируемы по x и η, и существует постоянная μ1 > 0
такая, что при почти всех z ∈ Q+

1 и любых η ∈ RN

|Cτ (z, η)| + |∇xC
τ (z, η)| ≤ μ1 (|η| + 1), |M τ (z, η)| ≤ μ1,

где матрицы M τ = {M τ
kl}, M τ

kl = (Cτ
k )ηl , k, l ≤ N .
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(H5) Мы предполагаем симметричность матриц M τ для всех τ ≤ n− 1:

M τ
ms(z, η) =M τ

sm(z, η), 1 ≤ s,m ≤ N, η ∈ RN , п. в. z ∈ Q+
1 . (3)

(H6) Для функции ω(s), определенной в условии (H2), справедлива также оценка

ess sup
Q+

1

|M τ (z, η) −M τ (z, ζ)| ≤ ω(|η − ζ|2) ∀η, ζ ∈ RN , ∀τ ≤ n− 1.

(H7) Существуют такие ограниченные функции qτ (r), что

qτ (r) = sup
ρ≤r, η∈RN

sup
z0∈Q+

1

−
∫

Λρ(t0)

(
−
∫

Ωρ(x0)

|M τ (x, t, η) −M τ
ρ,x0(t, η)|2 dx

)
dt,

где

M τ
ρ,x0(t, η) = −

∫
Ωρ(x0)

M τ (x, t, η) dx, qτ (r) → 0, r → 0.

(H8) Функции g ∈ L2,n−2+2α(Q+
1 ; δ), ψ ∈ L2,n−1+2α(Γ1; δ), где α ∈ (0, 1).

Замечание 2.1. Условие (3) будет выполняться, если, например, для гладких
скалярных функций f τ (z, v) определить

Cτ
k = (f τ )vk ; (Cτ

k )xj = (f τ )vk xj
; M τ

mk = (f τ )vmvk .

Обобщенное решение u задачи (1) из пространства V̂ (Q+
1 ) := L2(Λ1;W

1
2 (B

+
1 ))

можно определить следующим образом:∫
Q+

1

[−u · φt + a(z, u)∇u · ∇φ] dz = J(u, φ) +

∫
Q+

1

g · φdz +
∫
Γ1

ψ · φdΓ,

∀φ ∈ W 1
2 (Q

+
1 ), φ

∣∣
∂Q+

1 \Γ1
= 0, (4)

где

J(u, φ) =

∫
Γ1

Cτ (z′, u(z′)) · φxτ (z
′) dΓ.

Далее мы сведем интеграл J(u, φ) к объемному. Если, например, предположить,
что функции Cτ (z, u(z)), τ ≤ n−1, определены и непрерывно дифференцируемы по
всем аргументам на множестве Q+

1 × RN , то

J(z, u) =

∫
Q+

1

([Cτ ]xτ · φxn − [Cτ ]xn · φxτ ) dz,

где [Cτ ]xj = Cτ
xj

+ Cτ
um umxj

— полная производная функций Cτ по переменным xj ,
j ≤ n.

Введем далее обозначения

pτ = −(Cτ )xn , pn = (Cτ )xτ , M τ = {M τ
km}, M τ

km = (Cτ
k )um , k,m ≤ N, (5)
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тогда интеграл J(u, φ) можно представить в форме

J(u, φ) =

∫
Q+

1

[p · ∇φ+M τ (uxτ · φxn − uxn · φxτ )] dz. (6)

Определение 2.1. Функция u ∈ V̂ (Q+
1 ) := L2(Λ1;W

1
2 (B

+
1 )) называется обоб-

щенным решением задачи (1), если она удовлетворяет тождеству∫
Q+

1

[−u · φt + a(z, u)∇u · ∇φ] dz =

∫
Q+

1

[p · ∇φ+M τ (uxτ · φxn − uxn · φxτ )] dz+

+

∫
Q+

1

g · φdz +
∫
Γ1

ψ · φdΓ, ∀φ ∈ W 1
2 (Q

+
1 ), φ

∣∣
∂Q+

1 \Γ1
= 0, (7)

где вектор-функция p определена равенством (5).
В работе мы будем изучать свойства обобщенного решения, удовлетворяющего

тождеству (7). Условия на функции Cτ представлены в условиях (H4)–(H7).

Сформулируем основной результат работы.
Теорема 2.1. Пусть выполнены условия (H1)–(H8), u ∈ V̂ (Q+

1 )— обобщенное
решение задачи (1), т. е. u удовлетворяет тождеству (7). Существуют такие
числа θ0, q0, r0 ∈ (0, 1), что если

q∗(r0) := sup{qa, qτ} ≤ q0, (8)

и в точке z0 ∈ Q+
1 ∪ Γ1

1

Rn

∫
Q′

R(z0)

(|∇u|2 + |u|2) dz < θ0 (9)

для некоторого R ≤ r0, тогда u ∈ Cα(Q′
sR(z

0); δ), ∇u ∈ L2,n+2α(Q′
sR(z

0); δ) при
α ∈ (0, 1) из условия (H8) и некотором s ∈ (0, 1), и верна следующая оценка:

‖u‖Cα(Q′
sR(z0); δ) + ‖∇u‖L2,n+2α(Q′

sR(z0); δ) ≤
≤ c1 ‖u‖

̂V (Q+
1 ) + c2(‖g‖L2,n−2+2α(Q+

1 ; δ) + ‖ψ‖L2,n−1+2α(Γ1; δ)). (10)

Постоянные c1 и c2 зависят от ν, μ, μ1, α, n, N и функций q∗(r) и ω(s). Кроме
того, c1 зависит от s и R−1.

Для линейной задачи мы получаем следующий результат.
Теорема 2.2. Пусть для матрицы a = a(z) и функций Cτ (z, u) = M τ (z)u(z)

выполнены условия (H1), (H3), (H4), (H5), (H7), и функции g, ψ удовлетворяют
условию (H8) с каким-либо α ∈ (0, 1). Пусть функция u ∈ V̂ (Q+

1 )— обобщенное
решение линейной задачи (1). Тогда u(z) непрерывна по Гельдеру с показателем α

на множестве Q+
s при любом фиксированном s < 1, и справедлива оценка

‖u‖
Cα(Q+

s ; δ)
+ ‖∇u‖L2,n+2α(Qs; δ) ≤

≤ c{‖u‖
̂V (Q+

1 ) + ‖g‖L2,n−2+2α(Q+
1 ;δ) + ‖ψ‖L2,n−1+2α(Γ1; δ)}. (11)

Постоянная c в оценке (11) зависит от данных задачи и от (1 − s)−1.
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3. Вспомогательные предложения. Пусть для матрицы a(z) и функций
Cτ (z, v) = M τ (z) v, 1 ≤ τ ≤ n − 1, выполнены условия (H1) и (H4), матрица M τ

удовлетворяет условию симметрии (H5), и функции f ∈ L2(Q+
1 ), ψ ∈ L2(Γ1).

Пусть далее v = (v1, . . . , vN )— решение параболической линейной системы (1)
в Q+

1 при заданной косой производной на Γ1:

vt(z)− div(a(z)∇ v(z)) = f(z), z ∈ Q+
1 ; (12)

∂ v(z′)
∂na

+
d (M τ (z′)v(z′))

d xτ

∣∣∣∣∣
z′∈Γ1

= ψ(z′).

Замечание 3.1. При сделанных выше предположениях относительно данных
задачи любое решение задачи (12) из пространства V̂ (Q+

1 ) является функцией клас-
са V2(Q+

1 ). Более того, можно показать, что эти обобщенные решения имеют поло-
винную производную по времени (см., например, [21, гл. 3, § 4]).

Лемма 3.1. Для обобщенного решения v ∈ V̂ (Q+
1 ) задачи (12) справедливы

неравенство Качопполи∫
Q′

r(z
0)

|∇ v|2 dz ≤

≤ c1
r2

∫
Q′

2r(z
0)

|v − v2r,z0 |2 dz + c1

∫
Q′

2r(z
0)

|v|2 dz + c r2
∫

Q′
2r(z

0)

|f |2 dz + c r

∫
Γ2r(z0)

|ψ|2 dΓ

(13)

и неравенство Пуанкаре∫
Q′

r(z
0)

|v − vr,z0 |2 dz ≤ c2r
2

∫
Q′

r(z
0)

(|∇ v|2 + |v|2) dz + c r4
∫

Q′
r(z

0)

|f |2 dz + c r3
∫

Γr(z0)

|ψ|2 dΓ,

(14)
где z0 ∈ Q+

1 ∪ Γ1, и Q2r(z
0) ∩ (∂Q+

1 \ Γ1) = ∅. Постоянные c, c1, c2 в неравенствах
(13) и (14) зависят от ν, μ, n, N , а c1 и c2 зависят также от параметра μ1 из
условия (H4).

Доказательство. Если учесть симметричность матриц M τ , то оценка (13)
выводится из тождества (7) точно так же, как это сделано при выводе неравенства
Качопполи в лемме 3.1 работы [1], где Cτ = 0.

Для вывода неравенства Пуанкаре мы воспользуемся идеей, изложенной в моно-
графии [8, гл. 4, раздел 2], где неравенство Пуанкаре выводится сначала для гладких
решений параболических уравнений, а затем проводится аппроксимация. Здесь мы
приведем рассуждение, позволяющее получить неравенство сразу для обобщенных
решений v задачи (12) класса V̂ (Q+

1 ).
Зафиксируем точку z0 ∈ Q+

1 и r > 0 такие, что Q′
r(z

0) ⊂ Q+
1 ∪ Γ1. Пусть

ξ ∈ C1
0 (Br(x0)), 0 ≤ ξ ≤ 1, |∇ξ| ≤ c

r , и mr :=
∫
Ωr(x0)

ξ(x) dx ≥ κn r
n с некоторым

κn > 0.
Определим весовые средние

ṽr,x0(t) = m−1
r

∫
Ωr(x0)

v(x, t)ξ(x) dx, t ∈ Λr(t
0), ṽr,z0 = −

∫
Λr(t0)

ṽr,x0(t) dt.
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Для почти всех t ∈ Λr(t
0) справедливо неравенство∫

Ωr(x0)

|v(x, t) − ṽr,x0(t)|2 dx ≤ c(n)

∫
Ωr(x0)

|v(x, t) − vr,x0(t)|2 dx. (15)

Правую часть соотношения (15) оценим по неравенству Пуанкаре и полученное
неравенство проинтегрируем по интервалу Λr(t

0):∫
Q′

r(z
0)

|v(z) − ṽr,x0(t)|2 dz ≤ c1(n)r
2

∫
Q′

r(z
0)

|∇ v|2 dz. (16)

Теперь с помощью оценки (16) получаем, что∫
Q′

r(z
0)

|v(z)− ṽr,z0 |2 dz ≤ 2

∫
Q′

r(z
0)

|v(z)− ṽr,x0(t)|2 dz+2|Ωr|
∫

Λr(t0)

|ṽr,z0 − ṽr,x0(t)|2 dt ≤

≤ c1(n)r
2

∫
Q′

r(z
0)

|∇ v(z)|2 dz + 2|Ωr|
∫

Λr(t0)

P 2
r (t) dt, (17)

где

P 2
r (t) = |ṽr,z0 − ṽr,x0(t)|2 =

∣∣∣∣∣ −
∫

Λr(t0)

[ṽr,x0(τ) − ṽr,x0(t)] dτ

∣∣∣∣∣
2

.

Чтобы оценить выражение P 2
r (t), обратимся к тождеству, которому удовлетворяет

обобщенное решение задачи (12):∫
Q′

r(z
0)

{−v · φt + a∇ v · ∇φ+M τ [vxn · φxτ − vxτ · φxn ]} dz+

+

∫
Q′

r(z
0)

(M τ
xn
v · φxτ −M τ

xτ
v · φxn) dz =

∫
Q′

r(z
0)

f · φdz +
∫

Γr(z0)

ψ · φdΓ. (18)

Для произвольно фиксированных s, l ∈ Λr(t
0), s < l, и параметра ε << 1 такого,

что (s−ε, l+ε) ⊂ Λr(t
0), определим кусочно-линейную непрерывную функцию χε(t):

χε(t) = 0 при t ∈ Λr(t
0) \ (s − ε, l + ε), χε(t) = 1 на интервале (s, l). Очевидно, что

χ′
ε(t) = 1

ε при t ∈ (s − ε, s) и χ′
ε(t) = − 1

ε при t ∈ (l, l + ε). Из тождества (18) с
функцией φ(z) = ξ(x)χε(t) получаем равенство

−
s

−
∫
s−ε

∫
Ωr(x0)

v(x, t) ξ(x) dx dt+

l+ε

−
∫
l

∫
Ωr(x0)

v(x, t) ξ(x) dx dt+

l+ε∫
s−ε

∫
Ωr(x0)

a∇ v∇ξ χε dx dt+

+

l+ε∫
s−ε

∫
Ωr(x0)

M τ [vxnξxτ − vxτ ξxn ]χε dx dt+

l+ε∫
s−ε

∫
Ωr(x0)

(M τ
xn
v ξxτ −M τ

xτ
v ξxn)χε dz =

=

l+ε∫
s−ε

∫
Ωr(x0)

f ξ χε dz +

l+ε∫
s−ε

∫
γr(x0)

ψ ξχε dγ dt.
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Переходя к пределу по ε → 0 в последнем равенстве, получаем, что

∫
Ωr(x0)

[v(x, l) − v(x, s)] ξ(x) dx =

l∫
s

∫
Ωr(x0)

f ξ dx dt+

l∫
s

∫
γr(x0)

ψ ξ dγ dt−

−
l∫

s

∫
Ωr(x0)

{a∇ v∇ ξ + (M τ
xn
v ξxτ −M τ

xτ
v ξxn) +M τ [vxnξxτ − vxτ ξxn ]} dx dt . (19)

Оценивая правую часть равенства (19), выводим оценку

Jr(l, s) :=

∣∣∣∣∣
∫

Ωr(x0)

[v(x, l) − v(x, s)]ξ(x) dx

∣∣∣∣∣
2

≤

≤ c( rn−2‖∇ v‖22,Q′
r(z

0) + rn−2‖v‖22,Q′
r(z

0) + rn ‖f‖22,Q′
r(z

0) + rn−1 ‖ψ‖22,Γr(z0)) |l − s|

∀l, s ∈ Λr(t
0). Из полученного неравенства следует, что функция ṽr,x0(t) определена

при всех t ∈ Λr(t
0) и непрерывна на этом интервале, причем

Jr(l, s) = |mr|2 |ṽr,x0(l)− ṽr,x0(s)|2.
Теперь выражение P 2

r (t) можно оценить следующим образом:

P 2
r (t) ≤ c(r−n‖∇ v‖22,Q′

r(z
0) + r−n‖v‖22,Q′

r(z
0) + r−n+2‖f‖22,Q′

r(z
0) + r−n+1‖ψ‖22,Γr(z0)).

(20)
Возвращаясь теперь к неравенству (17), с помощью оценки (20) получаем (14). �

Замечание 3.2. Так как при доказательстве леммы 3.1 использовались только
условие эллиптичности и ограниченности матрицы a, а также условия (H4) и (H5)
относительно функций Cτ , то полученные в лемме оценки (13) и (14) справедливы
для обобщенных решений u ∈ V̂ (Q+

1 ) задачи (1).

Нам потребуется результат о локальной гладкости обобщенного решения про-
стейшей задачи с заданной косой производной в следующей постановке:

ht −A(t)∇2h = 0, z ∈ Q+
2 ; (21)

∂ h(z′)
∂nA

+M τ (t)hxτ (z
′) = 0, z′ ∈ Γ2,

где элементы матриц A, M τ ∈ L∞(Λ2) удовлетворяют условиям (H1) и (H5) соот-
ветственно.

Отметим, что вопросы разрешимости и возможной гладкости решения задачи
Неймана в шкале соболевских пространств при p > 1 для линейных параболиче-
ских систем второго и высокого порядков подробно изучались в работах [9, 10].
В частности, в лемме 4.2 работы [9] доказано утверждение приведенной выше лем-
мы 3.2 при M τ = 0. Анализ всех этапов доказательства леммы 4.2 из [9] показал,
что утверждение остается справедливым и при M τ �= 0, если M τ — симметричные
матрицы.
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Таким образом, справедлив следующий результат.
Лемма 3.2.Обобщенное решение h ∈ V̂ (Q+

2 ) задачи (21) является непрерывной
по Гельдеру функцией в Q+

1 (в параболической метрике) при любом показателе
γ ∈ (0, 1), и справедлива оценка

‖h‖
Cγ(Q+

1 ; δ)
≤ c ‖h‖2,Q+

2
, (22)

где постоянная c зависит только от ν, μ, μ1, n, N, γ.

4. (A(t), M τ (t))-калорические функции. В этом параграфе мы рассматри-
ваем матрицы A, M τ ∈ L∞(ΛR(t

0)), ΛR(t
0) ⊂ (−1, 0). Для матрицы A выполнено

условие эллиптичности (2), а для матриц M τ , τ ≤ n− 1,—условие симметричности
(3). Будем также считать, что QR(z

0) ∩ Γ1 �= ∅.
Определение 4.1. Функция h ∈ V̂ (Q′

R(z
0)) называется (A(t), M τ (t))-

калорической в Q′
R(z

0), если она удовлетворяет интегральному тождеству∫
Q′

R(z0)

{−h · φt +A(t)∇h · ∇φ+M τ (t)[hxn · φxτ − hxτ · φxn ]} dz = 0 (23)

∀φ ∈ W 1
2 (Q

′
R(z

0)), φ
∣∣
∂Q′

R(z0)\ΓR(z0)
= 0.

Из тождества (7) следует, что h— обобщенное решение в Q′
R(z

0) задачи с косой
производной (21). Согласно замечанию 3.1 имеем h ∈ V2(Q

′
R(z

0)).
Замечание 4.1. Так как матрицы M τ в (23) не зависят от x и функции f

и ψ равны нулю, то для (A(t), M τ (t))-калорических функций h ∈ V̂ (Q′
2R(z

0)) из
леммы 3.1 следуют оценки∫

Q′
R(z0)

|∇h|2 dz ≤ c

R2

∫
Q′

2R(z0)

|h− hR,z0 |2 dz, (24)

∫
Q′

R(z0)

|h− hR,z0 |2 dz ≤ R2

∫
Q′

R(z0)

|∇h|2 dz. (25)

Лемма 3.2 гарантирует, что функции h из V̂ (Q′
R(z

0)) обладают дополнительной
гладкостью и для них справедливы интегральные оценки Кампанато, две из которых
приведены далее. Они будут использоваться при доказательстве теорем 2.1 и 2.2.

Лемма 4.1. Пусть h ∈ V̂ (Q+
1 )— (A(t), M τ (t))-калорическая функция. Тогда

при любом β ∈ (0, 1) справедлива оценка∫
Q′

ρ(z
0)

|h− hρ,z0 |2 dz ≤ c1

(ρ
r

)n+2+2β
∫

Q′
r(z

0)

|h− hr,z0 |2 dz, ρ ≤ r, (26)

кроме того, ∫
Q′

ρ(z
0)

|h|2 dz ≤ c2

(ρ
r

)n+2
∫

Q′
r(z

0)

|h|2 dz, ρ ≤ r, (27)

в цилиндрах Q′
r(z

0) ⊂ Q+
1 , z0 ∈ Q+

1−s, при r ≤ s, где число s ∈ (0, 1) фиксировано
произвольно. Постоянные c1, c2 зависят от ν, μ, μ1, n, N и не зависят от z0, c1
зависит также от β.
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Мы не приводим доказательство этой леммы, так как она доказывается точно
так же, как лемма 4.1 в работе [1]. Следует только воспользоваться оценками (24),
(25) и (22).

Замечание 4.2. Далее мы обозначаем как C∞∗ (Q+
R(z

0)), z0 ∈ Γ1, сужение мно-
жества C∞

0 (QR(z
0)) на Q+

R(z
0). Заметим, что замыкание этого множества в норме

W 1
2 (Q

+
R(z

0)) определяет совокупность функций этого пространства, обращающихся
в ноль на множестве ∂Q+

R(z
0) \ ΓR(z

0). Таким образом, в определениях (7) и (23)
достаточно предполагать, что пробные функции φ ∈ C∞

∗ (Q+
R(z

0)).
Лемма 4.2. Пусть z0 ∈ Γ1, и матрицы A, M τ ∈ L∞(Λr(t

0)), τ ≤ n − 1, удо-
влетворяют условиям (H1), (H4) и (H5) с фиксированными параметрами ν, μ, μ1.
Для произвольного ε > 0 существует такое δ = δ(ε, ν, μ, μ1, n,N) > 0, что если
функция u ∈ V̂ (Q+

r (z
0)) удовлетворяет условиям

−
∫

Q+
r (z0)

(r−2|u|2 + |∇u|2) dz ≤ 1, (28)

∣∣∣ −
∫

Q+
r (z0)

{−u · φt +A(t)∇u · ∇φ+M τ (t)[uxn · φxτ − uxτ · φxn ]} dz
∣∣∣ ≤ δ sup

Q+
r (z0)

|∇φ|

(29)

для всех φ ∈ C∞∗ (Q+
r (z0)), тогда существует такая (A(t),M τ (t))-калорическая

функция h ∈ V̂ (Q+
r/2(z

0)), что имеют место неравенства

−
∫

Q+
r/2

(z0)

(r−2|h|2 + |∇h|2) dz ≤ 2n+5,

−
∫

Q+
r/2

(z0)

|h− u|2 dz ≤ εr2.

Доказательство. Доказательство этой леммы похоже на доказательство лем-
мы 4.2 работы авторов [1]. Поэтому мы отметим только основные новые его этапы.
Достаточно доказать лемму для r = 1, z0 = 0, так как общий случай нетрудно по-
лучить, применяя преобразование подобия.

Итак, пусть условия (28), (29) выполнены в Q+
1 . Предположим, что утвержде-

ние леммы неверно. Тогда существуют такое ε > 0, последовательности матриц
Ak(t), M τ

k (t), удовлетворяющих условиям леммы, и последовательность функций
uk ∈ V̂ (Q+

1 ), для которых

−
∫
Q+

1

(|uk|2 + |∇uk|2) dz ≤ 1, (30)

∣∣∣∣∣ −
∫
Q+

1

{−uk · φt +Ak(t)∇uk · ∇φ+M τ
k (t)[(uk)xn · φxτ − (uk)xτ · φxn ]} dz

∣∣∣∣∣≤
≤ 1

k
sup
Q+

1

|∇φ| ∀φ ∈ C∞
∗ (Q+

1 ), (31)
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но в то же время

−
∫
Q+

1/2

|uk − h|2 dz > ε

для всех (A(t), M τ (t))-калорических функций h ∈ V̂ (Q+
1/2), принадлежащих классу

H+ =
{
v ∈ V̂ (Q+

1/2) : −
∫
Q+

1/2

(|v|2 + |∇ v|2) dz ≤ 2n+5
}
. (32)

Из условия (30) следует, что существует такая подпоследовательность последова-
тельности uk (здесь и далее при выборе подпоследовательностей мы будем сохра-
нять обозначения исходных последовательностей), что uk ⇁ u, ∇uk ⇁ ∇u, k → ∞,
в пространстве L2(Q+

1 ), и

−
∫
Q+

1

(|u|2 + |∇u|2) dz ≤ 1. (33)

Из условий ‖Ak‖L∞(Q+
1 ) ≤ μ, ‖M τ

k ‖L∞(Q+
1 ) ≤ μ1 следует, что существуют такие

подпоследовательности, что Ak
∗
⇁ A, M τ

k
∗
⇁M τ в пространстве L∞(Q+

1 ). Отметим,
что условие эллиптичности предельной матрицы A с постоянными ν, μ и условие
симметричности матриц M τ сохраняются.

Следующий шаг— показать, что для некоторой последовательности значений k

‖uk − u‖L2(Q+
1 ) → 0, ‖uk − u‖L2(Γ1) → 0, k → ∞. (34)

Мы опускаем обоснование этих предельных переходов, так как они фактически сов-
падают с тем, как это сделано в [1] при рассмотрении задачи Неймана.

Наличие соотношений (34) позволяет сделать предельный переход в неравенстве
(31) по k → ∞.

Покажем, например, что при φ ∈ C∞
∗ (Q+

1 )∫
Q+

1

M τ
k (t) (uk)xn · φxτ dz →

∫
Q+

1

M τ (t)uxn · φxτ dz, k → ∞. (35)

Действительно,∫
Q+

1

M τ
k (t) (uk)xn · φxτ dz =

= −
∫
Q+

1

M τ
k (t)uk · φxτ xn dz +

∫
Γ1

M τ
k (t)uk · (−1)φxτ dΓ =: Jk + Sk.

Рассмотрим отдельно предельный переход для Jk и Sk. Имеем

Jk → −
∫
Q+

1

M τ (t)u · φxτ xn dz =

∫
Q+

1

M τ (t)uxn · φxτ dz −
∫
Γ1

M τ (t)u · (−1)φxτ dΓ,
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так как из сходимости последовательности uk в L2(Q+
1 ) и ∗-слабой сходимости

в L∞(Q+
1 ) последовательности матриц M τ

k следует, что

Jk +

∫
Q+

1

M τ (t)u · φxτ xn dz =

= −
∫
Q+

1

M τ
k (t)(uk − u) · φxτ xn dz −

∫
Q+

1

(M τ
k (t) −M τ (t))u · φxτ xn dz → 0, k → ∞.

Если принять во внимание сходимость последовательности uk в L2(Γ1), то анало-
гично доказывается, что

Sk → −
∫
Γ1

M τ (t)u · φxτ dΓ, k → ∞.

Из сказанного следует справедливость предельного перехода (35). Слабой сходи-
мости последовательности uk в L2(Q+

1 ) достаточно, чтобы обосновать предельный
переход ∫

Q+
1

uk · φt dz →
∫
Q+

1

u · φt dz, k → ∞.

Таким образом, в результате предельного перехода в (31), получаем интегральное
тождество (23), т. е. u является (A(t),M τ (t))-калорической функцией в Q+

1 .
Далее мы рассмотрим следующие вспомогательные задачи при каждом k из

выбранной последовательности:

(vk)t −Ak(t)∇2 vk = (A(t) −Ak(t))∇2 u, z ∈ Q+
1/2,

∂vk
∂nAk

+M τ
k (t)(vk)xτ =

∂u

∂nAk

+M τ
k (t)uxτ , z′ ∈ Γ1/2; (36)

vk = 0, z′ ∈ ∂Q+
1/2 \ Γ1/2.

При каждом k существует единственное обобщенное решение vk ∈ V2(Q
+
1/2) за-

дачи (36) (см. замечание 3.1), функции vk удовлетворяют тождеству

∫
Q+

1/2

[−vk · φt +Ak(t)∇ vk · ∇φ] dz −
∫

Γ1/2

M τ
k (t)vk · φxτ dΓ =

=

∫
Q+

1/2

(Ak(t) −A(t))∇u · ∇φdz −
∫

Γ1/2

(M τ
k (t) −M τ (t))u · φxτ dΓ (37)

при всех φ ∈ C∞
∗ (Q+

1/2).

16 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2019. Т. 6 (64). Вып. 1



Представляя поверхностные интегралы в (37) как объемные, получаем тожде-
ство∫

Q+
1/2

{−vk · φt +Ak(t)∇ vk · ∇φ+M τ
k (t)[(vk)xn · φxτ − (vk)xτ · φxn ]} dz =

=

∫
Q+

1/2

(Ak(t) −A(t))∇u · ∇φdz +

∫
Q+

1/2

(M τ
k (t) −M τ (t))[uxnφxτ − uxτ · φxn ] dz. (38)

Учитывая симметричность матриц M τ , из тождества (38) нетрудно вывести равен-
ство

1

2

∫
B+

1/2

|vk(x, s)|2 dx+

∫
Qs

1/2

Ak(t)∇ vk · ∇ vk dz =

∫
Qs

1/2

(Ak(t) −A(t))∇u · ∇ vk dz+

+

∫
Qs

1/2

(M τ
k (t) −M τ (t))[uxn · (vk)xτ − uxτ · (vk)xn ] dz, (39)

где s ∈ Λ1/2, Qs
1/2 = Q+

1/2 ∩ {t < s}. (Подробный вывод при M τ = 0 приведен в
доказательстве леммы 4.2 из [1].)

Из тождества (39) следует оценка

sup
s∈Λ1/2

‖vk(·, s)‖22,B+
1/2

+ ‖∇ vk‖22,Q+
1/2

≤ c ‖∇u‖2
2,Q+

1/2

≤
(33)

c(ν, μ, μ1). (40)

Кроме того, из равенства (39) имеем

‖vk(·, s)‖22,B+
1/2

≤ c

∫
Qs

1/2

|∇u|2 dz → 0, s → 0.

Таким образом, получаем, что предельная функция v ∈ V2(Q
+
1/2), и v = 0 на множе-

стве ∂pQ+
1/2 \ Γ1/2.

Из оценки (40) следует слабая сходимость некоторой подпоследовательности
функций vk в L2(Q+

1/2), но как и в случае с последовательностью uk, можно показать,
что

‖vk − v‖2,Q+
1/2

→ 0, ‖vk − v‖2,Γ1/2
→ o, k → ∞. (41)

Соотношения (41) позволяют сделать предельный переход в тождестве (38):∫
Q+

1/2

[−v · φt +A(t)∇ v · ∇φ+M τ (t){vxn · φxτ − vxτ · φxn}] dz = 0. (42)

Формально подставляя v в тождество (42) (мы опускаем процедуру сглаживания
функции v по переменной t), получаем, что v = 0 в Q+

1/2, т. е.

‖vk‖2,Q+
1/2

→ 0, k → ∞. (43)
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Вычитая теперь из тождества (23), которому удовлетворяет функция u в Q+
1/2,

тождество (38), получаем, что wk = u− vk удовлетворяет соотношению∫
Q+

1/2

[−wk · φt dz +Ak(t)∇wk · ∇φ] dz +

∫
Q+

1/2

M τ
k (t)[(wk)xn · φxτ − (wk)xτ · φxn ] dz = 0

при таких же функциях φ, что и в тождестве (37).
Таким образом, функция wk является (Ak(t), M

τ
k (t))-калорической функцией

в Q+
1/2,

‖wk − u‖2,Q+
1/2

= ‖vk‖2,Q+
1/2

→ 0, k → ∞.

Принимая во внимание оценку (33) для функции u и соотношение (43), заклю-
чаем, что при некотором k0 ∈ N справедлива оценка

‖wk‖̂V (Q+
1/2

) ≤ ‖u‖
̂V (Q+

1/2
) + ‖vk‖̂V (Q+

1/2
) ≤ 2 (ωn)

1/2 ∀k ≥ k0. (44)

Из неравенства (44) следует оценка

−
∫
Q+

1/2

(|wk|2 + |∇wk|2) dz ≤ 2n+5,

и, кроме того,

‖wk − uk‖2,Q+
1/2

≤ ‖wk − u‖2,Q+
1/2

+ ‖u− uk‖2,Q+
1/2

→ 0, k → ∞.

Два последних соотношения означают, что существует (Ak(t), M
τ
k (t))-калорическая

функция wk, аппроксимирующая функцию uk, причем функция wk принадлежит
классу H+, определенному равенством (32). Таким образом, мы получили проти-
воречие со сделанным предположением. Следовательно, верно утверждение леммы.
�

В следующем параграфе нам потребуется следствие к лемме 4.2, которое мы
сформулируем также в виде леммы.

Лемма 4.3. Пусть выполнены предположения леммы 4.2. Тогда для любо-
го ε > 0 существует такая постоянная Cε = C(ε, ν, μ, μ1, n,N) > 0, что вер-
но следующее утверждение: для любой функции u ∈ V̂ (Q+

r (z
0)) существуют

(A(t), M τ (t))-калорическая функция h ∈ V̂ (Q+
r/2(z

0)) и функция φ ∈ C∞∗ (Q+
r (z0)),

supQ+
r (z0) |∇φ| ≤ 1 такие, что

−
∫

Q+
r/2

(z0)

(|h− hr/2,z0 |2 + r2|∇h|2) dz ≤ 2n+5 −
∫

Q+
r (z0)

(|u− ur,z0 |2 + r2|∇u|2) dz,

−
∫

Q+
r/2

(z0)

|u− h|2 dz ≤ ε −
∫

Q+
r (z0)

(|u− ur,z0 |2 + r2|∇u|2) dz+

+ Cεr
2
∣∣∣ −
∫

Q+
r (z0)

{−u · φt +A(t)∇u · ∇φ+M τ (t)[uxn · φxτ − uxτ · φxn ]}dz
∣∣∣2.
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Так как доказательство этого утверждения почти не отличается от доказатель-
ства леммы 4.3 из [20], мы его опускаем.

Замечание 4.3. Утверждения лемм 4.2 и 4.3 остаются справедливыми для лю-
бого цилиндра Q′

r(z
0), Q′

r(z
0) ∩ (∂Q+

1 \ Γ1) = ∅. Так как нас интересует поведение
решения вблизи поверхности Γ1, то можно рассматривать только цилиндры, для
которых dist(x0, γ1) ≤ r/2. В противном случае Qr/2(z

0) ∩ Γ1 = ∅, и все резуль-
таты этого параграфа справедливы в цилиндрах Qr/2(z

0) согласно утверждениям,
доказанным в работе [15].

5. Доказательства теорем 2.1 и 2.2.
Доказательство теоремы 2.1. Зафиксируем точку z0 ∈ Γ1 и Q+

2R(z
0) ⊂ Q+

1 .
Пусть u ∈ V̂ (Q+

2R(z
0))—обобщенное решение задачи (1):∫

Q+
2R(z0)

[−u · φt + a(z, u)∇u · ∇φ+ (Cτ
xn

· φxτ − Cτ
xτ

· φxn)] dz+

+

∫
Q+

2R(z0)

M τ (uxn · φxτ − uxτ · φxn) dz =

=

∫
Q+

2R(z0)

g · φdz +
∫

Γ2R(z0)

ψ · φdΓ ∀φ ∈ C∞
∗ (Q+

2R(z
0)). (45)

Покажем, что по данным задачи можно выбрать такие параметры θ0, q0, r0, что при
выполнении условий (8) и (9) справедливо неравенство

Φ(ρ, z0) := −
∫

Q+
ρ (z0)

(|u − uρ,z0 |2 + ρ2β |u|2) dz ≤ c

{(ρ
r

)2α
Φ(r, z0) +M2

0ρ
2α

}
∀ρ ≤ r,

(46)
где показатель α ∈ (0, 1)—из условия (H8), и число β ∈ (α, 1) фиксировано произ-
вольно,

M2
0 = ‖g‖2

L2,n−2+2α(Q+
1 )

+ ‖ψ‖2
L2,n−1+2α(Γ+

1 )
.

Прежде всего отметим, что из неравенств Качопполи и Пуанкаре, после применения
условия (H8), для функции u можно получить неравенства

R−n

∫
Q+

R(z0)

|∇u|2 dz ≤ c −
∫

Q+
2R(z0)

(|u − u2R,z0 |2 +R2 |u|2) dz + cM2
0R

2α, (47)

−
∫

Q+
R(z0)

|u− uR,z0 |2 dz ≤ cR2 −
∫

Q+
R(z0)

(|∇u|2 + |u|2) dz +M2
0R

2α.

Определим матрицы

A(t) := aR,x0(t, uR,z0) = −
∫

B+
R(x0)

a(x, t, uR,z0) dx,
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M τ (t) :=M τ
R,x0(t, uR,z0) = −

∫
B+

R(x0)

M τ (x, t, uR,z0) dx, τ = 1, . . . , n− 1.

Заметим, что A, M τ ∈ L∞(ΛR(t
0)), причем A(t) удовлетворяет условию эллиптич-

ности с постоянными ν ≤ μ из условия (H1), а M τ (t)— симметричные матрицы.
Так как функция u ∈ V̂ (Q+

R(z
0)), то согласно лемме 4.3 существует такая

(A(t),M τ (t))-калорическая функция h ∈ V̂ (Q+
R/2(z

0)), что

−
∫

Q+
R/2

(z0)

(|h− hR/2,z0 |2 +R2|∇h|2) dz ≤ 2n+5 −
∫

Q+
R(z0)

(|u− uR,z0 |2 +R2|∇u|2) dz; (48)

−
∫

Q+
R/2

(z0)

|u− h|2 dz ≤ ε −
∫

Q+
R(z0)

(|u − uR,z0 |2 +R2|∇u|2) dz + CεR
2L2

R(u, φ), (49)

где

LR(u, φ) =
∣∣∣ −
∫

Q+
R(z0)

(−u · φt + A(t)∇u · ∇φ +M τ (t)[uxn · φxτ − uxτ · φxn ]) dz
∣∣∣

для некоторой φ ∈ C∞
∗ (Q+

R(z
0)), |∇φ| ≤ 1 в Q+

R(z
0). Для оценки выражения

LR(u, φ) обратимся к интегральному тождеству (45) с функцией u и заметим, что
supQ+

R(z0) |φ(z)| ≤ cR, так как φ = 0 на множестве ∂B+
R(x

0) \ γR(x0) при t ∈ ΛR(t
0).

В результате получим

LR(u, φ) ≤
≤ −

∫
Q+

R(z0)

(|ΔA| + |ΔM τ |) |∇u| dz + 2μ1 −
∫

Q+
R(z0)

|u| dz + cR −
∫

Q+
R(z0)

|g| dz + −
∫

ΓR(z0)

|ψ| dΓ,

где
|ΔA| = |a(z, u)− A(t)| ≤ |a(z, u)− a(z, uR,z0)| + |a(z, uR,z0)−A(t)|,

аналогично оценивается выражение |ΔM τ | = |M τ (z, u)−M τ (t)|.
Из условий (H2), (H3), (H6)–(H8) следует, что

R2L2
R(u, z

0) ≤ c
[
ω
(

−
∫

Q+
R(z0)

|u− uR,z0 |2 dz
)
+ q∗(R)

]
R2 −

∫
Q+

R(z0)

|∇u|2 dz+

+ cM2
0R

2α + cR2 −
∫

Q+
R(z0)

|u|2 dz. (50)

При выводе неравенства (50) мы воспользовались выпуклостью и ограниченностью
функции ω(·). Оценивая правую часть соотношения (50) с помощью неравенств (47)
и определения функции Φ(r, z0), получаем, что

R2L2
R(u, z

0) ≤ c [ω(Φ(R, z0)) + q∗(R)]Φ(2R, z0) + cM2
0R

2α + cR2(1−β)Φ(R, z0). (51)
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Из неравенств (47) и (49) следует, что

−
∫
Q+

R/2
(z0)

|u− h|2 dz ≤ c εΦ(2R, z0) + CεR
2L2

R(u, φ) + cM2
0R

2α. (52)

Оценивая правую часть неравенства (52) с помощью оценки (51), приходим к соот-
ношению

−
∫

Q+
R/2

(z0)

|u− h|2 dz ≤ c {(ε+ Cε[ω(Φ(R, z
0)) + q∗(R) +R2(1−β)]}Φ(2R, z0)+

+ c(1 + Cε)M
2
0 (2R)

2α. (53)

При ρ ≤ R/4 справедлива следующая цепочка неравенств:

Φ(ρ, z0) ≤ 4 −
∫

Q+
ρ (z0)

|u− h|2 dz + 2 −
∫

Q+
ρ (z0)

|h− hρ,z0 |2 dz + 2ρ2β −
∫

Q+
ρ (z0)

|h|2 dz ≤

≤
(26),(27)

c

(
R

ρ

)n+2

−
∫

Q+
R/2

(z0)

|u− h|2 dz +
( ρ
R

)2β
−
∫

Q+
R/2

(z0)

(|h− hR/2,z0 |2 +R2β |h|2) dz ≤
(∗)

≤
(∗)

c

(
R

ρ

)n+2

−
∫

Q+
R/2

(z0)

|u− h|2 dz + c
( ρ
R

)2β
Φ(2R, z0) + cM2

0 R
2α. (54)

В переходе (∗) мы воспользовались оценками (47), (48) и неравенством |h| ≤ |u −
h|+ |u|.

Применяя к правой части неравенства (54) оценку (53) получаем, что

Φ(ρ, z0) ≤ c
{( ρ

R

)2β
+
(R
ρ

)n+2

(ε+ Cε[ω(Φ(R, z
0)) + q∗(R) +R2(1−β)])

}
Φ(2R, z0)+

+ c
(R
ρ

)n+2

(1 + Cε)M
2
0 (2R)

2α. (55)

Дальнейшие рассуждения совпадают с соответствующими этапами доказатель-
ства теоремы 2.1 работы авторов [1]. Мы приводим их для полноты изложения.

Обозначив r = 2R, ρ = τ r, где τ ≤ 1/8 будет фиксировано далее, мы получим
из неравенства (55) соотношение

Φ(τ r, z0) ≤ c0{τ2β + τ−(n+2)(ε+ Cε[ω(Φ(r, z
0)) + q∗(r) + r2(1−β)])Φ(r, z0)+

+KεM
2
0 r

2α, Kε = cτ−(n+2)(1 + Cε). (56)

Напомним, что мы фиксировали β > α. Далее полагаем γ = α+β
2 ∈ (α, β) и выбираем

τ так, чтобы выполнялось неравенство

c0τ
2β ≤ τ2γ

8
. (57)
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При фиксированном τ выбираем ε из соотношения

ε c0 τ
−(n+2) ≤ τ2γ

8
. (58)

Функция ω(s) → 0 при s → 0 в условиях (H2) и (H6), что позволяет фиксировать
параметр θ0 так, чтобы

c0 Cε τ
−(n+2)ω(θ0) ≤ τ2γ

8
. (59)

Теперь мы можем выбрать радиус r0 настолько малым, чтобы выполнялись соотно-
шения

c0 Cε τ
−(n+2)(q∗(r0) + r

2(1−β)
0 ) ≤ τ2γ

8
, K M2

0 r
2α
0 <

θ0
2
, K = Kε. (60)

Предположим, что для некоторого r ≤ r0 функция Φ(r, z0) достаточно мала,
точнее,

Φ(r, z0) < θ0. (61)

При выполнении условий (57)–(61) из неравенства (56) следует, что

Φ(τ r, z0) ≤ τ2γ

2
Φ(r, z0) +KM2

0 r
2α. (62)

В частности,

Φ(τ r, z0) ≤
(60), (61)

τ2γ

2
θ0 +

θ0
2
< θ0. (63)

Неравенство (63) означает, что условие (61) выполнено при замене r на τ r. Заметим,
что все остальные условия на выбор τ, ε, r0 также выполняются при замене r на τ r.
Следовательно, верно неравенство (62), если заменить r на τ r, т. е.

Φ(τ2 r, z0) ≤ τ2γ

2
Φ(τ r, z0) +KM2

0 (τ r)
2α, γ > α. (64)

Повторяя далее рассуждения для последовательности радиусов rj = τ jr, j ∈ N,
и проводя итерации в полученных соотношениях, получим (как и в работе [1]) оценку

Φ(τ jr, z0) ≤ τ2γ j

2
Φ(r, z0) +KM2

0 τ
2α j

j∑
s=0

τ2(γ−α)sr2α, (65)

откуда следует, что

Φ(τ jr, z0) ≤ τ2α j
{
Φ(r, z0) +K1M

2
0 r

2α
}
.

Полученные неравенства гарантируют, что при всех ρ ≤ r справедлива оценка

Φ(ρ, z0) ≤ c

[(ρ
r

)2α
Φ(r, z0) + ρ2αM2

0

]
. (66)

Неравенство (66) совпадает с неравенством (46), и из него следует, что

1

ρn+2+2α

∫
Q+

ρ (z0)

|u− uρ,z0 |2 dz ≤ c

{‖u‖2
̂V (Q+

1 )

rn+2+2α
+M2

0

}
, ρ ≤ r, (67)
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где постоянная c определяется параметрами задачи и не зависит от z0 и r. Заметим,
что при фиксированном r ≤ r0 неравенство (61) остается справедливым в некоторой
окрестности точки z0, т. е. существует такая окрестность Q+

s r(z
0), что для всех ξ ∈

Q+
s r(z

0) выполняется неравенство

Φ(r, ξ) < θ0. (68)

Из неравенства (68) следует оценка (67) для всех ξ ∈ Q+
s r(z

0), а не только для точки
z0, т. е.

sup
ξ∈Q+

s r(z0)

1

ρn+2+2α

∫
Q′

ρ(ξ)

|u− uρ,z0 |2 dz ≤ c1‖u‖2
̂V (Q+

1 )
+ c2M

2
0 .

Таким образом, мы оценили полунорму (следовательно, и норму) функции u в про-
странстве L2,n+2+2α(Q+

sr(z
0); δ). В силу изоморфизма этого пространства простран-

ству Гельдера Cα(Q+
s r(z0); δ) заключаем, что решение u непрерывно по Гельдеру с

показателем α в окрестности точки z0, и справедлива оценка (10). �
Следствие 5.1. (Оценка сингулярного множества). Пусть

Σu =

⎧⎪⎨⎪⎩z0 ∈ Q+
1 ∪ Γ1 : lim inf

ρ→0

∫
Q′

ρ(z
0)

ρ−n(|∇u|2 + |u|2) dz > 0

⎫⎪⎬⎪⎭ .

Тогда R(u) = (Q+
1 ∪Γ1)\Σu — открытое относительно Q+

1 ∪Γ1 множество регуляр-
ных точек функции u. Замкнутое сингулярное множество Σu допускает оценку
dimH(Σu; δ) ≤ n.

Для доказательства следствия зафиксируем β ∈ (α, 1), где α— показатель из
условия (H8). Пусть

Σβ(u) =

⎧⎪⎨⎪⎩z0 ∈ Q+
1 ∪ Γ1 : lim inf

ρ→0
ρ−(n+2(1−β))

∫
Q′

ρ(z
0)

(|∇u|2 + |u|2) dz > 0

⎫⎪⎬⎪⎭ .

Предположим, что z0 ∈ Rβ(u) = (Q+
1 ∪ Γ1) \ Σβ(u). Тогда

lim inf
ρ→0

ρ−(n+2(1−β))

∫
Q′

ρ(z
0)

(|∇u|2 + |u|2) dz = 0.

Из этого соотношения и неравенства Пуанкаре следует, что Φ(ρ, z0) → 0 для
некоторой последовательности ρ → 0. Это означает, что в точке z0 выполнено
условие (61) при некотором r ≤ r0, т. е. z0 — регулярная точка. Таким образом,
множество Rβ(u) открыто относительно Q+

1 ∪ Γ1, а множество Σβ(u) замкнуто, и
Hn+2(1−β)(Σβ(u); δ) = 0. Заметим, что замкнутое множество Σ(u) = ∩

β∈(α, 1)
Σβ(u)

допускает оценку dimH(Σu; δ) ≤ n, где размерность Хаусдорфа множестваD ⊂ Rn+1

в параболической метрике δ определяется как

dimH(D; δ) = inf{κ ≥ 0 : Hκ(D; δ) = 0}. �
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Доказательство теоремы 2.2. Схема доказательства та же, что использо-
валась для доказательства теоремы 2.1. В этом случае для функции Φ(r, z0) мы
получаем оценку вида (55), в которой отсутствует слагаемое, содержащее функцию
ω(·). Точнее, справедливо неравенство

Φ(ρ, z0) ≤ c
( ρ
R

)2β
Φ(2R, z0) + c

(
R

ρ

)n+2

{ε+ Cε q∗(2R) +R2(1−β)}Φ(2R, z0).

Анализируя далее доказательство теоремы 2.1, заключаем, что в данном случае
можно так выбрать параметры τ , ε, r0, что в любой точке z0 будут выполняться
неравенства (64), (66). Из сказанного следует, что все точки множества Q+

s , s < 1,
будут регулярными, и оценка (11) справедлива на всем множестве Q+

s . �
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We consider quasilinear parabolic systems of equations with nondiagonal principal matrices.
The oblique derivative of a solution is defined on the flat part of the lateral surface of a
parabolic cylinder. We do not assume smoothness of the principal matrix and the boundary
functions in the time variable and prove partial Hölder continuity of a weak solution near
the flat part of the lateral surface of the cylinder. Hölder continuity of weak solutions to the
correspondent linear problem is stated. A modification of the A(t)-caloric approximation
method is applied to study regularity of weak solutions.
Keywords: parabolic systems, nonlinearity, regularity, oblique derivative.
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17. Arkhipova A., Stará J., “Regularity of weak solutions to linear and quasilinear parabolic sys-
tems of non divergence type with non smooth in time principal matrix: A(t)-caloric method”, Forum
Mathematicum 29(5), 1039–1064 (2017).
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