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В работе строятся так называемые кольца сходимости кольца целых многомерного
локального поля. Кольцо сходимости— это подкольцо кольца целых, обладающее тем
свойством, что любой степенной ряд с коэффициентами из подкольца сходится при
подстановке вместо переменной произвольного элемента максимального идеала. Вы-
водятся свойства колец сходимости и явная формула для их построения. Заметим,
что многомерный случай принципиально отличается от случая классического (одно-
мерного) локального поля, где кольцом сходимости является все кольцо целых. Да-
лее рассматривается многомерное локальное поле с нулевой характеристикой предпо-
следнего поля вычетов. Для каждого кольца сходимости такого поля вводится гомо-
морфизм, позволяющий по степенному ряду с коэффициентами из кольца построить
формальную группу над тем же кольцом с логарифмом, имеющем коэффициенты из
поля, причем для коэффициентов задается явная формула. Кроме того, по изогении
с коэффициентами из кольца сходимости строится обобщение понятия формальной
группы Любина—Тейта над этим кольцом, а также изучаются эндоморфизмы дан-
ных формальных групп и выводится критерий их изоморфизма. Доказывается взаим-
но однозначное соответствие между формальными группами, созданными с помощью
кольцевого гомоморфизма и с помощью изогении. Также для любого конечного расши-
рения многомерного локального поля с нулевой характеристикой предпоследнего поля
вычетов рассматривается группа точек, порожденная соответствующей формальной
группой Любина—Тейта.
Ключевые слова: многомерные локальные поля, формальные группы Любина—Тейта,
сходимость степенных рядов.

1. Многомерные локальные поля и их топология. Формальные группы
над кольцом целых классического локального поля (в частности, группы Любина—
Тейта) не только широко применимы, но и допускают различные модификации (см.
[1–3]). Однако при обобщении результатов на многомерный случай (см. [4–6]) су-
щественным оказывается факт, что степенной ряд с коэффициентами из кольца
целых, вообще говоря, не сходится при подстановке вместо переменной элемента из
максимального идеала. В [7] установлено, при каком необходимом и достаточном
условии на подмножество кольца целых сходятся всевозможные ряды, коэффици-
енты которых принадлежат данному подмножеству. Мы построим и изучим кольца
с соответствующим свойством, объединение которых дает все кольцо целых.
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Приведем уже известные результаты, которые будут использованы далее (по-
дробнее о многомерных локальных полях см. [7–11]).

Прежде всего, напомним, что структура n-мерного локального поля на K —
это цепочка полей K(n) = K, K(n−1), . . . , K(1), K(0), где K(i) — полное дискретно
нормированное поле с полем вычетов K(i−1), i = 1, . . . , n, причем K(0) конечно.

Пусть K — n-мерное локальное поле, (t1, . . . , tn)— система его локальных пара-
метров, vK = v = (v(1), . . . , v(n))—многомерное нормирование, OK = O—кольцо
целых, а ℘K = ℘—максимальный идеал этого кольца.

Для поля F , полного относительно дискретного нормирования w, положим

F{{t}} =

{ ∞∑
i=−∞

cit
i : ci ∈ F, w(ci) ≥ c > −∞, w(ci)

i→−∞−→ ∞
}
.

Множество F{{t}} является полем относительно стандартных операций. Пусть

v

( ∞∑
i=−∞

cit
i

)
= min

i
w(ci).

Тогда v—дискретное нормирование на F{{t}}, и F{{t}} превращается в полное поле
с полем вычетов F ((t)). Таким образом, если F — (n− 1)-мерное локальное поле, то
F{{t}}— n-мерное локальное поле.

В работе [12] доказана следующая структурная теорема.

Теорема 1.1. Пусть K = K(n)— n-мерное локальное поле.

1. Если charK = p, то K ≈ Fq((t1)) . . . ((tn)), где Fq — конечное поле из q элементов.

2. Если charK(m−1) = p, charK(m) = 0, 2 ≤ m ≤ n, то K изоморфно конечному
вполне разветвленному расширению поля

k{{t1}} . . . {{tm−1}}((tm+1)) . . . ((tn)),

где k— классическое локальное поле (конечное расширение поля Qp). Кроме того,
K имеет конечное расширение подобного вида.

3. Если charK(1) = 0, charK(0) = p, то K ≈ k((t2)) . . . ((tn)), где k = K(1)— класси-
ческое локальное поле.

Топология многомерного локального поля подробно описана в [13]. Заметим,
что она учитывает топологии полей вычетов. Структурная теорема позволяет в ин-
тересующих нас вопросах ограничиться так называемыми стандартными полями:
K = k((t2)) . . . ((tn)) (случай нулевой характеристики поля K1, подробно разобран-
ный в [5]), K = Fq((t1)) . . . ((tn)) (многомерное локальное поле положительной ха-
рактеристики) или

K = k{{t1}} . . . {{tm−1}}((tm+1)) . . . ((tn)),

где k—классическое локальное поле нулевой характеристики, а в качестве tm взяли
униформизующую поля k. Первый вариант можно считать частным случаем тре-
тьего при m = 1, второй— при m = 1 и одномерном поле k характеристики p (то
есть, k = Fq((t1))).
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Теперь сформулируем доказанный в [7] критерий для подмножества кольца це-
лых многомерного локального поля, позволяющий гарантировать сходимость все-
возможных рядов, коэффициенты которых принадлежат данному подмножеству.
В [13] он был применен к исследованию сходимости степенных рядов и бесконечных
произведений, в виде которых, в частности, можно задавать элементы многомерного
локального поля.

Пусть B — полная система представителей в k элементов последнего поля вы-
четов K. Тогда любое a ∈ K однозначно представляется в виде

a =
∑

rn≥wn(a)

∑
rn−1≥wn−1(arn )

· · ·
∑

r1≥w1(ar2)

artr11 . . . trnn , ar ∈ B.

Здесь ws(a
rs+1)—наименьшая степень ts, имеющая ненулевой коэффициент, т. е. для

s ≥ m имеем ws = vK(s) . Однако при s < m множество B((t1)) . . . ((ts)) не является
полем, а соответствующие величины— нормированиями.

Обозначим rs = (rs, . . . , rn), 1 ≤ s ≤ n. Для элемента a, формально заданного
как

a =
∑
r

artr11 . . . trnn ,

при фиксированном rs под ars будем подразумевать коэффициент при trss . . . trnn , т. е.

ars =
∑
rs−1

· · ·
∑
r1

artr11 . . . t
rs−1

s−1 .

Пусть A—некоторое подмножество поля K. Тогда все ряды

c(X) =
∑
m≥1

cmX
m

с коэффициентами из A сходятся при подстановке вместоX произвольного элемента
максимального идеала ℘ в том и только в том случае, когда выполнена следующая
совокупность условий:

inf
a∈A

wn(a) = In > −∞;

для любого s = n− 1, . . . , 1 при всех rs+1 имеем

inf
a∈A

ws(a
rs+1) = Is(rs+1) > −∞.

Заметим, что все кольцо целых поля K не обладает нужным свойством— на-
пример, для n = 2 ряд

∑
m≥0 t2t

−m
1 Xm расходится при X = t1.

Докажем следующее важное утверждение.

Теорема 1.2. Кольца вида

A =

⎧⎨⎩a =
∑

rn≥In

∑
rn−1≥In−1(rn)

· · ·
∑

r1≥I1(r2,...,rn)

artr11 . . . trnn , ar ∈ B

⎫⎬⎭ ,
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где Is(is+1) + Is(js+1) = Is(is+1 + js+1), Is(0, . . . , 0) = 0, обладают тем свойством,
что все ряды

c(X) =
∑
m≥1

cmX
m

с коэффициентами cm ∈ A сходятся при подстановке вместо X произвольного
элемента максимального идеала ℘. Будем называть эти кольца кольцами сходи-
мости. По любому набору

lks ∈ N ∪ {0}, 1 ≤ k ≤ s ≤ n,

можно построить некоторое кольцо сходимости, причем B ⊂ A и A имеет обра-
зующие вида trnn . . . tr11 , rs ∈ Z.

Доказательство. Выберем B, содержащее 0 и 1, и будем искать кольцо A
такое, что все ряды

c(X) =
∑
m≥1

cmX
m

с коэффициентами из A сходятся при подстановке вместоX произвольного элемента
максимального идеала ℘, причем B ⊂ A и A имеет образующие вида trnn . . . tr11 ,
rs ∈ Z.

Поскольку trnn . . . t
rs+1

s+1 ∈ A можно записать как trnn . . . t
rs+1

s+1 t
0
s ∈ A, получаем

Is(rs+1, . . . , rn) ≤ 0 при всех подходящих rs+1, . . . , rn.
При условии trnn . . . tr11 ∈ A по мультипликативной замкнутости верно

tkrnn . . . tkr11 ∈ A всех натуральных k. Поэтому kIn ≥ In и In ≥ 0. Аналогично при 1 ≤
s ≤ n− 1 получаем kIs(0, . . . , 0) ≥ Is(0, . . . , 0). Следовательно, In = 0, Is(0, . . . , 0) = 0
для 1 ≤ s ≤ n− 1 .

Условие 1 > I1(0, . . . , 0) = 0 дает t1 ∈ A, а из 1 > I2(0, . . . , 0) = 0 следует
t2t

−l12
1 ∈ A, l12 = −I1(1, 0, . . . , 0) ∈ N ∪ {0}. Продолжая процесс, получаем t̃s =

tst
−ls−1s

s−1 . . . t−l1s
1 ∈ A, где

aks = −Ik(−lk+1s, . . . ,−ls−1s, 1, 0, . . . , 0) ∈ N ∪ {0}
при k < s, причем ls−1s = −Is−1(1, 0, . . . , 0).

Заметим, что по мультипликативности ts ∈ A, 1 ≤ s ≤ n, а также из

tinn . . . t
is+1

s+1 t
Is(is+1)
s ∈ A, tjnn . . . t

js+1

s+1 t
Is(js+1)
s ∈ A

следует tin+jn
n . . . t

is+1+js+1

s+1 t
Is(is+1+js+1)
s ∈ A, что дает

Is(is+1) + Is(js+1) ≥ Is(is+1 + js+1).

Итак,

A =

⎧⎨⎩a =
∑

rn≥In

∑
rn−1≥In−1(rn)

· · ·
∑

r1≥I1(r2,...,rn)

artr11 . . . trnn , ar ∈ B

⎫⎬⎭ ,

где
Is(is+1) + Is(js+1) ≥ Is(is+1 + js+1), Is(0, . . . , 0) = 0

(в частности, A содержится в кольце целых поля K).
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Положим Is(is+1 + js+1) = Is(is+1) + Is(js+1). В этом случае непосредственным
вычислением можно вывести рекуррентную формулу

Is(rs+1) = −lss+1(rs+1 − Is+1(rs+2)) − · · · − lsn−1(rn−1 − In−1(rn)) − lsnrn,

где In−1(rn) = −ln−1nrn.
Индукцией можно получить также явную формулу

Is(rs+1) = −lss+1rs+1 − (lss+2 + lss+1ls+1s+2)rs+2 − · · · −
− (lsn + lss+1ls+1n + · · · + lsn−1ln−1n + lss+1ls+1s+2ls+2n + · · ·+

+ lss+1ls+1s+2 . . . ln−1n)rn.

Таким образом, любое tr11 . . . trnn ∈ A представляется в виде произведения фик-
сированных элементов из A в неотрицательных степенях:

tr11 . . . trnn = (tnt
−ln−1n
n−1 . . . t−l1n

1 )rn×
× (tn−1t

−ln−2n−1
n−2 . . . t

−l1n−1

1 )rn−1−In−1(rn) . . . (t2t
−l12
1 )r2−I2(r3,...,rn)t

r1−I1(r2,...,rn)
1 .

Следовательно, A = B[[t̃1, . . . , t̃n]], где t̃1 = t1, . . . , t̃n = tnt
−ln−1n
n−1 . . . t−l1n

1 , —
новые локальные параметры, лежащие в A.

Данные формулы позволяют также по любому набору

lks ∈ N ∪ {0}, 1 ≤ k ≤ s ≤ n,

построить функции Is(rs+1) со свойством

Is(is+1 + js+1) = Is(is+1) + Is(js+1),

а по ним — соответствующее кольцо сходимости.

2. Формальные группы Любина—Тейта над кольцами сходимости
(случай нулевой характеристики предпоследнего поля вычетов). Пусть те-
перь K —многомерное локальное поле с предпоследним полем вычетов характери-
стики ноль, т. е. K ≈ k((t2)) . . . ((tn)), где k = K(1) —классическое локальное поле
с униформизующей π. В этом случае кольца сходимости, введенные в предыдущем
пункте, имеют вид

A = Ok[[t̃2]] . . . [[t̃n]],

где t̃2 = t2π
−l12 , . . . , t̃n = tnt

−ln−1n
n−1 . . . t−l1n

1 .
Обозначим через σ эндоморфизм поля K, тождественный на k и действующий

по формуле (∑
r

arπr1 . . . trnn
)σ

=
∑
r

arπr1tr2q2 . . . trnqn .

Заметим, что в случае нулевой характеристики предпоследнего поля вычетов σ яв-
ляется кольцевым гомоморфизмом колец сходимости, т. е. переводит A в A.

Главный идеал B = (π) кольца A обладает следующими свойствами:

aσ ≡ aq mod B, p ∈ B,
1

π
B ⊂ A.

Для любого ряда g(X) =
∑

i≥1 aiX
i, ai ∈ A, положим gσ(X) =

∑
i≥1 a

σ
iX

i.
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При этих условиях применима функциональная лемма из работы Хазевинке-
ля [14].

Лемма 2.1. 1. Для любого ряда g(X) ∈ XA[[X ]] существует единственный
ряд λg(X) ∈ K[[X ]] такой, что λg(X) = g(X) + 1

πλ
σ
g (X

q), причем

F (X,Y ) = λ−1
g (λg(X) + λg(Y )) ∈ A[[X,Y ]].

При g(X) ≡ X mod deg 2 ряд F (X,Y ) является формальной группой, а λg(X)— ее
логарифмом.

2. Для любых λg1 (X), λg2(X) таких, что

λg1(X) = g1(X) +
1

π
λσg1 (X

q), λg2(X) = g2(X) +
1

π
λσg2 (X

q)

и первый коэффициент ряда g1(X) обратим, имеем

λ−1
g1 (λg2 (X)) ∈ A[[X ]].

3. Для любых g1(X), h(X) ∈ XA[[X ]] существует единственный ряд g2(X) ∈
XA[[X ]] такой, что λg1(h(X)) = λg2 (X).

4. Для любых α(X), β(X) ∈ A[[X ]] имеем

α(X) ≡ β(X) mod πs ⇔ λ(α(X)) ≡ λ(β(X)) mod πs.

5. Пусть G(X,Y )—произвольная формальная группа, а F (X,Y )—формальная
группа, логарифм которой удовлетворяет функциональному уравнению λg(X) =
g(X) + 1

πλ
σ
g (X

q). Тогда F и G изоморфны в том и только том случае, когда ло-
гарифм G удовлетворяет функциональному уравнению того же типа, причем в
этом случае изоморфизм строгий.

Непосредственным вычислением можно проверить следующее утверждение.

Предложение 2.2. Пусть g(X) = X +
∑

i>1 biX
i, λg(X) = X +

∑
i>1 ciX

i.
Тогда если q � i, то ci = bi, а если

qm | i, qm+1 � i,

то
ci = bi +

1

π
bσi/q +

1

π2
bσ

2

i/q2 · · ·+ 1

πm
bσ

m

i/qm .

Заметим, что λσg и πλg удовлетворяют функциональному уравнению одного ти-
па. Положим l(X) = (λσg )

−1(πλg(X)), где g(X) ≡ X mod deg 2. Тогда

l(X) ∈ A[[X ]], l(X) ≡ Xq mod B, l(X) ≡ πX mod deg 2.

Введем множество

Fπ = {f(X) ∈ A[[X ]] : f(X) ≡ Xq mod B, f(X) ≡ πX mod deg 2}.
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Аналогично случаю классической формальной группы Любина—Тейта (см.
[1, 15]) доказывается следующее утверждение.

Лемма 2.3. Для любых f(X), g(X) ∈ Fπ и α1, . . . , αs ∈ Ok существует един-
ственный ряд

F (X1, . . . , Xs) ∈ A[[X1, . . . , Xs]]

такой, что F (X1, . . . , Xs) ≡ α1X1 + · · ·+ αsXs mod deg 2 и

f(F (X1, . . . , Xs)) = F σ(g(X1), . . . , g(Xs)).

Следствие 2.3.1. Для любого f(X) ∈ Fπ существует единственная формаль-
ная группа Ff (X,Y ) над A, для которой f(X) ∈ Hom(F, F σ) (то есть, f ◦ Ff =
F σ
f ◦ f).

Определение 2.4. Формальную группу Ff , полученную таким образом, назо-
вем формальной группой Любина—Тейта над A, а f(X)— ее изогенией. Формаль-
ную группу F0, ассоциированную с

f0(X) = πX +Xq,

назовем базисной.

Следствие 2.4.1. Для любых f(X), g(X) ∈ Fπ и каждого α ∈ Ok существует
единственный ряд [α]f,g(X) ∈ A[[X ]] такой, что

[α]f,g(X) ≡ αX mod deg 2

и
[α]σf,g ◦ g = f ◦ [α]f,g.

При этом [α]f,g(X) ∈ Hom(Fg, Ff ).
Для соответствующих [α]f,g, [β]g,h верно [α]f,g◦[β]g,h = [αβ]f,h, а для [α]f,g, [β]f,g

имеем
[α]f,g +F [β]f,g = [α+ β]f,g,

где под ([α]f,g +F [β]f,g)(X) подразумевается Ff ([α]f,g(X), [β]f,g(X)).

Таким образом, отображение α → [α]f,g является вложением Ok в кольцо
Hom(Fg, Ff ).

Теорема 2.5. Формальные группы Любина—Тейта над A находятся во вза-
имно-однозначном соответствии с формальными группами, полученными приме-
нением леммы 2.1.

Доказательство. Уже было проверено, что для произвольного

g(X) ∈ XA[[X ]], g(X) ≡ X mod deg 2

имеем f(X) = (λσ)−1(πλ(X)) ∈ Fπ. Кроме того, f(X) ∈ HomA(F, F
σ). По единствен-

ности в лемме 2.3 формальная группа F (X,Y ) совпадает с Ff (X,Y ).
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Теперь выберем любое h(X) ∈ Fπ. По следствию леммы 2.3 существует

[1]f,h ∈ HomA(Fh, Ff ).

Но λ−1
f (λh(X)) ≡ X mod deg 2, причем λ−1

f (λh) ∈ HomA(Fh, Ff ). Значит, λh =
λ([1]f,h), что по лемме 2.1 дает λh = λg1 .

Замечание 2.5.1. Аналогично получаем, что [α](X) = λ−1(αλ(X)). Кроме то-
го, легко видеть, что формальные группы Любина—Тейта изоморфны над A тогда
и только тогда, когда их изогении принадлежат одному семейству Fπ.

Фиксируем A— кольцо сходимости поля K, и выберем Ff (X,Y )—формаль-
ную группу Любина—Тейта над A. Пусть L—конечное расширение K (в нашем
случае L = L1((T2)) . . . ((Tn)), где L1 — конечное расширение локального поля k и
vL(ts) = (0, . . . , es, . . . , 0)). Легко видеть, что A является также кольцом сходимости
для поля L.

Введем операции формального сложения элементов x, y ∈ ℘L, где ℘L —макси-
мальный идеал поля L: x+F y = Ff (x, y) и умножения элемента x ∈ ℘L на элемент
α ∈ Ok: α ·F x = [α]f (x).

Множество ℘L с данными операциями назовем группой точек (она имеет струк-
туру Ok-модуля). Таким образом, для колец описанного вида получено обобщение
понятий формальных групп Любина—Тейта и группы точек.

Заметим, что в случае классических (одномерных) локальных полей ситуация
гораздо проще. Там кольцом сходимости является все кольцо целых, что позволяет
строить бесконечные формальные суммы для различных типов формальных групп
и, в частности, вывести явную формулу для построения символа Гильберта (см. [1]
и [16]).
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In the work we construct so-called convergence rings for the ring of integers of a multidi-
mensional local field. The convergence ring is a sub-ring of the ring of integers having the
property that any power series with coefficients from the sub-ring converges when replacing
a variable on an arbitrary element of the maximum ideal. The properties of convergence
rings and an explicit formula for their construction are derived. Note that the multidi-
mensional case is fundamentally different from the case of the classical (one-dimensional)
local field, where the convergence ring is the whole ring of integers. Next, we consider a
multidimensional local field with zero characteristic of the penultimate residue field. For
each convergence ring of such a field, we introduce a homomorphism that allows for a
power series with coefficients from the ring to construct a formal group over the same ring
with a logarithm having coefficients from the field, and we give an explicit formula for the
coefficients. In addition, we constructe a generalization of the formal Lubin—Tate group
over this ring, study the endomorphisms of these formal groups and derive a criterion for
their isomorphism. We prove a one-to-one correspondence between formal groups created
by ring homomorphism and by isogeny. Also for any finite extension of a multidimensional
local field with zero characteristic of the penultimate residue field, we considere the point
group generated by the corresponding Lubin—Tate formal group.
Keywords: multidimensional local field, Lubin—Tate formal group, convergence of power
series.
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