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В настоящей работе предлагается исследовать одну из моделей дискретного аналога
задачи Реньи, известной под названием «задача о парковке». Пусть n, i—целые, n ≥ 0
и 0 ≤ i ≤ n− 1. На отрезок [0, n] будем помещать открытый интервал (i, i+1), где i—
случайная величина, с равной вероятностью принимающая значения 0, 1, 2, . . . , n − 1
для всех n ≥ 2. Если n < 2, то говорим, что интервал не помещается. После разме-
щения первого интервала образуются два свободных отрезка [0, i] и [i+ 1, n], которые
заполняются интервалами единичной длины по тому же правилу, независимо друг от
друга и т. д. По окончании процесса заполнения отрезка [0, n] единичными интервала-
ми между двумя любыми соседними интервалами расстояние будет не больше 1. Пусть
Xn обозначает количество разместившихся интервалов. В работе изучается асимпто-
тическое поведение моментов случайной величины Xn. В отличие от классического
случая для первых моментов удается установить точные выражения для моментов.
Ключевые слова: случайное заполнение, задача о парковке, асимптотическое поведение
моментов.

Введение. Задача случайного заполнения отрезка интервалами имеет давнюю
историю. Начало было положено в работе Реньи [1], опубликованной в 1958 году,
в которой он исследовал асимптотику среднего числа случайно размещенных ин-
тервалов единичной длины на отрезке, размер которого безгранично увеличивается.
Позднее в работах Дворецкого и Роббинса [2] и других авторов было продолжено
изучение свойств распределения числа разместившихся интервалов.

Первоначальная постановка задачи следующая. На отрезке [0, x], если x ≥ 1,
случайным образом размещается интервал единичной длины и занимает место
(t, t+ 1). Выражение «случайным образом» означает, что начало размещаемого ин-
тервала t является случайной величиной с равномерным законом распределения на
отрезке [0, x − 1]. После размещения первого интервала образуются два незанятых
отрезка [0, t] и [t+1, x], на которых в свою очередь располагаются единичные интер-
валы независимо друг от друга и также с равномерным законом распределения на
соответствующих отрезках. Этот процесс заполнения продолжается до тех пор, пока
все расстояния между размещенными единичными интервалами не станут меньше
единицы. Количество разместившихся интервалов обозначим Nx. Если x < 1, то
Nx = 0.

Нас интересуют свойства распределения случайной величины Nx, в частности,
изучается асимптотическое поведение математического ожидания и моментов более
старших порядков при увеличении длины отрезка [0, x].
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Эта постановка задачи в работе Реньи нашла следующую интерпретацию. На
улице длины x случайным образом паркуются автомобили единичной длины в со-
ответствии с описанным выше правилом. Тогда Nx обозначает количество запар-
кованных автомобилей. Эта интерпретация и дала название задаче как задача о
«парковке» («parking» problem).

В работе Реньи [1] было установлено, что

ENx = λx+ λ− 1 +O(x−n) (x −→ ∞) (1)

при любом n ≥ 1.
Реньи получил выражение для константы λ, значение которой выражено инте-

гралом

λ =

∞∫
0

e
−2

t∫

0

1−e−u

u du
dt ≈ 0.748. (2)

В работе Дворецкого и Роббинса [2] получено уточнение соотношения (1), а
также изучались моменты случайной величины Nx более старших порядков. Они
показали, что для математического ожидания справедливо соотношение

ENx = λx+ λ− 1 +O

((
2e

x

)(x− 3
2 )
)

(x −→ ∞), (3)

а для дисперсии доказано, что существует константа λ2 такая, что

DNx = λ2x+ λ2 +O

((
4e

x

)(x−4)
)

(x −→ ∞). (4)

В работах [3–7] изучались более общие постановки задачи, когда размещаемые
интервалы могли, в свою очередь, иметь случайную длину или их случайное распо-
ложение отличалось от равномерного.

В последнее время интерес к задаче о парковке возобновился. Появились рабо-
ты, например [8] и [9], в которых рассматриваются дискретные аналоги этой задачи.

В настоящей работе изучается одна из моделей дискретного аналога задачи
о парковке, которую авторы назвали задачей об эгоистичной парковке.

Основные результаты. Пусть n, i—целые, n ≥ 0 и 0 ≤ i ≤ n− 1.
На отрезок [0, n] будем помещать открытый интервал единичной длины (i, i +

1), где i— случайная величина, с равной вероятностью принимающая значения
0, 1, 2, . . . , n − 1 для всех n ≥ 2. Если n < 2, то говорим, что интервал не поме-
щается. После размещения первого интервала образуются два свободных отрезка
[0, i] и [i + 1, n], которые заполняются интервалами единичной длины по тому же
правилу, и т. д.

Интерпретацию этого процесса заполнения можно привести следующую. На
размеченной парковке случайным образом останавливаются автомобили одинако-
вой длины, причем каждый следующий автомобиль останавливается так, что хотя
бы с одной стороны у него сразу после его парковки остается свободное парковочное
место. В частности, если место (n− 2, n− 1) в какой-то момент оказалось занятым,
а место (n − 1, n), находящееся на краю, еще свободно, то в дальнейшем на это

550 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2018. Т. 5 (63). Вып. 4



место автомобиль запарковать нельзя. При этом очередной автомобиль может при-
парковаться так, что какой-то ранее запаркованный автомобиль окажется заблоки-
рованным, то есть рядом с ранее остановившимся автомобилем парковочные места
окажутся занятыми. Это и объясняет появление в названии модели определения
«эгоистичный».

По окончании процесса заполнения отрезка [0, n] единичными интервалами
между двумя любыми соседними интервалами расстояние будет не больше 1.

Пусть Xn обозначает количество разместившихся единичных интервалов. Нас
будут интересовать прежде всего моменты случайной величины Xn.

Теорема. Для описанной выше модели

EXn =
2n− 1

3
при n ≥ 2 и EXn = 0 при n < 2, (5)

DXn =
n+ 1

45
при n ≥ 4, DX3 =

2

9
и DXn = 0 при n < 3, (6)

E(Xn − EXn)
3 = −n+ 11

135
при n ≥ 4. (7)

Доказательство. Введем обозначениеXn,i — количество разместившихся еди-
ничных интервалов на отрезке [0, n] при условии, что первый интервал занял место
(i, i+ 1).

Тогда верно равенство

Xn,i = Xi +Xn−i−1 + 1, (8)

где Xi, Xn−i+1 —независимые случайные величины.
Пусть En = EXn. Учитывая, что i— случайная величина, с равными вероятно-

стями принимающая значения 0, 1, 2, . . . , n− 1, получаем из (8) соотношение

En =
1

n

n−1∑
i=0

Ei +
1

n

n−1∑
i=0

En−i−1 + 1

или

En =
2

n

n−1∑
i=0

Ei + 1. (9)

Поскольку
P (X0 = 0) = P (X1 = 0) = 1, P (X2 = 1) = 1

и
P (X3 = 1) = 1− P (X3 = 2) =

1

3
,

то для первых значений n имеем

E0 = E1 = 0, E2 = 1 и E3 =
5

3
. (10)

Найдем решение для соотношения (9) с начальными условиями (10).
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Используя обозначение

Sn =
n∑
i=0

Ei,

равенство (9) можно представить как

Sn − Sn−1 = 1 +
2

n
Sn−1

или
Sn = 1 +

2 + n

n
Sn−1.

Последнее равенство нам удобнее записать в следующем виде:

Sn+1 = 1 +
n+ 3

n+ 1
Sn. (11)

Пусть

cn =
n+ 3

n+ 1
и pn =

n∏
i=1

ci.

Тогда из (11) получаем

Sn+1 = 1 + cnSn = 1 + cn(1 + cn−1Sn−1) = · · · = 1 + cn(1 + · · · c3(1 + c2S2) · · · ).

Поскольку S2 = 1, то

Sn+1 = 1 + cn + cncn−1 + · · ·+
n∏
i=2

ci =
pn
pn

+
pn
pn−1

+ · · ·+ pn
p1
.

Таким образом,

Sn+1 =

n∑
i=1

pn
pi
. (12)

Из равенств (12) и En = Sn − Sn−1 следуют соотношения

En =
n−1∑
i=1

pn−1

pi
−
n−2∑
i=1

pn−2

pi
=
pn−1

pn−1
+
n−2∑
i=1

pn−1 − pn−2

pi
.

Заметим, что

pn =

n∏
i=1

i+ 3

i+ 1
=

(n+ 3)(n+ 2)

6
,

из чего следует равенство

pn−1 − pn−2 =
n+ 1

3
.

Учитывая последние соотношения для pn, при всех n ≥ 2 получаем

En = 1 +
n+ 1

3

n−2∑
i=1

1

pi
= 1 +

n+ 1

3

n−2∑
i=1

6

(i+ 3)(i + 2)
=
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= 1 + 2(n+ 1)

n−2∑
i=1

(
1

i+ 2
− 1

i+ 3

)
== 1 + 2(n+ 1)

(
1

3
− 1

n+ 1

)
=

2n− 1

3
.

Поскольку E2 = 1, то утверждение (5) окончательно доказано.

Далее обозначим через Sn,k = E(Xn − EXn)
k центральный момент порядка k

случайной величины Xn, где k—целое неотрицательное число. Заметим, что

2i− 1

3
+

2(n− i− 1)− 1

3
=

2n− 1

3
− 1.

Следовательно, учитывая равенство (8) и независимость в этом равенстве случай-
ных величин Xi и Xn−i−1, получаем

Sn,k = E(Xn − En)
k = E

(
Xn − 2n− 1

3

)k
=

=
1

n

n∑
i=1

k∑
j=0

CjkE(Xi−1−EXi−1)
jE(Xn−i−EXn−i)k−j =

1

n

n∑
i=1

k∑
j=0

CjkSi−1,jSn−i,k−j .

Для k = 0, 1, 2, 3 последнее равенство выглядит следующим образом:

Sn,0 = 1, Sn,1 = 0,

Sn,2 =
2

n

n−1∑
i=0

Si,2, Sn,3 =
2

n

n−1∑
i=0

Si,3.

Отметим, что если k > 0, то S0,k = S1,k = S2,k = 0. Решим соотношение

Zn =
2

n

n−1∑
i=0

Zi (13)

при начальных условиях

Z0 = Z1 = Z2 = 0 и Z3 = c. (14)

Применяя обозначение Tn =
n∑
i−0

Zi, получаем

Tn − Tn−1 =
2

n
Tn−1

или
Tn =

2 + n

n
Tn−1 =

2 + n

n

1 + n

n− 1
Tn−2 = · · · = (2 + n)(1 + n)

20
T3.

Тогда

Zn = Tn − Tn−1 =

(
(2 + n)(1 + n)

20
− (1 + n)n

20

)
T3 =

1 + n

10
T3 =

1 + n

10
Z3 = c.

Применив этот результат к Sn,2 и Sn,3, получаем

Sn,2 =
n+ 1

10
S3,2 (15)
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и
Sn,3 =

n+ 1

10
S3,3. (16)

Величины S3,2 и S3,3 вычисляются непосредственно, поскольку мы знаем закон
распределения случайной величины X3:

S3,2 =
2

9
, S3,3 = − 2

27
.

Подставляя эти значения в (15) и (16), получаем (6) и (7).
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The problem of selfish parking
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In this paper, we propose to investigate one of the models of the discrete analogue of the
Renyi problem known as the “parking problem”. Let n, i be integers, n ≥ 0 and 0 ≤ i ≤ n−1.
On the segment [0, n] we will place an open interval (i, i+1), where i is a random variable
with equal probability taking the values 0, 1, 2 . . . , n− 1 for all n ≥ 2. If n < 2, then we say
that the interval does not fit. After placing the first interval, two free segments [0, i] and
[i + 1, n], are formed, which are filled with intervals of unit length according to the same
rule, independently of each other, etc. At the end of the process of filling the segment [0, n]
with single intervals, between any two adjacent intervals the distance will not exceed 1. Let
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Xn denote the number of placed intervals. We study the asymptotic behavior of moments
of a random variable Xn. Unlike the classical case, for the first moments it is possible to
establish exact expressions for the moments.
Keywords: random fill, the problem of parking, asymptotic behaviour of moments.
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