
УДК 519.214 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2018. Т. 5 (63). Вып. 4
MSC 60-03, 62-03

К истории Санкт-Петербургской школы
теории вероятностей и математической статистики.
III. Распределения функционалов от процессов,
стохастическая геометрия и экстремумы∗

А.Н.Бородин1,2, Ю.А.Давыдов1, В. Б. Невзоров1
1 Санкт-Петербургский государственный университет,
Российская Федерация, 199034, Санкт-Петербург, Университетская наб., 7–9

2 Санкт-Петербургское отделение Математического института РАН,
Российская Федерация, 191023, Санкт-Петербург, наб. реки Фонтанки, 27

Для цитирования: Бородин А.Н., Давыдов Ю.А., Невзоров В. Б. К истории Санкт-Пе-
тербургской школы теории вероятностей и математической статистики. III. Распределения
функционалов от процессов, стохастическая геометрия и экстремумы // Вестник Санкт-
Петербургского университета. Математика. Механика. Астрономия. 2018. Т. 5 (63). Вып. 4.
С. 572–596. https://doi.org/10.21638/11701/spbu01.2018.404

Третья статья из серии обзоров о научных достижениях Ленинградской—Санкт-Пе-
тербургской школы теории вероятностей и математической статистики в период с 1947
по 2017 г. посвящена работам в области изучения функционалов от случайных процес-
сов, некоторым задачам стохастической геометрии и вопросам, связанным с упорядо-
ченными системами случайных величин. В первых разделах статьи речь идет о зада-
чах вычисления распределений различных функционалов от броуновского движения и
рассматриваются так называемые принципы инвариантности для броуновских локаль-
ных времен и случайных блужданий. Вторая часть посвященa предельным теоремам
для слабозависимых случайных величин и локальным предельным теоремам для сто-
хастических функционалов. Там же рассказывается о методе расслоений и локальном
принципе инвариантности. Рассматривается также асимптотическое поведение выпук-
лых оболочек случайных выборок при растущем объеме и предельные теоремы для
случайных зонотопов. Объясняется важная связь между точечными пуассоновскими
процессами и устойчивыми распределениями. В заключительной части приводится
обширная информация об исследованиях, связанных с изучением упорядоченных си-
стем случайных величин. Детально рассмотрены максимумы последовательных сумм,
порядковые статистики и рекордные величины.
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и выпуклых оболочек, порядковые статистики, экстремумы, рекорды.

Данная статья продолжает серию обзоров, посвященных достижениям Ленин-
градской и Санкт-Петербургской школы теории вероятностей и математической ста-
тистики (см. [1, 2]). Разделы 1 и 2 подготовлены А. Н. Бородиным, разделы 3–5—
Ю. А. Давыдовым, a раздел 6 — В. Б. Невзоровым.
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1. Распределения функционалов от броуновского движения. 1.1. Рас-
пределения функционалов от броуновского движения, остановленно-
го в момент, обратный к интегральному функционалу. Основу теории
распределений функционалов от броуновского движения составили результаты
А. Н. Колмогорова [3] и М. Каца [4]. В 1931 г. появились знаменитые прямое и обрат-
ное уравнения Колмогорова. Толчком для появления вероятностных представлений
для решений параболических уравнений при наличии потенциала послужил резуль-
тат из диссертации нобелевского лауреата по физике Р. Фейнмана. Он дал описание
волновых функций, которые являются решениями уравнения Шредингера, через
континуальные интегралы. В свою очередь, М. Кац увидел в этом результате анало-
гию с теорией распределений интегральных функционалов от броуновского движе-
ния и заложил основы теории распределений функционалов от броуновского движе-
ния. Близкий к излагаемому в данном обзоре материал, связанный с распределением
функционалов от броуновского движения, был изложен в монографии А. Н. Боро-
дина и И. А. Ибрагимова [5]. Приведенные ниже результаты взяты из монографии
А. Н. Бородина [6]. Огромный набор явных формул распределений различных функ-
ционалов от броуновского движения можно найти в [7].

Пусть W (s), s ≥ 0, — процесс броуновского движения. Рассмотрим интеграль-
ный функционал

∫ t
0 g(W (s)) ds, t > 0, где g —неотрицательная кусочно непрерывная

функция, не равная нулю тождественно. Для определенности полагаем, что в точках
разрыва она принимает значения правосторонних пределов (g(z) = g(z + 0)).

Хорошо известно, что∫ ∞

0

g(W (s)) ds = ∞ п. н. (1)

Рассмотрим метод вычисления распределений функционалов от процесса броунов-
ского движения, остановленного в момент, обратный к интегральному функцио-
налу. Этот момент определяется по формуле

ν(t) := min
{
s :

∫ s

0

g(W (v)) dv = t
}
, t ≥ 0.

В силу (1) для броуновского движения этот момент с вероятностью единица коне-
чен. Он является моментом остановки относительно потока σ-алгебр {Ft, t ≥ 0},
порожденных броуновским движением: Ft = σ(W (v), 0 ≤ v ≤ t). Возможно, что
ν(0+) > 0.

Пусть τ — случайный момент времени, не зависящий от броуновского движе-
нияW и имеющий экспоненциальное распределение: плотность этого распределения
имеет вид

d

dt
P(τ < t) = λe−λt1[0,∞)(t), λ > 0.

Рассмотрение момента τ вместо t соответствует преобразованиюЛапласа по t с пара-
метром λ. При решении задач теории распределений функционалов от броуновского
процесса, рассмотренного до момента времени t, такое преобразование Лапласа поз-
воляет избежать появления уравнений в частных производных. В связи с этим все
основополагающие результаты выводятся для момента τ вместо t. Для того чтобы
получить соответствующее распределение для фиксированного момента t, нужно
в полученном выражении для τ обратить преобразование Лапласа по λ. Объясне-
ние этому см. в [6, гл. III]. Там же изложен общий подход к задачам вычисления
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распределений функционалов от броуновского движения. В [6, гл. IV] этот подход
распространен на диффузионные процессы.

Следующий результат является ключевым для вычисления распределений
функционалов от броуновского движения, остановленного в момент, обратный к ин-
тегральному функционалу.

Теорема 1.1. Пусть Φ(x), f(x), x ∈ R, — кусочно непрерывные функции. Пред-
положим, что f ≥ 0, а Φ ограничена. Тогда функция

Uν(x) = Ex

{
Φ(W (ν(τ))) exp

(
−
∫ ν(τ)

0

f(W (s)) ds
)}

является единственным непрерывным ограниченным решением уравнения

1

2
U ′′(x)− (λg(x) + f(x))U(x) = −λg(x)Φ(x), x ∈ R. (2)

Для кусочно непрерывных функций g(x), f(x) и Φ(x), x ∈ R, уравнение (2)
надо понимать следующим образом: оно имеет место во всех точках непрерывности
функций g(x), f(x) и Φ(x), а в точках разрыва функций g(x), f(x) и Φ(x) его решение
непрерывно вместе с первой производной.

Уравнение (2) имеет только одно ограниченное решение в R. Это следует из
того, что у соответствующего однородного уравнения нет ограниченных решений
на всей прямой.

1.2. Распределения функционалов от броуновского движения, оста-
новленного в момент, обратный к размаху. Размахом процесса будем назы-
вать разность между его максимальным и минимальным значениями на конечном
интервале времени. Рассмотрим результаты, позволяющие вычислять распределе-
ния некоторых функционалов от процесса броуновского движения, остановленного
в момент, обратный к размаху броуновского движения W (s), s ∈ [0,∞).

Пусть
θv = min

{
t : sup

0≤s≤t
W (s)− inf

0≤s≤t
W (s) = v

}
—первый момент, когда размах процесса W достигает заданного значения v > 0.
Момент остановки θv называетсямоментом, обратным к размаху броуновского дви-
жения.

Оказывается, что задача о вычислении распределений функционалов от бро-
уновского движения, остановленного в момент θv, который является обратным к раз-
маху процесса W , может быть трансформирована в задачу о вычислении распре-
делений таких же функционалов от процесса W , остановленного в момент первого
выхода из конечного интервала, т. е. в момент Ha,b = min{s : W (s) �∈ (a, b)}. Этот
факт является основополагающим при доказательстве многих результатов о распре-
делении функционалов, в которых присутствует момент θv.

Рассмотрим задачу о распределении интегральных функционалов

A(t) :=

∫ t

0

f(W (s)) ds,

когда вместо t берется момент θv.
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Следующий результат является ключевым для вычисления условных распреде-
лений функционала A(t) для момента θv при условии W (θv) = z.

Для кусочно непрерывной неотрицательной функции f(x), x ∈ R,

d

dz
Ex
{
e−A(θv);W (θv) < z

}
=

=

{
d
dvEx

{
e−A(Hz,z+v);W (Hz,z+v) = z

}
при x− v < z < x,

d
dvEx

{
e−A(Hz−v,z);W (Hz−v,z) = z

}
при x < z < x+ v.

(3)

Правую часть (3) можно выразить через фундаментальные решения ψ(x) и ϕ(x)
уравнения

1

2
φ′′(x)− f(x)φ(x) = 0, x ∈ R.

Положим w := ψ′(x)ϕ(x)− ψ(x)ϕ′(x)—вронскиан, который является неотрица-
тельной постоянной величиной. Определим

ρ(x, y) := ψ(x)ϕ(y) − ψ(y)ϕ(x).

Тогда

d

dz
Ex
{
e−A(θv);W (θv) < z

}
=

{
wρ(x,z)
ρ2(z+v,z) , x− v < z ≤ x,
wρ(z,x)
ρ2(z,z−v) , x ≤ z < x+ v.

В результате для произвольной кусочно непрерывной функции Φ(z) имеем

Ex
{
Φ(W (θv)) e

−A(θv)
}
= w

∫ x+v

x

Φ(z)ρ(z, x) + Φ(z − v)ρ(x, z − v)

ρ2(z, z − v)
dz.

1.3. Распределения функционалов от броуновского локального вре-
мени в экспоненциальный момент времени. Рассмотрим вопрос о том, как
вычислять распределения функционалов от броуновского локального времени:

�(t, x) := lim
δ↓0

lim
ε↓0

1

δ + ε

∫ t

0

1[x−δ,x+ε)(W (s))ds п. н.

Интегральный функционал от броуновского локального времени по пространствен-
ной переменной имеет вид

B(t) :=

∫ ∞

−∞
f(�(t, y)) dy,

где f(v), v ∈ [0,∞), — некоторая неотрицательная кусочно непрерывная функция,
f(0) = 0. В силу того, что носитель локального времени ограничен, этот интеграл ко-
нечен. Для преобразования Лапласа распределения такого функционала получены
явные формулы, выраженные в терминах решений дифференциальных уравнений
второго порядка, удовлетворяющих некоторым граничным условиям.

Имея выражения для преобразований Лапласа распределений неотрицательных
интегральных функционалов от процесса, можно вычислять распределения функци-
оналов типа супремума. Так, например, для вычисления супремума произвольного
непрерывного процесса X(y), y ∈ [a, b], можно воспользоваться соотношением

P
(

sup
a≤y≤b

X(y) ≤ h
)
= lim

γ→∞E exp
(
− γ

∫ b

a

1(h,∞)(X(y)) dy
)
.

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2018. Т. 5 (63). Вып. 4 575



Как уже отмечалось, вычисление распределений функционалов в фиксирован-
ный момент времени t сводится к вычислению распределений таких же функци-
оналов, остановленных в случайный момент времени τ , который не зависит от
броуновского движения W и имеет экспоненциальное распределение с параметром
λ > 0. Тем самым, основным результатом для вычисления совместных распреде-
лений функционала B(t) и супремума броуновского локального времени является
следующая теорема.

Теорема 1.2. Пусть f(v), v ∈ [0, h], — неотрицательная кусочно непрерывная
функция, удовлетворяющая условию f(0) = 0. Тогда

Ex

[
exp
(
−
∫ ∞

−∞
f(�(τ, y)) dy

)
; sup
y∈R

�(τ, y) < h
]
= 2λ

∫ h

0

R(v)Q(v) dv,

где для v ∈ [0, h] функции R и Q являются единственными ограниченными непре-
рывными решениями задачи

2vR′′(v) − (λv + f(v))R(v) = 0, R(0) = 1, (4)
2vQ′′(v) + 2Q′(v)− (λv + f(v))Q(v) = −R(v), (5)
R(h) = 0, Q(h) = 0. (6)

В случае h = ∞ граничные условия (6) должны быть заменены следующими:

lim sup
v→∞

ev
√
λ/2R(v) < ∞, lim sup

v→∞
ev
√
λ/2Q(v) <∞.

Для кусочно непрерывной функции f уравнения (4), (5) должны пониматься
точно так же, как уравнение (2).

Пусть Il(x), x ∈ R, — модифицированные функции Бесселя порядка l.
Из теоремы 1.2 можно вывести, что при h ≥ 0

P
(
sup
y∈R

�(τ, y) ≥ h
)
=

4h
√
2λ eh

√
2λI1(h

√
λ/2)

(eh
√
2λ − 1)2I0(h

√
λ/2)

. (7)

В силу пространственной однородности броуновского движения, вероятность
(7) не зависит от начального значения броуновского процесса.

Рассмотрим асимптотическое поведение локального времени �(t, x) при боль-
ших значениях t. Приводимое ниже утверждение можно в нестрогой форме сфор-
мулировать так: при t→ ∞ основная составляющая скорости роста экстремальных
значений почти всех траекторий процесса броуновского локального времени являет-
ся неслучайной функцией, которая имеет вид

√
2t log log t. Утверждения подобного

типа объединяются общим названием закон повторного логарифма. Предположим
для определенности, что W (0) = 0, хотя, как следует из доказательства, начальное
значение броуновского движения роли не играет.

С вероятностью единица

lim sup
t→∞

�(t, 0)√
2t log log t

= lim sup
t→∞

supx∈R �(t, x)√
2t log log t

= 1.

Следующий результат утверждает, что функция

h(t) :=
√
2t log(1/t), 0 < t < e−1,
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является равномерным по x точным модулем непрерывности броуновского локаль-
ного времени �(t, x) по переменной t.

Для любого T > 0 с вероятностью единица

lim sup
Δ↓0

1√
2Δ log(1/Δ)

sup
(t,x)∈[0,T ]×R

(�(t+Δ, x)− �(t, x)) = 1.

Принципиальное отличие модуля непрерывности по переменной x от модуля
непрерывности по переменной t заключается в том, что он является случайной ве-
личиной. По порядку малости, однако, эти модули совпадают.

Для любого t > 0 с вероятностью единица

lim sup
Δ↓0

sup
x∈R

sup0≤s≤t |�(s, x+Δ)− �(s, x)|
2
√
(�(t, x) + �(t, x+Δ))Δ log 1/Δ

= 1. (8)

В формуле (8) под знаком корня стоит сумма

�(t, x) + �(t, x+Δ),

а не 2�(t, x). Это по сути обеспечивает выполнение требования, чтобы числитель
и знаменатель обращались в ноль одновременно, так как локальное время �(t, x)
может равняться нулю, в то время как �(t, x+Δ) уже нулем не будет.

2. Принцип инвариантности для случайных блужданий и локальных
времен. 2.1. Слабый принцип инвариантности для случайных блужда-
ний и локальных времен. Пусть νk, k = 0, 1, 2, . . . , — возвратное случайное блуж-
дание с единичной дисперсией, т. е. ν0 = 0, νk =

∑k
l=1 ξl, где ξl, l = 1, 2, . . . , — неза-

висимые одинаково распределенные случайные величины, Eξ1 = 0, Eξ21 = 1. Клас-
сический принцип инвариантности для случайного блуждания νk можно сформу-
лировать следующим образом.

По процессу броуновского движения W (t), t ≥ 0, при каждом фиксированном n
можно так построить последовательность случайных блужданий νnk , k = 0, 1, . . . , что
их конечномерные распределения совпадают с конечномерными распределениями
блуждания νk, k = 0, 1, . . . , а процесс Wn(t) := 1√

n
νn[nt] при любых ε > 0 и T > 0

удовлетворяет соотношению

lim
n→∞P

(
sup
t∈[0,T ]

|Wn(t)−W (t)| > ε
)
= 0. (9)

Здесь и далее [x] обозначает наибольшее целое число, не превосходящее x.
Не ограничивая общности, в качестве отрезка времени, на котором рассматрива-
ется процесс броуновского движения W , можно взять интервал [0, 1], т. е. положить
T = 1.

Укажем пространство функций, которому принадлежат процессыWn и процесс
W , и в котором меры, порожденные процессамиWn, будут сходиться к мере, порож-
денной броуновским процессомW . Это Br[0, 1]—пространство функций, определен-
ных на [0, 1], непрерывных справа, имеющих левосторонние пределы и допускающих
разрывы лишь в рациональных точках интервала [0, 1]. Наделенное равномерной
метрикой

ρ(x, y) := sup
t∈[0,1]

|x(t)− y(t)|
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пространство Br[0, 1] превращается в полное сепарабельное метрическое простран-
ство.

Поскольку равномерная сходимость по вероятности эквивалентна тому, что из
любой последовательности можно выбрать такую подпоследовательность, для ко-
торой будет иметь место равномерная сходимость с вероятностью единица, то из
(9) следует, что для любого непрерывного в Br[0, 1] функционала ℘ распределения
величин ℘(Wn(t), 0 ≤ t ≤ 1) сходятся к распределению величины ℘(W (t), 0 ≤ t ≤ 1).

Сформулируем принцип инвариантности для локальных времен случайных
блужданий. Термин локальное время случайного блуждания применяется для обо-
значения функционалов, описывающих поведение случайного блуждания вблизи
некоторого выделенного уровня.

Принцип инвариантности для случайного блуждания является составной ча-
стью более широкого круга задач, которые можно объединить под названием «пре-
дельные теоремы для функционалов от случайных блужданий». Начало интенсив-
ному развитию данной проблематики было положено в монографии А. В. Скорохо-
да и Н. П. Слободенюка [8]. Значительное продвижение в данном направлении было
сделано в монографии А. Н. Бородина и И. А. Ибрагимова [5].

Пусть ϕ(v) = E exp(ivξ1)—характеристическая функция шага случайного
блуждания с нулевым средним и единичной дисперсией. Мы будем рассматривать
только целочисленные (Ц) и непрерывные (Н) случайные блуждания, предполагая,
что:

(Ц) |ϕ(v)| = 1 тогда и только тогда, когда v кратно 2π,
(Н)

∫∞
−∞ |ϕ(v)| dv < ∞.

Изложение мы начнем с особого и наиболее естественного случая, когда под
локальным временем целочисленного случайного блуждания понимается нормиро-
ванное число попаданий блуждания в выделенный уровень.

Положим

�n(t, x) :=
1√
n

[nt]∑
k=1

1{0}
(
νnk−1 − [x

√
n]
)
, (t, x) ∈ [0,∞)×R.

Величина �n(t, x)—нормированное на
√
n число попаданий целочисленного случай-

ного блуждания νnk в точку [x
√
n] до момента времени [nt].

Особая роль процесса �n(t, x) при изучении аддитивных функционалов от слу-
чайных блужданий определяется следующим соотношением. Для произвольной
функции f целочисленного аргумента и tn := [nt]/n

∫ tn

0

f(Wn(s)) ds =
1

n

[nt]∑
k=1

f
( 1√

n
νnk−1

)
=

1

n

[nt]∑
k=1

∞∑
l=−∞

f
( l√

n

)
1{0}

(
νnk−1 − l) =

=

∫ ∞

−∞
f
( [x√n]√

n

) 1√
n

[nt]∑
k=1

1{0}
(
νnk−1 − [x

√
n]
)
dx =

∫ ∞

−∞
f
( [x√n]√

n

)
�n(t, x) dx.

Теорема 2.1. Для любого ε > 0

lim
n→∞P

(
sup

(t,x)∈[0,1]×R

|�n(t, x) − �(t, x)| > ε
)
= 0.
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Сформулируем теперь результат, касающийся локальных времен случайных
блужданий, в более общей ситуации. Обозначим

h(v) := Ef(v, v + ξ1), h :=
∞∑

v=−∞
h(v),

qn(t, x) :=
1√
n

[nt]∑
k=1

f
(
νnk−1 − [x

√
n], νnk − [x

√
n]
)
, (t, x) ∈ [0, 1]×R.

Теорема 2.2. Предположим, что

∞∑
l=−∞

E|f(l, l+ ξ1)| < ∞,

∞∑
l=−∞

Ef2(l, l + ξ1) <∞.

Тогда для любого ε > 0

lim
n→∞P

(
sup
t∈[0,1]

|Wn(t)−W (t)| > ε
)
= 0, (10)

lim
n→∞P

(
sup

(t,x)∈[0,1]×R

|qn(t, x)− h�(t, x)| > ε
)
= 0. (11)

В формулировке теоремы 2.2 содержится принцип инвариантности для слу-
чайных блужданий (соотношение (10)). То, что он выполняется вместе с (11),
значительно усиливает результат. Важно здесь то, что процессы Wn(t) и qn(t, x),
(t, x) ∈ [0, 1] × R, определяются по одной и той же серии случайных блужданий,
построенных по процессу броуновского движения W (t), t ∈ [0, 1], с использованием
схемы вложения Скорохода.

Сформулируем аналог теоремы 2.2 для непрерывного блуждания. При этом
в выражении для процесса qn(t, x) нужно заменить [x

√
n] на x

√
n и положить

h =

∫ ∞

−∞
h(v) dv.

В этом случае на функцию f(y, z) налагаются дополнительные ограничения.
Предположим, что при всех (y, z) ∈ R2, всех достаточно малых δ > 0 и фикси-

рованных αj , βj , j = 1, 2, . . . , r,

sup
−δ<v<δ

|f(y + v, z + v)− f(y, z)| ≤ C(y, z)δ+

+

r∑
j=1

Dj(y, z)
(
1(αj−δ,αj+δ)(y) + 1(βj−δ,βj+δ)(z)

)
, (12)

где C(y, z) и Dj(y, z), j = 1, . . . , r, — некоторые неотрицательные функции.
Условие (12) налагает на функцию f(y, z) ограничение, при котором f может

иметь разрывы, но лишь параллельные координатным осям.
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Теорема 2.3. Пусть выполнено (12). Предположим, что∫ ∞

−∞

(
1 +
√
|v|)E|f(v, v + ξ1)| dv <∞,

∫ ∞

−∞
Ef2(v, v + ξ1) dv <∞,

P
(
sup
v∈R

|f(v, v + ξ1)| > L
)
→ 0 при L → ∞.

Пусть, кроме того, при всех (y, z) ∈ R2 и j = 1, . . . , r

|Ef(y, y + ξ1)| ≤ Q, C(y, z) ≤ Q, Dj(y, z) ≤ Q (13)

и ∫ ∞

−∞

(
1 +
√
|v|)EC(v, v + ξ1) dv <∞, (14)∫ ∞

−∞
EC2(v, v + ξ1) dv < ∞, (15)

где Q—некоторая константа.
Тогда для любого ε > 0 справедливы соотношения (10) и (11).

2.2. Сильный принцип инвариантности для случайных блужданий
и локальных времен. К сильному принципу инвариантности для локальных вре-
мен мы относим результаты, которые не просто устанавливают слабую сходимость
процессов, а дают явный вид порядка скорости сходимости. В этом параграфе при
условии, что у блуждания νk существует восьмой момент, приведены оценки скоро-
сти сходимости разностей qn(t, x)− h�(t, x) к нулю с вероятностью единица.

Теорема 2.4. Пусть выполнено условие (Ц), E|ξ1|8 <∞,
∞∑

v=−∞
Ef2(v, v + ξ1) < ∞

и ∞∑
v=−∞

E
[(|v|+ |ξ1|

)|f(v, v + ξ1)|
]
<∞.

Предположим, что

∞∑
n=1

P
(

sup
1≤k≤n

sup
v

|f(v, v + ξk)| > n1/4
)
< ∞. (16)

Тогда с вероятностью единица

lim sup
n→∞

n1/4

logn
sup

0≤t≤1
|Wn(t)−W (t)| < ∞, (17)

lim sup
n→∞

n1/4

logn
sup

(t,x)∈[0,1]×R

|qn(t, x)− h�(t, x)| <∞. (18)
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Достаточным для (16) является условие

E sup
v
f8(v, v + ξ1) <∞.

Теорема 2.5. Пусть выполнены условия (Н), (12)–(16). Предположим, что
E|ξ1|8 <∞, функция Ef2(y, y + ξ1) ограничена,∫ ∞

−∞
Ef2(v, v + ξ1) dv < ∞

и ∫ ∞

−∞
E
{(

1 + |v|+ |ξ1|
)|f(v, v + ξ1)|

}
dv < ∞.

Тогда с вероятностью единица справедливы соотношения (17) и (18).

2.3. Предельные теоремы для полиаддитивных функционалов от
случайных блужданий, шаг которых принадлежит области притяже-
ния устойчивого закона. Пусть νk, k = 0, 1, 2, . . . , — случайное блуждание, т. е.
ν0 = 0, νk =

∑k
l=1 ξl, где ξl, l = 1, 2, . . . , — независимые одинаково распределенные

случайные величины с характеристической функцией ϕ(v) = E exp(ivξ1), Eξ1 = 0.
Предположим, что эти величины принадлежат области притяжения устойчивого за-
кона с показателем α > 1 и нормирующими постоянными bn = n1/αh(n), где h(x)—
медленно меняющаяся функция.

Пусть f(�x), �x ∈ Rr, — интегрируемая по Риману функция. Положим

ηn(�t ) = n−rbrn

[n�t ]∑
k1,...,kr=1

f(νk1 , . . . , νkr ), �t ∈ [0, 1]r,

где �t = (t1, . . . , tr), а [�x]—вектор с целочисленными координатами [xl], l = 1, . . . , r,
[x]— наибольшее целое число, не превосходящее x.

Теорема 2.6. Пусть ϕ(v) = 1 тогда и только тогда, когда v = 0. Предполо-
жим, что при некотором c > 0

|f(�x)| < K(1 + |�x|−r−c).

Тогда распределения случайного поля ηn(�t ), �t ∈ [0, 1]r, сходятся к соответствую-
щим распределениям поля

η(�t ) = �α(t1, 0) · · · �α(tr, 0)
∫
Rr

f(�x) d�x,

где �α(t, 0), t ∈ [0, 1], — локальное время устойчивого процесса с показателем α > 1.

Рассмотрим случай решетчатого случайного блуждания. Пусть случайные ве-
личины ξl, l = 1, 2, . . . , принимают значения на решетке Zd = {kd}k∈Z. Пусть f(�x),
�x ∈ Zr, такова, что

∞∑
k1,...,kr=1

|f(k1d, . . . , krd)| < ∞.
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Теорема 2.7. Пусть случайные величины ξl, l = 1, 2, . . . , принадлежат обла-
сти притяжения устойчивого закона с показателем α > 1.
Тогда распределения случайного поля ηn(�t ), �t ∈ [0, 1]r, сходятся к соответ-

ствующим распределениям поля η(�t ), �t ∈ [0, 1]r.

3. Процессы со слабой зависимостью. 3.1. Предельные теоремы для
процессов с перемешиванием. Естественным развитием результатов И. А. Ибра-
гимова, относящихся к центральной предельной теореме для стационарно связанных
величин (см. [2]), явились работы Ю. А. Давыдова о принципе инвариантности для
слабо зависимых процессов.

В течение 1966–1970 гг. им были изучены различные свойства процессов с пере-
мешиванием. Он получил в [9, 10] несколько ковариационных неравенств максималь-
ного типа и на их базе доказал принцип инвариантности типа Донскера—Прохорова
для стационарных процессов, имеющих свойство сильного или равномерно сильного
перемешивания, и для процессов, являющихся функционалами от таких процессов.

В работе [10] было замечено, и это был первый результат такого типа, что в слу-
чае зависимых величин предельный процесс в принципе инвариантности может быть
процессом дробного броуновского движения.

В эти же годы им изучались условия перемешивания для цепей Маркова [11, 12]
и были сконструированы примеры, показывающие оптимальность вышеупомянутых
классических результатов И. А. Ибрагимова, относящихся к центральной предель-
ной теореме.

Стоит отметить, что ряд теорем, аналогичных результатам Ю. A. Давыдова
о принципе инвариантности, был независимо получен П. Биллингсли (см. гл. 4 в
книге «Сходимость вероятностных мер»).

3.2. Процессы кристаллизации. Первая математическая модель кристал-
лизации была введена А. Н. Колмогоровым в 1937 году в короткой, но фундамен-
тальной заметке [13]. В современных терминах эту модель можно описать сле-
дующим образом: центры кристаллизации g появляются в фазовом пространстве
Rd × R+ (Rd —пространство, где происходит кристаллизация, R+—время) в со-
ответствии с пространственно однородным точечным пуассоновским процессом N ,
мера интенсивности которого имеет вид Λ = λd ×m. Кристаллы растут из центров
в свободном пространстве, а в точках встречи рост прекращается.

Указанная модель интенсивно изучалась многими авторами (см., например, [14],
где содержится обширная библиография). Однако основное внимание уделялось гео-
метрическим характеристикам финальной мозаики полностью закристаллизованно-
го пространства, а эргодические свойства оставались неисследованными.

Этот пробел был закрыт работой [15]. Авторы заметили, что процесс кристал-
лизации может быть адекватно описан с помощью случайного поля

ξ(x) = inf
g∈N

Ag(x),

где Ag(x)— время, за которое свободный кристалл, рожденный в точке g, достигает
x. Они доказали, что при широких предположениях относительно скорости роста
кристаллов поле Ag не только эргодично (его эргодичность непосредственно следует
из эргодичности точечного процесса N ), а обладает гораздо более сильным свой-
ством полной регулярности. В терминах меры m и скорости роста были получены
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близкие к оптимальным оценки коэффициента полной регулярности. Эти результа-
ты дают солидную базу для статистических приложений (таких, как проверка состо-
ятельности и асимптотической нормальности оценок параметров модели), а также
дают возможность конструировать примеры полей с заданным порядком убывания
коэффициента полной регулярности.

4. Локальные предельные теоремы для стохастических функциона-
лов. 4.1. Метод расслоений. Важный цикл работ Ю. А. Давыдова посвящен
изучению локальной структуры образов мер и локальным предельным теоремам
для стохастических функционалов. В работе [16] им был предложен новый метод
«расслоений», основанный на представлении изучаемого распределения в виде сме-
си одномерных или конечномерных мер. С помощью этого метода были получены,
в частности, следующие результаты.

—Получены достаточные условия для абсолютной непрерывности распределе-
ний гауссовских функционалов [17, 18].

—Доказано существование ограниченной плотности у распределения нормы
гауссовского вектора в пространстве Lp(p > 1) [19]. Этот результат впоследствии
был обобщен М. Талаграном на случай банаховых пространств с равномеро выпук-
лой нормой.

—Получены условия абсолютной непрерывности совместных распределений
кратных стохастических интегралов Ито—Винера [20].

Важные результаты в этом направлении были получены такжеМ. А. Лифшицем
и Н. В. Смородиной [21].

4.2. Локальный принцип инвариантности. Метод расслоений и его мо-
дификации оказываются весьма полезными для доказательства локальных предель-
ных теорем. В этом направлении были получены следующие результаты.

—Показано, что слабая сходимость гауссовских мер автоматически влечет схо-
димость в метрике L1 плотностей распределений для функционалов из широкого
класса, который определяется только предельной мерой [22].

—Получен «локальный принцип инвариантности», а именно, было установлено,
что в условиях классического принципа инвариантности Донскера—Прохорова ло-
кальная предельная теорема справедлива для любого функционала, принадлежа-
щего обширному классу, полностью определяемому предельной винеровской мерой
[17, 22, 23].

—Разработан «метод надстройки»— модификация метода расслоений, который
позволил существенно расширить класс функционалов в локальном принципе инва-
риантности [21].

—Установлена сильная сходимость распределений для кратных стохастических
интегралов [20] и сильная сходимость для сверток [24].

—Найден один вариант бесконечномерной локальной предельной теоремы [25].
Основные из перечисленных результатов вошли в совместную с М. А. Лифши-

цем и Н. В. Смородиной монографию [21].
Работа в этом направлении была продолжена в 2006 г. В совместной с

Ж.-К. Бретоном статье [26] был получен новый вариант локального принципа инва-
риантности для независимых и одинаково распределенных величин (Xk), а именно,
за счет незначительного сужения класса функционалов удалось заменить весьма
ограничительное условие конечности информации Фишера на почти оптимальное
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условие: существование плотности у общего распределения величин (Xk) и конеч-
ность момента порядка 2 + δ; δ > 0.

5. Стохастическая геометрия. 5.1. Случайные зонотопы. В начале
1990-х годов А.М. Вершиком была поставлена задача найти естественную с веро-
ятностной точки зрения процедуру предельного перехода, которая приводила бы
в пределе к нетривиальным случайным выпуклым множествам. Первая попытка
[27] была связана с так называемыми выпуклыми перестройками случайных блуж-
даний. Она не дала окончательного решения, так как в пределе возникали детер-
минированные выпуклые множества,— их границей были проинтегрированные ло-
ренцевы кривые. В то же время в этой работе была осознана связь выпуклых пе-
рестроек с суммированием множеств по Минковскому и получены первые важные
результаты, показавшие, что нормированные суммы по Минковскому независимых
одинаково распределенных отрезков могут сходиться по распределению к случай-
ному выпуклому множеству, обладающему интересными свойствами: оно является
устойчивым случайным элементом конуса Kd компактных выпуклых подмножеств
и имеет нетривиальную структуру границы канторовского типа.

Результаты Вершика—Давыдова были развиты и обобщены в нескольких на-
правлениях в работе [28].

1. Было показано, что нормированные суммы по Минковскому

Zn =
1

Bn

n∑
1

[0, Xi],

где Xi — независимые одинаково распределенные случайные векторы, Xi ∈ Rd, сла-
бо сходятся к невырожденному пределу Zα тогда и только тогда, когда их об-
щее распределение удовлетворяет условию регулярного изменения с показателем
α, 0 < α < 1, и некоторой спектральной мерой σ.

2. Было установлено, что предельное случайное множество Zα является устой-
чивым и допускает представление в виде ряда ЛеПажа:

Zα =

∞∑
1

Γ
−1/α
k εk,

где (Γk)—моменты скачков стандартного пуассоновского процесса, а (εk) — после-
довательность независимых одинаково распределенных случайных векторов, неза-
висящая от (Γk), с общим распределением σ, сосредоточенным на единичной сфере
Sd−1.

3. Было показано, что в отличие от классического случая устойчивых распре-
делений в Rd распределения множеств Zα являются взаимно сингулярными при
различных α.

4. Установлено, что если конус, порожденный носителем меры σ, совпадает сRd,
то с вероятностью 1 множество крайних точек границы ∂Zα является канторовским
лебеговой меры нуль.

5.2. Устойчивые законы в конусах. Классическое условие строгой устой-
чивости: для любых a, b ≥ 0

a1/αX1 + b1/αX2 = (a+ b)1/αX,
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где X1, X2—независимые копии X, имеет смысл всякий раз, когда в области значе-
ний K элемента X определено сложение и умножение на неотрицательные констан-
ты, т. е. когда K — выпуклый конус.

Результаты [28], в которых появляется устойчивый элемент в конусе компакт-
ных выпуклых множеств и его разложение в ряд ЛеПажа, послужили одной из
отправных точек для фундаментальной работы [29] о строго устойчивых распреде-
лениях в абстрактных выпуклых конусах. Приведем некоторые из основных дости-
жений этой работы.

1. Показано, что техника, основанная на точечных процессах, является мощным
инструментом для изучения устойчивых распределений в K. В частности, она поз-
воляет доказать существование таких распределений, что совершенно неочевидно.

2. Установлено, что первичным, базовым, понятием устойчивости следует счи-
тать устойчивость пуассоновских точечных процессов, и найдены все такие про-
цессы.

3. Доказано, что множество E тех значений α, при которых существует слу-
чайный α-устойчивый элемент K, определяется структурой конуса и связано, в
основном, со сходимостью рядов ЛеПажа в этом конусе. Так, например, в случае
K = Rd мы получаем E = (0, 2], в случае K = Kd имеем E = (0, 1), а в случае
конуса K = (R1

+,max), в котором в качестве сложения берется максимум, получаем
E = R+.

4. Показано, что классическая устойчивость и макс-устойчивость— это два
частных случая указанной общей схемы.

5.3. Выпуклые оболочки. Одной из важных задач стохастической гео-
метрии является изучение предельного поведения выпуклой оболочки Cn =
conv(X1, . . . , Xn) выборки случайных элементов X1, . . . , Xn при росте ее объема.

В гауссовском случае исчерпывающий ответ был получен в [30].
Пусть (Xn)— независимые одинаково распределенные случайные элементы се-

парабельного банахового пространства B с общим гауссовским распределением P .
Предположим, что EX1 = 0. Тогда с вероятностью 1 при n→ ∞

1√
2 logn

Cn → C,

где C — эллипсоид рассеивания распределения P , а сходимость понимается в смысле
расстояния Хаусдорфа ρ. Более того, было показано, что с вероятностью 1

ρ

(
1√

2 logn
Cn, C

)
= O

(
1√
logn

)
.

Впоследствии (см. [31]), этот результат получил глубокое обобщение на случай
стационарных гауссовских процессов и полей, удовлетворяющих условию слабой за-
висимости.

Характер поведения последовательности Cn резко меняется, когда мы перехо-
дим к негауссовским выборкам. В работе [32] было показано, что если последователь-
ность (Xn) независимых одинаково распределенных случайных элементов сепара-
бельного банахового пространства B удовлетворяет условию регулярного изменения
с показателем α, спектральной мерой σ и нормирующими константами Bn, то тогда
имеет место слабая сходимость

1

Bn
Cn ⇒ C,
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где C = conv(Πα), а Πα — пуассоновский точечный процесс с мерой интенсивности
σ ×mα, mα —мера на R+ с плотностью αx−1−α.

В частном случае, когда B = Rd, а конус, порожденный носителем меры σ,
совпадает с Rd, предельное множество с вероятностью 1 является случайным поли-
топом, содержащим 0 в своей внутренности.

6. Упорядоченные случайные величины. На протяжении многих лет в
Ленинграде—Санкт-Петербурге неизменный интерес вызывали исследования, свя-
занные с изучением поведения сумм различных случайных величин. Со временем
появилась необходимость работать и с более сложными случайными конструкциями.
В частности, за последние 50 лет здесь на кафедре теории вероятностей и математи-
ческой статистики достаточно много внимания было уделено изучению различных
видов упорядоченных случайных величин.

Выделим здесь три классических вида: максимумы последовательных сумм,
порядковые статистики и рекордные величины.

6.1. Максимумы последовательных сумм. Рассмотрим исходную после-
довательность независимых случайных величин X1, X2, . . . и их последовательные
суммы

S0 = 0, Sk = X1 +X2 + . . .+Xk, k = 1, 2, . . .

Пусть также
S̄n = max{S1, S2, . . . , Sn}, n = 1, 2, . . .

Видим, что рассматриваемые максимумы сумм связаны соотношением

S̄1 ≤ S̄2 ≤ . . . ≤ S̄n ≤ . . .

и представляют собой последовательность упорядоченных по возрастанию случай-
ных величин.

Работая с исходными суммами Sn, n = 0, 1, 2, . . . , можно использовать неза-
висимость разностей (Sn − Sn−1), n = 1, 2, . . . Это удобное свойство теряется при
переходе к величинам S̄1, S̄2, . . . При их изучении требуются уже другие подходы.

Интересно отметить, что если в классической постановке, когда исходные вели-
чиныX1, X2, . . . независимы, одинаково распределены, имеют математические ожи-
дания a = EXk, k = 1, 2, . . . , и дисперсии σ2 > 0, гарантируется сходимость при
n → ∞ распределений сумм (Sn − an)/σn1/2 к стандартному N(0, 1)-нормальному
закону с функцией распределения

Φ(x) =
1√
2π

x∫
−∞

exp {−t2/2}dt

и этот предел не зависит от параметра сдвига a, то в аналогичной ситуа-
ции надлежащим образом центрированные и нормированные максимумы S̄n уже
имеют различные предельные распределения, зависящие от величины матема-
тического ожидания a. Такого рода ситуации были рассмотрены В. В. Петро-
вым, В. Б. Невзоровым, Т. В. Араком, И. С. Ахундовым (см., например, В. Б. Невзо-
ров и В. В. Петров [33], В. Б. Невзоров [34–38], Т. В. Арак и В. Б. Невзоров [39],
И. С. Ахундов [40, 41]). В частности, в случае, когда a = 0, был получен ряд
различных оценок скорости сходимости распределения величин S̄n/σn

1/2 к пре-
дельной функции распределения H(x) = max{0, 2Φ(x) − 1}. При значениях
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a > 0 предельным уже становилось стандартное N(0, 1)-нормальное распреде-
ление.

И. С. Ахундов [40] исследовал также асимптотическое поведение несколько
иных максимальных сумм вида

V (n) = max
1≤k≤n

(Sk/k).

Рассматривались также (B. Б. Невзоров [42], И. С. Ахундов [41]) предель-
ные распределения членов вариационных рядов Sm,n, построенных по суммам
S1, S2, . . . , Sn.

6.2. Порядковые статистики. Имеем исходный набор случайных величин
X1, X2, . . . , Xn и строим по ним вариационный ряд X1,n ≤ X2,n ≤ . . . ≤ Xn,n, эле-
менты которого называются порядковыми статистиками. Имеется множество при-
чин, которые делают эти величины популярными. Особенно в этом отношении все-
гда выделялись крайние члены вариационных рядов— экстремальные порядковые
статистики X1,n и Xn,n.

Даже то, что часто, имея дело с удобными в обращении независимыми исходны-
ми величинами, переходят все-таки к работе с заведомо зависимыми порядковыми
статистиками, говорит о необходимости иметь всевозможные специальные теорети-
ческие результаты для различных членов вариационных рядов. Имеется множество
статей и книг, в которых приводятся для них специфические факты и нужные фор-
мулы. Тем не менее, появляются новые и новые схемы и результаты, описывающие
поведение различных типов порядковых статистик.

Не остались в стороне от их изучения и представители петербургской вероят-
ностной школы. Например, В. А. Егоровым и В. Б. Невзоровым [43–46] был получен
ряд предельных теорем для порядковых статистик, для сумм так называемых ин-
дуцированных порядковых статистик, для линейных комбинаций абсолютных по-
рядковых статистик. Изучались, в частности, упорядоченные спейсинги порядко-
вых статистик и исследовались большие уклонения средних членов вариационных
рядов. Ряд результатов (В. Б. Невзоров [47, 48]) был получен для порядковых стати-
стик, построенных по различным наборам неодинаково распределенных исходных
случайных величин.

Большое внимание было уделено характеризациям многих вероятностных
распределений свойствами порядковых статистик. Такие результаты получены
С.М. Ананьевским, В. О. Зыковым, Н.М.Марудовой, В. Б. Невзоровым, В. К. Сага-
теляном. Можно привести здесь ряд соответствующих статей: С.М. Ананьевский
и В. Б. Невзоров [49], А. Берред и В. Б. Невзоров [50], В. О. Зыков и В. Б. Невзо-
ров [51], Н.М.Марудова и В. Б. Невзоров [52], В. Б. Невзоров [53–59], В. К. Сагате-
лян [60].

Различные свойства порядковых статистик позволили получить не только срав-
нительно простые характеризации экспоненциальных, логистических распределе-
ний, распределения Стьюдента с двумя степенями свободы, но и некоторые характе-
ризации других, достаточно сложных и не очень распространенных, вероятностных
распределений.

Приведем здесь лишь некоторые простейшие частные варианты существенно
более сложных соотношений, характеризующих то или иное семейство вероятност-
ных распределений.
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Исследовались, в частности, такие регрессионные равенства, в которых фигу-
рируют выборочные медианы и середины квази-размахов:

E((Xk,2k+1 +Xk+2,2k+1)/2 | Xk+1,2k+1 = x) = x, k = 1, 2, . . .

Приводились характеризации распределений различными соотношениями вида

E(Mk−j +Mk+r |Mk = x) = ax+ b,

где Mn = Xn,n, n = 1, 2, . . . , a > 0, −∞ < b < ∞, и равенствами по распределению
различных порядковых статистик Xr,n и Xs,m.

Можно также отметить ряд характеризаций, в которых фигурировали экспо-
ненциальные сдвиги порядковых статистик. Например, рассматривались независи-
мые E(1)-экспоненциально распределенные случайные величины ξ1, ξ2, . . . и соот-
ветствующие экспоненциальные максимумы

ξm,m = max{ξ1, ξ2, . . . , ξm}, m = 1, 2, . . .

В этом случае различные результаты были получены для распределений, характе-
ризуемых, например, соотношениями вида

Xn,n − ξr,r
d
= Xm,m − ξr−1,r−1

и некоторыми другими.
6.3. Рекордные моменты и рекордные величины. Рекордные величины

тесно связаны с порядковыми статистиками и, в первую очередь, с крайними чле-
нами вариационных рядов.

Рассмотрим последовательность независимых одинаково распределенных слу-
чайных величин (Xn). Определим для этой последовательности рекордные моменты
L(n), n = 1, 2, . . . , и рекордные величины X(1) < X(2) < . . . следующим образом:

L(1) = 1, X(1) = X1, L(n+ 1) = min{j : Xj > XL(n)}, n = 1, 2, . . . ,

X(n) = XL(n), n = 1, 2, . . . (19)

Аналогичным образом можно определить для исходной последовательности случай-
ных величин слабые рекордные моменты l(n) и слабые рекордные величины X̃(n):

l(1) = 1, X̃(1) = X1, l(n+ 1) = min{j > l(n) : Xj ≥ Xl(n)}, n = 1, 2, . . . ,

X̃(n) = Xl(n), n = 1, 2, . . . (20)

Слабые рекорды отличаются от введенных в (19) рекордов лишь тем, что в этом
случае повторение (не обязательно превышение!) предыдущего рекордного значения
также засчитывается как новое рекордное достижение. Имеет смысл рассматривать
слабые рекорды только для дискретных случайных величин, так как в случае непре-
рывных распределений совпадение двух каких-то случайных величин в исходной
последовательности имеет нулевую вероятность.

Если быть более точными, то следует указать, что в (19) и (20) приведены опре-
деления верхних рекордных моментов L(n), верхних рекордных величин X(n), сла-
бых верхних рекордных моментов l(n) и слабых верхних рекордных величин X̃(n).
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Дело в том, что аналогичным образом определяются и соответствующие нижние
рекордные моменты и нижние рекордные величины. Для этого в соотношениях
(19) и (20) знаки неравенств > и ≥ достаточно заменить, соответственно, знака-
ми < и ≤. Результаты, полученные для верхних рекордов в последовательностях
X1, X2, . . . , практически сразу переносятся на нижние рекорды для последователь-
ностей W1 = −X1, W2 = −X2, . . . Поэтому, как правило, если речь не идет о какой-
то специальной ситуации, когда интерес представляют исключительно нижние ре-
кордные величины, ограничиваются исследованием различных схем, связанных с
верхними рекордными моментами и верхними рекордными величинами, которые и
называют просто рекордными моментами и рекордными величинами.

Приведенные схемы, когда в качестве исходных берутся независимые одинако-
во распределенные случайные величины, соответствуют классической теории рекор-
дов, подробное изложение которой можно найти в книге В. Б. Невзорова [61]. Наряду
с исследованием таких классических рекордных схем, для которых был также по-
лучен ряд новых результатов, большое внимание уделялось изучению существенно
более сложных схем, в которых фигурировали зависимые и неодинаково распреде-
ленные исходные величины. Такого рода рекордные модели рассматривались в рабо-
тах В. А. Балабекяна и В. Б. Невзорова [62], В. Б. Невзорова [63–66], В. Б. Невзорова
и M. Ранне [67], М. Ранне [68].

Среди таких рекордных конструкций можно выделить одно из важных обоб-
щений классической рекордной модели— так называемую Fα-схему (П. Деовельс
и В. Б. Невзоров [69, 70], В. Б. Невзоров [71]), которая интересна тем, что в ней со-
храняется важное свойство независимости рекордных индикаторов, указывающих,
является ли рекордом очередная в последовательности X1, X2, . . . случайная вели-
чина Xk, k = 1, 2, . . .

Естественным обобщением классических рекордов являются k-е верхние и k-е
нижние рекорды, которые фиксируются, если очередное наблюдение становится, со-
ответственно, одной из k максимальных (не обязательно единственной максималь-
ной!) или одной из k минимальных наблюдаемых величин. Такого рода рекорды
изучались П. Деовельсом и В. Б. Невзоровым [72] и В. Б. Невзоровым [73, 74].

Рассматривались также некоторые новые рекордные конструкции, среди ко-
торых, в первую очередь, нужно выделить рекорды с подтверждением, рекорды
с ограничениями, индуцированные рекорды (В. К. Сагателян [75], В. Б. Невзоров и
С. А. Товмасян [58], В. Б. Невзоров и А. В. Степанов [76], В. Б. Невзоров [57]).

И. В. Бельков и В. Б. Невзоров [77] рассматривали рекордные значения в после-
довательностях выборочных размахов Wn = Xn,n −X1,n, n = 1, 2, . . .

Различные результаты для моментных характеристик рекордных величин при-
водятся в работах В. Б. Невзорова и С. А. Товмасяна [58], В. Б. Невзорова [56],
А. В. Степанова [78, 79], В. Б. Невзорова и А. В. Степанова [80].

Заключение. Таким образом, Ленинградская—Санкт-Петербургская школа
теории вероятностей внесла значительный вклад в развитие теории суммирования
зависимых случайных величин и теории случайных процессов.

О достижениях ее представителей в других разделах вероятностно-статистиче-
ской науки будет рассказано в последующих выпусках данной серии статей. В част-
ности, следующий выпуск будет посвящен характеризационным задачам математи-
ческой статистики, построению критериев согласия на их основе, а также результа-
там по асимптотическому сравнению разнообразных статистических критериев.
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This is the third article in a series of surveys dedicated to the scientific achievements of
the Leningrad — Saint-Petersburg school of Probability and Statistics in the period from
1947 to 2017. It is devoted to some studies of functionals of random processes, some prob-
lems of stochastic geometry and some questions connected with ordered systems of random
variables. In the first section of the article, we talk about problems of calculation of distri-
butions for various functionals of Brownian motion. The so-called invariance principles are
also considered for Brownian local times and random walks. The second section is devoted
to limit theorems for weakly dependent random variables and to local limit theorems for
stochastic functionals. A method of stratifications and the local invariance principle are
also mentioned. In the following section, we consider the asymptotic behavior of convex
hulls of random samples and limit theorems for random zonotopes. An important relation
between Poisson point processes and stable distributions is discussed. In the final part, we
provide exhaustive information on research related to ordered systems of random variables.
The maxima of consecutive sums, order statistics and record values are considered in detail.
Keywords: Brownian motion, distribution of functionals, Brownian local time, random walk,
invariance principle, fibering method, local invariance principle, limit theorems, random
zonotopes, convex hulls, order statistics, extrema, records.
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