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Рассматривается система: ẋ1 = ϕ1(·) + ρ1xl+1, . . . ẋm = ϕm(·) + ρmxn, ẋm+1 =
ϕm+1(·)+u1, . . . ẋn = ϕn(·)+ul, где x1, . . . , xn — состояние системы, u1, . . . , ul —управ-
ления, m = n − l, n

l
не является целым числом и l ≥ 2. Предполагается, что до-

ступны измерению лишь выходы x1, . . . , xl (l < n). Функции ϕi(·) являются неупре-
ждающими функционалами произвольной природы, а ρi = ρi(t, x1, . . . , xl), причем
0 < ρ− ≤ ρi(t, x1, . . . , xl) ≤ ρ+. С помощью метода backstepping строится квадратич-
ная функция Ляпунова и синтезируются управления, при которых замкнутая система
становится глобально экспоненциально устойчивой. Рассмотрена также стабилизация
с помощью синхронных модуляторов при достаточно высокой частоте импульсации.
Ключевые слова: неопределенные системы, стабилизация по выходам, глобальная экс-
поненциальная устойчивость.

1. Введение. В [1–3] с помощью аналитических методов было построено стаби-
лизирующее управление по скалярному выходу для систем, матрица которых содер-
жит неопределенные элементы, расположенные ниже первой наддиагонали, состо-
ящей из единичных элементов. В [4] были построены стабилизирующие как непре-
рывные, так и импульсные управления по двумерному выходу для неопределенных
систем с единичной второй наддиагональю. В [5] были синтезированы непрерыв-
ные и импульсные управления по l-мерному выходу для неопределенных систем
с единичной l-й наддиагональю. В предлагаемой статье рассматриваются неопре-
деленные системы, у которых l-я наддиагональ состоит из знакоопределенных эле-
ментов, являющихся функциями от времени и наблюдаемых координат. С помощью
построения функций Ляпунова методом backstepping получены стабилизирующие
как непрерывные, так и импульсные управления по l-мерному выходу.
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2. Постановка задачи. Рассматривается система⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ1 = ϕ1(·) + ρ1xl+1,

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ẋm = ϕm(·) + ρmxn,

ẋm+1 = ϕm+1(·) + u1,

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ẋn = ϕn(·) + ul,

(1)

где x1, . . . , xn — состояние системы, u1, . . . , ul—управления, m = n− l, nl не являет-
ся целым числом и l ≥ 2. Предполагается, что доступны измерению лишь выходы
x1, . . . , xl (l < n). В (1) ϕi(·)— неупреждающие функционалы произвольной приро-
ды, удовлетворяющие условиям⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

|ϕi(·)| ≤ c(|x1|+ · · ·+ |xl|), i ∈ 1, l,

|ϕi(·)| ≤ c(|x1|+ · · ·+ |x2l|), i ∈ l + 1, 2l,

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
|ϕi(·)| ≤ c(|x1|+ · · ·+ |xpl|), i ∈ (p− 1)l, pl,

|ϕi(·)| ≤ c(|x1|+ · · ·+ |xn−1|), i ∈ pl + 1, n,

(2)

где n = pl+ τ , < τ < l, c—постоянная. В (1) ρi = ρi(t, x1, . . . , xl), причем

0 < ρ− ≤ ρi(t, x1, . . . , xl) ≤ ρ+, (3)

где ρ−, ρ+— известные константы. Ставится задача синтеза непрерывных и импульс-
ных управлений u1, . . . , ul, при которых замкнутая система становится глобально
асимптотически устойчивой.

3. Непрерывное управление. Обозначим через x̂i (i = 1, . . . , n) координаты
наблюдателя и введем ошибки наблюдения

εi =
xi − x̂i
λqi

, (4)

где λ � 1, а величины qi определяются формулой

qlk−l+1 = qlk−l+2 = . . . = qlk = k − 1, k = 1, 2, . . . , (5)

то есть q1 = . . . = ql = 0, ql+1 = . . . = q2l = 1 и т. д. Выберем управления u2, . . . , ul
по формулам

ui = λqi+m+1xi, i ∈ 2, l, (6)

и определим следующие уравнения наблюдателя:⎧⎪⎨⎪⎩
˙̂xi = λqi+1ai,1x̂1 + ρix̂i+l (i ∈ 1,m),
˙̂xm+1 = λqm+1+1am+1,1x̂1 + u1,
˙̂xm+i = λqm+i+1am+i,1x̂1 + λqm+i+1−qi x̂i (i ∈ 2, l).

(7)

Здесь ak,1 — элементы матрицы A, у которой первый столбец состоит из элемен-
тов ak,1, l-я наддиагональ состоит из элементов ρ1, . . . , ρm, (m + 1)-я поддиагональ
состоит из элементов am+1,1, 1, . . . , 1. Остальные элементы матрицы нулевые.
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Легко проверить, что вектор ε с координатами ε1, . . . , εn удовлетворяет уравне-
нию

ε̇ = λAε+ b + z, (8)

где bi = −λa1,ix1, zi = ϕi(·)
λqi

, bi и zi —координаты векторов b и z.
Найдем постоянную и положительно определенную матрицу H , удовлетворяю-

щую неравенству
A∗H +HA ≤ −γI, (9)

где γ > 0, I — единичная матрица, ∗— знак транспонирования (все величины веще-
ственные). Представим матрицу A в следующем виде:

A = Q+M,

где Q получается из A при ρ1 = . . . = ρm = 1. У матрицы M l-я наддиаго-
наль состоит из элементов ρi − 1 (i ∈ 1,m), все остальные ее элементы рав-
ны нулю. Очевидно, что Q = A0 + se∗1, где e∗1 = (1, 0, . . . , 0), s∗ = (a1,1 − 1,
a2,1, . . . , am,1, am+1,1, am+2,1, . . . , an,1). Матрица A0 имеет следующий вид. У первого
столбца первый и (m + 1)-й элементы равны 1, остальные элементы нулевые; l-я
наддиагональ и m-я поддиагональ состоят из единиц.

Рассмотрим матрицу Q∗ = A∗
0 + e1s

∗. Пара (A∗
0, e1) управляемая, поскольку

у det(e1, A
∗
0e1, . . . , (A

∗
0)
n−1e1) каждый столбец отличается от предыдущего наличием

еще одного ненулевого элемента и, следовательно, все его столбцы линейно незави-
симы. Выберем различные числа λn < λn−1 < . . . < λ1 < 0, отделимые от спектра
матрицы A∗

0, и определим s из системы уравнений

s∗di = −1, i ∈ 1, n, (10)

где di = (A∗
0 − λiI)

−1e1. Разрешимость этой системы вытекает из управляемости
пары (A∗

0, e1) [6]. Покажем, что λi являются собственными числами матрицы Q∗.
Рассмотрим равенство Q∗ − λiI = M(A∗

0 − λiI), где M = e1s
∗(A∗

0 − λiI)
−1 + I.

Поскольку det(A∗
0 − λiI) �= 0, то достаточно убедиться в справедливости равенства

detM = 0, которое вытекает из соотношения Me1 = 0.
Рассмотрим спектральное разложение матрицы Q∗:

Q∗ =

n∑
i=1

λidig
∗
i ,

где

d∗i gj =

{
1, i = j,

0, i �= j,
(11)

di — собственные векторы матрицы Q∗, gi — собственные векторы матрицы Q, и по-
ложим

H =
n∑
i=1

did
∗
i . (12)

Очевидно, что H > 0, поскольку x∗Hx =
n∑
i=1

(di, x)
2 > 0 при x �= 0 ввиду линейной

независимости векторов di. Из (11) следуют соотношения

Q∗H =
n∑
i=1

λidig
∗
i

n∑
j=1

djd
∗
j =

n∑
i=1

λidid
∗
i .
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Поэтому в силу (12) получим

Q∗H +HQ = 2
n∑
i=1

λidid
∗
i < 2λ1H. (13)

Оценим D = M∗H +HM . Положим H = P 2, где P = P ∗. Очевидно соотношение

P−1DP = P−1M∗P + PMP−1.

Обозначим через ||·|| спектральную норму матрицы. Тогда справедливы неравенства

||P−1M∗P || ≤ ||P−1||||M∗||||P ||, ||PMP−1|| ≤ ||P ||||M ||||P−1||.

Поскольку ||P−1|| = 1
||P || , то ||P−1DP−1|| ≤ 2||M ||. У матрицы M∗M на диагонали

стоят элементы (1−ρi)2, остальные элементы равны нулю. Поэтому ||M || = max
i∈1,m

|1−
ρi|. Из (3) следует оценка ||M || ≤ 1 + ρ+. Следовательно, имеем ||P−1DP−1|| ≤
2(1+ρ+) и P−1DP−1 ≤ 2(1+ρ+)I. Из последнего неравенства вытекает оценка D ≤
2(1+ ρ+)H . Учитывая (13), приходим к соотношению A∗H +HA ≤ 2(λ1+1+ ρ+)H .
Выбрав λ1 = −ρ+ − 1.5, получаем оценку A∗H + HA < −H , из которой в силу
неравенства Рэлея следует формула

A∗H +HA < −μ−I, (14)

где μ− —минимальное собственное число матрицы H . Итак, доказано, что матрица
(12) удовлетворяет неравенству (9).

Рассмотрим функцию Ляпунова V0 = κε∗Hε, где κ— положительная константа.
В [5] было показано, что ввиду свойства (2) для ее производной, взятой в силу
системы (8), справедлива оценка

V̇0 ≤ −λβ0|ε|2 + κ0,1λx
2
1 + κ0,RR, (15)

где

R =

n∑
k=2

x̂2k
λ2qk

, (16)

β0 пропорциональна κ, а κij здесь и далее — абсолютные константы, не зависящие
от λ.

Введем обозначение ξ1 = x1 и рассмотрим функцию Ляпунова V1 = V0 +
ξ21
2 .

Очевидно, что
V̇1 = V̇0 + ξ1ξ̇1. (17)

В силу (1) и (4) имеет место соотношение

ξ̇1 = ϕ1 + ρ1(x̂l+1 + λεl+1). (18)

Положим
ξ2 = x̂l+1 + λβ1ξ1, где β1 > 0. (19)

Тогда
ξ1ξ̇1 = ξ1ϕ1 + ρ1(ξ1ξ2 − λβ1ξ

2
1 + λξ1εl+1). (20)
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Очевидно неравенство ξ1ϕ1 ≤ ξ21 + ϕ2
1. В силу (2) справедлива оценка

ϕ2
1 ≤ c

(
ξ21 +

l∑
i=2

x̂2i + |ε|2
)
. (21)

Воспользовавшись свойством (3), получаем соотношения

ρ1ξ1ξ2 ≤ λρ2+ξ
2
1 +

ξ22
λ , λρ1ξ1εl+1 ≤ ρ+1 λ(ξ

2
1 + ε2l+1),

−λρ1β1ξ21 ≤ −λβ1ξ21 , β1 = β1 min(ρ1, 1).

}
(22)

Из (15), (17), (20), (22) вытекает оценка

V̇1 ≤ −λ(β0 − κ0,1)|ε|2 − λ(β1 − κ1,1)ξ
2
1 +

ξ22
λ

+ κ1,RR. (23)

Введем последовательности

jk = kl+ 1(mod n) (k = 1, 2, . . .), (24)

τk+1 =

{
τk, если jk+1 = jk + l ≤ n,

τk + qjk + 1, если jk + l > n и jk+1 = jk + l − qkn.
(25)

Отметим, что jn−1 = m + 1, если qn−2 = l − 1. Эти последовательности обладают
следующим свойством.

Лемма L.
τk + qjk − k = 0. (26)

Доказательство. Рассмотрим ϕk = τk + qjk − k. Очевидно, что ϕ1 = τ1 +
ql+1 − 1 = 0. Предположим, что ϕk = 0, и рассмотрим ϕk+1 = τk+1 + qjk+1

− (k + 1).
Если jk+1 > jk, то согласно (22), (23) имеем τk+1 = τk, jk+1 = jk + l и ϕk+1 =
τk+qjk+l−(k+1). Ввиду (5) qjk+l = qjk+1 и поэтому ϕk+1 = 0. Если jk+1 = jk+l−qkn,
то qjk+1

= 0 и, согласно (25), τk+1 = τk + qjk + 1 и ϕk+1 = ϕk = 0.
Введем новые переменные

ξ1 = x1, ξk+1 = λτk x̂jk + λβkξk (k ∈ 1, n− 1), где βk > 0, (27)

и докажем справедливость при k ≤ n− 1 соотношения

ξ̇k = λql+k−1+1al+k−1,1x̂1 + (ξk+1 − λβkξk)ρ
∗
jk−1

+ λβk−1 ξ̇k−1, (28)

где

ρ∗jk−1
=

{
ρjk−1

, если jk−1 ≤ m,

1, если jk−1 > m.

Из (27) следует равенство

ξ̇k = λτk−1 ˙̂xjk−1
+ λβk−1ξ̇k−1. (29)

Предположим, что jk−1 ≤ m. Тогда в силу (7) будем иметь

˙̂xjk−1
= λqjk−1

+1ajk−1,1x̂1 + ρjk−1
x̂jk−1+l
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и, следовательно,

ξ̇k = λτk−1+qjk−1
+1ajk−1,1x̂1 + ρjk−1

λτk−1 x̂jk−1+l + λβk−1ξ̇k−1.

Поскольку jk−1 + l = jk, τk−1 = τk, то второе слагаемое в правой части этого равен-
ства имеет вид ρjk−1

(ξk+1 − λβkξk), и соотношение (28) доказано.
Пусть теперь jk−1 = m + r, 1 < r ≤ l. Тогда согласно (7) имеем ˙̂xm+r =

λqm+r+1am+r,1x̂1 + λqm+r+1−qr x̂r. Поэтому ввиду (29) можем записать

ξ̇k = λτk−1+qm+r+1am+r,1x̂1 + λτk−1+qm+r+1−qr x̂r + λβk−1ξ̇k−1.

Поскольку r ≤ l, то qr = 0, поэтому τk−1 + qm+r + 1 = τk. Кроме того, jk = jk−1 +
l(mod n) = m+ r + l(mod n) = n+ r(mod n) = r. Итак, соотношение (28) доказано.

Рассмотрим последовательность функций Ляпунова

Vk = Vk−1 +
ξ2k

2λ2(k−1)
, k ∈ 1, n.

Очевидно равенство

V̇2 = V̇1 +
ξ2ξ̇2
λ2

. (30)

Из (28) при k = 2 следует соотношение

ξ̇2 = λql+1+1al+1,1x̂1 + (ξ3 − λβ2ξ2)ρ
∗
j1 + λβ1ξ̇1.

Поэтому справедливо равенство

ξ2ξ̇2
λ2

= al+1,1x̂1ξ2 +
ρ∗j1ξ2ξ3
λ2

− ρ∗j1β2ξ
2
2

λ
+
β1ξ2ξ̇1
λ

. (31)

Первое слагаемое в правой части этого равенства оценивается суммой ξ22
λ + η, где

величина η = λa2l+1,1(ξ
2
1 + ξ21) поглощается правой частью неравенства (23) в том

смысле, что она мажорируется ею за счет увеличения κ01 и κ11. Справедливы соот-
ношения

ρ∗j1ξ2ξ3
λ2

=
ρ∗j1ξ2
λ0.5

ξ3
λ1.5

≤ (ρ∗j1ξ2)
2

λ
+
ξ23
λ3
.

Ввиду (18) имеет место равенство

β1ξ2ξ̇1
λ

=
β1ξ2ϕ1

λ
+
β1ρj1ξ2x̂l+1

λ
+ β1ρ1ξ2εl+1.

Очевидна оценка β1ξ2ϕ1

λ ≤ β2
1ξ

2
2

λ +
ϕ2

1

λ . В силу (21) ϕ
2
1

λ ≤ cξ21
λ + 1

λ

l∑
i=2

x̂2i + |ε|2. Поскольку
x̂l+1 = ξ2 − λβ1ξ1, то

β1ρj1ξ2x̂l+1

λ
=
β1ρj1ξ

2
2

λ
− β2

1ρj1ξ2ξ1 ≤ β1ρ+ξ
2
2

λ
+ λξ21 +

β4
1ρ

2
+ξ

2
2

λ
.

Из полученных оценок, а также (23), (30) с учетом поглощений вытекает неравенство
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V̇2 ≤ −λ(β0 − κ0,2)|ε|2 − λ(β1 − κ1,2)ξ
2
1 − (β2 − κ2,2)ξ

2
2

λ
+
ξ23
λ3

+ κ2,RR,

где β2 = β2 max(ρ−, 1).
Продолжая этот процесс построения функций Ляпунова, приходим к оценке

V̇n−1 ≤W (ε, ξ1, . . . , ξn−1) +
ξ2n

λ2n−3
+ κn−1,RR, (32)

где

W (ε, ξ1, . . . , ξn−1) = −λ(β0−κ0,n−1)|ε|2−λ(β1−κ1,n−1)ξ
2
1−

n−2∑
k=1

(βk+1 − κk+1,k+1)ξ
2
k+1

λ2k−1
.

Отметим, что κk,k зависит от βi (i < k) и не зависит от βk. Поэтому, выбрав последо-
вательно βk > κk,n−1, убеждаемся в отрицательной определенности квадратичной
формы W .

Покажем, что R поглощается положительными членами в правой части нера-
венства (32). Из (27) следует формула x̂jk = λ−τkξk+1 − λ1−τkβkξk. Поэтому для
содержащегося в R члена x̂2jk/λ

2qjk справедлива оценка

x̂2jk
λ2qjk

≤ ξ2k+1

λ2k
+

β2
kξ

2
k

λ2k−2
, (33)

поскольку в силу леммы L τk + qjk = k.
Очевидно, что содержащиеся в правой части неравенства (33) слагаемые погло-

щаются членами −βk+1ξ
2
k+1/λ

2k−1 и −βkξ2k/λ2k−3, стоящими в правой части нера-
венства (32). Поэтому далее будем полагать R = 0.

Рассмотрим V̇n = V̇n−1 +
ξnξ̇n
λ2(n−1) . Ввиду (29) ξ̇n = λτn−1 ˙̂xjn−1 + λβn−1ξ̇n−1. По-

скольку jn−1 = m+1, то согласно (7) ˙̂xjn−1 = λqm+1+1am+1,1x̂1 +u1. Ввиду леммы L
имеем τn−1 + qjn−1 = n − 1, поэтому ξ̇n = λnam+1,1x̂1 + u1 + λβn−1ξ̇n−1. Согласно
(28) ξ̇n−1 является линейной формой относительно ξn, ξn−1, . . . , ξ1 и ξ̇1. Член ξnξ̇1
оценивается с помощью (18) и (21). В результате приходим к оценке

V̇n ≤ W1(ε, ξ1, . . . , ξn) + ξn(u1 − L1),

где W1 — отрицательно определенная квадратичная форма, а L1— линейная форма
относительно x̂1, ξ1, . . . , ξn. Полагая

u1 = L1, (34)

приходим к следующему результату.
Теорема. Если выполнены условия (2), (3), и управления выбраны по формулам

(6), (34), то система (1) становится глобально экспоненциально устойчивой.
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4. Импульсное управление. Рассмотрим теперь систему (1), в которой

ϕi(·) =
l∑

k=1

aik(·)xk, i ∈ 1, l,

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ϕi(·) =

2l∑
k=1

aik(·)xk, i ∈ l + 1, 2l,

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ϕi(·) =

pl∑
k=1

aik(·)xk, i ∈ (p− 1)l, pl,

ϕi(·) =
n−1∑
k=1

aik(·)xk, i ∈ pl + 1, n,

где aik(·)—неупреждающие функционалы произвольной природы, удовлетворяю-
щие условию равномерной ограниченности |aik(·)| ≤ c. Предполагая, что управления
ui являются сигналами на выходах модуляторовMi : ui = Mi[ζi]. Требуется синтези-
ровать сигналы ζi на входах этих модуляторов таким образом, чтобы система стала
глобально асимптотически устойчивой. Будем считать, что модуляторы работают
синхронно, и последовательность {tn} моментов импульсации обладает свойством
δT ≤ tk+1 − tk ≤ T , где δ ∈ (0, 1), T > 0. Предполагаем, что ui(t) не зависит от ζi(τ)
при τ > t и на каждом промежутке [tk, tk+1] не меняет знака. Кроме того, существу-
ет такая непрерывная и монотонно возрастающая функция ϕi(ζ), удовлетворяющая
условию ϕi(0) = 0, ϕi(ζ) → +∞(−∞) при ζ → +∞(−∞), что при всех k существует
t̃i,k ∈ [tk, tk+1), при котором

1

tk+1 − tk

tk+1∫
tk

ui(t)dt = ϕi(ζ(t̃i,k)).

Возьмем в качестве ζi функции ζi = ϕ−1
i [ηi], где ϕ−1

i —обратная к ϕi функция, а ηi —
выражения, стоящие в правых частях уравнений (6) и (34). Тогда согласно лемме C
из [5] при достаточно малом T система будет глобально асимптотически устойчива.
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Consider the system ẋ1 = ϕ1(·)+ρ1xl+1, . . . ẋm = ϕm(·)+ρmxn, ẋm+1 = ϕm+1(·)+u1, . . .
ẋn = ϕn(·) + ul, where x1, . . . , xn is state of the system, u1, . . . , ul are controls, n

l
is not

integer and l ≥ 2. It is supposed that only outputs x1, . . . , xl are measurable (l < n), ϕi(·)
are non-anticipating arbitrary functionals, 0 < ρ− ≤ ρi(t, x1, . . . , xl) ≤ ρ+. With the help
of backstepping method, we construct the square Lyapunov function and stabilize control
for global exponential stability of closed loop system. The stabilization with the help of
modulators with sufficiently elevated frequency of impulsation is also considered.
Keywords: uncertain systems, output stabilization, global exponential stability.
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