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Вторая статья из серии обзоров о научных достижениях Ленинградской —Санкт-Петербург-
ской школы теории вероятностей и математической статистики в период с 1947 по 2017 г.
посвящена работам в области предельных теорем для зависимых величин, в частности, цепей
Маркова, последовательностей, обладающих свойствами перемешивания, и последователь-
ностей, допускающих мартингальную аппроксимацию, а также различным аспектам теории
случайных процессов. Особое внимание уделено гауссовским процессам, включая изоперимет-
рические неравенства, оценки вероятностей малых уклонений в различных нормах и функци-
ональный закон повторного логарифма. Даны краткий обзор и библиография работ в области
аппроксимации случайных полей с параметром растущей размерности и вероятностных моде-
лей систем притягивающихся неупругих частиц, в том числе законы больших чисел и оценки
вероятностей больших уклонений.
Ключевые слова: предельная теорема для сумм зависимых величин, гауссовские процессы,
вероятности малых уклонений, аппроксимация процессов растущей размерности, функцио-
нальный закон повторного логарифма, системы притягивающихся частиц.

Данная статья продолжает серию обзоров, посвященных достижениям Ленин-
градской и Санкт-Петербургской школы теории вероятностей и математической ста-
тистики.

Раздел 1 подготовлен И. А. Ибрагимовым, раздел 2.2 —Д. Н. Запорожцем, раз-
дел 4.4 —А. И. Назаровым. Раздел 4.5 написали М. А. Лифшиц и А. И. Назаров.
Остальные разделы подготовил М. А. Лифшиц.

1. Предельные теоремы для зависимых случайных величин. 1.1. Вве-
дение. Исследование предельного поведения сумм зависимых случайных величин
впервые началось в Петербурге в начале прошлого века и потому, хотя вся наша ра-
бота посвящена развитию теории вероятностей в Ленинграде—Петербурге со вто-
рой половины прошлого столетия, мы немного остановимся на более ранней истории,
тем более, что исследование некоторых задач длилось с начала века до его середи-
ны и связано с именами крупнейших математиков нашего города: А. А. Маркова,
С. Н. Бернштейна, Ю. В. Линника.

∗Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (грант №16-01-00258)
и СПбГУ (грант СПбГУ—ННИО 6.65.37.2017).
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1.2. Неоднородные цепи Маркова.Математиков Петербургской школы вол-
новал вопрос, могут ли выполняться закон больших чисел (ЗБЧ) и центральная
предельная теорема (ЦПТ) для сумм зависимых случайных величин. Исследуя эту
проблему, А. А. Марков [1] получил ряд глубоких результатов. Прежде всего, он
ввел три замечательных класса зависимых случайных величин: последовательно-
сти, впоследствии названные цепями Маркова, что всем хорошо известно, и, что из-
вестно гораздо меньше, монотонно зависимые величины и m-зависимые величины.
Предложение Маркова рассматривать указанные классы зависимостей оказалось ис-
ключительно удачным, и все три класса, в особенности первый, до сих пор играют
чрезвычайно важную роль и в самой теории вероятностей, и в ее применениях.

А. А. Марков доказал, хотя и при серьезных ограничениях, и ЗБЧ, и ЦПТ для
сумм величин, связанных в цепь Маркова. Работу [1] он с полным основанием закон-
чил словами: «Итак, независимость случайных величин не составляет необходимого
условия для существования закона больших чисел».

Особую трудность составила задача о сходимости к нормальному закону распре-
делений сумм случайных величин, образующих неоднородную цепь Маркова. В ра-
боте 1910 г. [2] А. А. Марков рассмотрел последовательность серий неоднородных
цепей Маркова X(n)

1 , . . . , X
(n)
n с двумя состояниями. Пусть для определенности эти

величины принимают значения 0, 1 с матрицей вероятностей перехода ||npij ||. Он
доказал, что если

α(n) = inf
i,j

npij ≥ α0 > 0, (1)

то дисперсии B2
n сумм

∑n
j=1X

(n)
j возрастают пропорционально n, распределения

нормированных сумм B−1
n

∑n
j=1(X

(n)
j − EX(n)

j ) сходятся к нормальному закону.
А. А. Марков заканчивает свою работу словами «вопрос о возможности сокраще-
ния введенных нами ограничений остается открытым».

Не лишенную некоторого драматизма историю этой проблемы мы и перескажем.
Задача Маркова чрезвычайно заинтересовала С. Н. Бернштейна, который посвятил
ей серию работ. Основной вопрос этих работ сводился к следующему: может ли α(n)

в соотношении (1) стремиться к нулю и если да, то как быстро. В первой из этого
цикла работ [3, стр. 66–70] С. Н. Бернштейн доказал, что сходимость к нормальному
закону сохраняется, если α(n)n1/7 → ∞.

В знаменитой работе [3, стр. 121–177], посвященной распространению предель-
ных теорем на суммы зависимых величин общего вида, С. Н. Бернштейн показал,
что в случае задачи Маркова сходимость к нормальному закону имеет место, если
α(n) ≥ n−α, α < 1/5. В этой же работе С. Н. Бернштейн построил пример цепей, для
которых α(n) � n−1/3 и распределения нормированных сумм сходятся к распреде-
лению, отличному от нормального.

Наконец, в работах [3, стр. 177–191] и [3, стр. 192–196] (первая из них начинается
словами: «Эта первая статья, которую я имею честь представить Академии, имеет
целью разрешить одну задачу, которая примыкает к исследованиям А. А.Марко-
ва») С. Н. Бернштейн для цепей с двумя состояниями доказывает сходимость к нор-
мальному распределению в предположении, что α < 1/3. Завершающий резуль-
тат был получен лишь в 1947 г. учеником Бернштейна ленинградским математи-
ком Н. А. Сапоговым [4], доказавшим теорему Маркова в предположении, что в (1)
n1/3 α(n) → ∞.

В перечисленных исследованиях все время предполагалось, что число состояний
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равнялось двум, и это предположение было существенным. Проблема заключалась
в том, что для цепей с бо́льшим числом состояний не удавалось доказать, что дис-
персия сумм

∑n
j=1Xjn с ростом n растет достаточно быстро. Вообще при изучении

предельных распределений для сумм зависимых величин анализ роста дисперсии
сумм и до сей поры является одним из труднейших и важнейших аспектов пробле-
мы. Лишь в 1936 г. С. Н. Бернштейн, создав новый метод исследования цепей Марко-
ва («метод сечений»), в работе [3, стр. 322–330] установил точные нижние границы
дисперсии B2

n = D
∑n

j=1Xjn. Хотя все рассуждения этой работы проводятся для
цепей с произвольным конечным множеством состояний, С. Н. Бернштейн замечает,
что ее методы и результаты распространяются на цепи с бесконечным и не обяза-
тельно дискретным множеством состояний. Соответствующее неравенство для B2

n

имеет вид
B2

n ≥ b2 + b4 + · · ·+ b2[n/2], bh = D(Xh|Xh−1, Xh+1). (2)

Основываясь на этих оценках, Н. А. Сапогов [4] доказал, что для цепей с про-
извольным конечным множеством состояний сходимость распределений нормиро-
ванных сумм к нормальному закону выполняется, если α < 1/5, а Ю. В. Линник
[5] после глубокого обобщения метода сечений Бернштейна доказал достаточность
условия α < 1/3 для цепей с произвольным конечным множеством состояний. Тем
самым 40-летняя история исследования задачи Маркова в определенном смысле за-
вершилась.

Отметим еще, что в работах [6, 7] Ю. В. Линника и Н. А. Сапогова сходимость
к нормальному распределению была доказана для многомерных неоднородных це-
пей Маркова.

Условие α(n)n1/3 → ∞ означает, по существу, что далеко отстоящие друг от
друга участки цепи слабо зависят друг от друга. Переход к произвольному множе-
ству состояний требует другого определения характеристики ослабевания зависи-
мости α(n) между далекими отрезками цепи, что и сделал московский математик
Р. Л. Добрушин в замечательной работе [8], введя свой «коэффициент эргодично-
сти». При этом и для общих цепей показатель α = 1/3 является правильным по-
граничным значением. (Заметим, что разработанные Бернштейном методы оценки
снизу дисперсии сумм использовались и в этих работах Добрушина.)

Уже в рамках общей концепции Добрушина литовский математик В. А. Стату-
лявичус, обучавшийся во второй половине 1950-х годов в Ленинграде в аспирантуре
у Ю. В. Линника, доказал для неоднородных цепей Маркова локальные предельные
теоремы [9] и теоремы об асимптотических разложениях в интегральной теореме
для неоднородных цепей [10].

В работах [11, 12] Б. А. Лифшиц существенно усилил результаты Добрушина,
рассмотрев вместо коэффициента эргодичности Добрушина величину βn —макси-
мум максимального коэффициента корреляции между соседними величинами n-й
серии. Один из его результатов гласит, что если дисперсии величин Xnj равномерно
ограничены и равномерно отделены от нуля, то условие

lim
n→∞

1

n(1− βn)2

n∑
s=1

∫
|y|≥ ε

√
n(1−βn)3/2

y2dP{Xns < y} = 0

для любого ε > 0 является достаточным для сходимости распределений нормиро-
ванных сумм величин Xnj к нормальному закону. В частности, такая сходимость
будет иметь место, если lim(1− βn)n

1/3 = ∞.
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1.3. Метод Бернштейна. В уже цитировавшейся работе [3, стр. 177–191]
С. Н. Бернштейн предложил общий метод исследования предельных распределений
для сумм зависимых случайных величин, вообще говоря, не связанных марковской
зависимостью. Этот метод применим к таким последовательностям случайных вели-
чин, зависимость которых при увеличении расстояния между ними в определенном
смысле ослабевает, исчезая в пределе. В самых общих чертах метод сводится к сле-
дующему. Сумма Sn = X1 + · · ·+Xn представляется в виде

Sn = T1 + T ′
1 + T2 + T ′

2 + · · · ,
где

T1 =

p∑
1

Xj, T ′
1 =

p+q∑
p+1

Xj, T2 =

2p+q∑
p+q+1

Xj , T ′
2 =

2p+2q∑
2p+q+1

Xj , . . .

Здесь p = p(n) = o(n), q = q(n) = o(p). Совокупность коротких сумм предельно
пренебрегаема, а длинные суммы Tj, разделенные промежутком длины q → ∞,
асимптотически независимы и их можно заменить независимыми величинами T̃j
равнораспределенными с Tj. Тем самым задача суммирования зависимых величин
сводится к задаче суммирования независимых величин. Конечно, реализация этого
метода в конкретных случаях связана с преодолением серьезных трудностей (и,
разумеется, подходящей формализацией понятия «слабая зависимость»).

Начиная со второй половины 1950-х гг. этот метод в совокупности с новым под-
ходом к определению классов случайных последовательностей, удовлетворяющих
тем или иным условиям слабой зависимости, начал широко применяться к иссле-
дованию предельных теорем для зависимых величин. Работы в этом направлении
появились почти одновременно в США (М. Розенблатт), Москве (В. А. Волконский
и Ю. А. Розанов, Ю. А. Розанов), Ленинграде (И. А. Ибрагимов).

Пусть A, B— две σ-алгебры событий. Определим меру зависимости Δ(A, B)
между ними (по отношению к заданной вероятностной мере) так, чтобыΔ(A, B) = 0
для независимых σ-алгебр.

Один возможный выбор состоит в том, что полагают

Δ(A, B) = r(A, B) = sup |Eξη|,
где верхняя грань берется по всем A-измеримым величинам ξ и по всем
B-измеримым величинам η таким, что Eξ = Eη = 0, E|ξ|2 = E|η|2 = 1. Коэффи-
циент r называется максимальным коэффициентом корреляции между A,B. Мак-
симальный коэффициент корреляции между двумя случайными величинами был
введен Гебеляйном (H. Gebelein) в 1941 г. Использовать максимальный коэффици-
ент корреляции в задачах суммирования зависимых случайных величин предложил
А. Н. Колмогоров.

Величина

Δ(A, B) = α(A, B) = sup
A,B

|P (AB) − P (A)P (B)|,

введенная М. Розенблаттом в 1956 г. [13], называется коэффициентом сильного пе-
ремешивания.

Величина
Δ(A, B) = ϕ(A, B) = sup

A,B
|P (B|A) − P (B)|,
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введенная И. А. Ибрагимовым в 1959 г. [14], называется коэффициентом равномерно
сильного перемешивания.

Пусть {Xt}— семейство случайных величин, зависящих от вещественного пара-
метра t; A— σ-алгебра событий, порожденных величинами Xu, u ≤ t, B— σ-алгебра
событий, порожденных величинами Xu, u ≥ t. Положим

Δ(τ) = sup
t<s,s−t≥τ

Δ(At, Bs)

и скажем, что Xt удовлетворяет условию Δ-перемешивания, если Δ(τ) → 0, когда
τ → ∞. Заметим, что α(τ) ≤ r(τ) ≤ ϕ(τ). Если однородная цепь Маркова удовле-
творяет условию Деблина, то для нее ϕ(τ) стремится к нулю экспоненциально быст-
ро. Стационарная гауссовская последовательность со строго положительной непре-
рывной спектральной плотностью f(λ) удовлетворяет условию α-перемешивания
(А. Н. Колмогоров, Ю. А. Розанов). Если же f(λ) имеет разрывы первого рода или
нули положительного порядка, не являющегося целым четным числом, то условие
α-перемешивания не выполняется (И. А. Ибрагимов [15]).

В работах И. А. Ибрагимова [14, 16–18] исследовались собственные предельные
распределения для нормированных сумм Sn = B−1

n

∑n
1 Xj − An в предположении,

что последовательность {Xj} стационарна и Bn → ∞. Эти условия предполагаются
выполненными в формулируемых ниже теоремах.

Теорема 1.1. Если Xj удовлетворяет условию α-перемешивания, то предель-
ное распределение для Sn необходимо устойчиво. Если при этом показатель устой-
чивого предельного распределения равен α, то Bn = n1/αh(n), h(n)—медленно ме-
няющаяся функция n.

Теорема 1.2. Если последовательность Xj удовлетворяет условию r-переме-
шивания, причем E|Xj |2+δ <∞ для какого-нибудь δ > 0, то к последовательности
Xj применима ЦПТ.

Теорема 1.3. Если последовательность Xj удовлетворяет условию r-пере-
мешивания, причем E|Xj |2 < ∞ и

∑∞
1 r(2n) < ∞, то к последовательности Xj

применима ЦПТ, при этом B2
n ∼ 2πnf(0), f(λ)— спектральная плотность ста-

ционарной последовательности Xj.

Теорема 1.4. Пусть последовательность Xj удовлетворяет условию α-пе-
ремешивания и выполняются условия: 1) E|Xj |2+δ < ∞ для некоторого δ > 0;

2)
∑(

α(n)
) δ

2+δ <∞. Тогда к последовательности Xj применима ЦПТ и

B2
n ∼ n

(∑
E|X0|2 + 2

∞∑
1

EX0Xj

)
.

В какой степени точны условия приведенных выше теорем? В работах [19, 20]
Ю. А. Давыдов исследовал скорость убывания коэффициентов перемешивания для
однородных цепей Маркова, удовлетворяющих условию Харриса. Оценки коэффи-
циентов перемешивания, полученные Давыдовым, позволили ему построить приме-
ры, показывающие, что связь между условиями 1 и 2 теоремы 1.4 является точной.
Конструкция этих примеров заключалась в следующем. В качестве Xj Ю.А. Да-
выдов рассмотрел однородные возвратные цепи Маркова с длинными временами
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возвращения τi из состояния i в состояние i. В работах 1930-х гг. В. Деблин пока-
зал, что в случае длинных времен возвращения нормированные суммы Sn могут
иметь устойчивое предельное распределение, отличное от нормального. Отправля-
ясь от этих работ, с помощью тонких вычислений Давыдов показал, что можно
построить величины Xj с таким коэффициентом α(n), для которого условия 1 и 2
теоремы 1.4 нарушаются как угодно мало, а предельные распределения для Sn су-
ществуют и не являются нормальными. Тем самым было доказано, что условия
теоремы 1.4 являются точными. Позднее американский математик Р. Брэдли скон-
струировал примеры, из которых следует, что условия теорем 1.2, 1.3 тоже являются
точными (см. [21]).

В [18] И. А. Ибрагимов высказал гипотезу, что в случае ϕ-перемешивания ЦПТ
всегда выполняется, если EX2

j <∞ и DSn → ∞. Эта гипотеза до сих пор не доказана
и не опровергнута. Лучший результат здесь принадлежит М. Пелиград, доказавшей
утверждение гипотезы при дополнительном предположении lim inf n−1DSn > 0.

1.4. Процессы, порожденные процессами с перемешиванием. Пусть
Xt — стационарный случайный процесс с дискретным или непрерывным временем,
удовлетворяющий условию Δ-перемешивания. Обозначим Mt

s, s ≤ t, σ-алгебру со-
бытий, порожденную величинами Xu, s ≤ u ≤ t; M = M∞−∞.

Обозначим Ht
s семейство Mt

s-измеримых случайных величин Y , удовлетворяю-
щих условию E|Y |2 <∞. Стационарный процесс Xt определяет в H группу унитар-
ных операторов U t и Yt = U tY есть стационарный процесс. Назовем его процессом,
порожденным процессом Xt.

Если Y ∈ Hτ
−τ , 0 < τ < ∞, процесс Yt удовлетворяет условию Δ-перемешива-

ния. Если же Y — элемент H общего вида, то Yt не обязан удовлетворять никаким
условиям перемешивания, даже если {Xt}—последовательность независимых слу-
чайных величин. Если, однако, Y допускает хорошую аппроксимацию величинами
изHτ−τ , можно ожидать, что к Yt применима ЦПТ. Эти вопросы впервые рассмотрел
И. А. Ибрагимов в [14, 16] (см. также [18, 22]). В этих работах указываются взаим-
ные ограничения на скорость убывания коэффициента перемешивания, точность
аппроксимации Y величинами из Hτ−τ и число моментов Y . Вот пример подобных
результатов.

Теорема 1.5. Пусть стационарная последовательность Xj удовлетворяет
условию ϕ-перемешивания. Рассмотрим порожденную последовательность вида
Yj = U jY , где Y ∈ H, EY = 0. Пусть выполняются условия:

∞∑
k=1

|E{|Y − E{Y |Mk
−k}|2}|

1
2 <∞;

∞∑
j=1

√
ϕ(k) <∞.

Тогда σ2 = EY 2
0 + 2

∑∞
1 EY0Yj <∞ и, если σ 
= 0, то распределение нормированных

сумм 1
σ
√
n

∑n
1 Xj сходится к нормальному закону.

Сходные результаты имеют место и для других условий перемешивания.
Пусть . . . ξ0, ξ1, . . . — последовательность независимых одинаково распределен-

ных случайных величин и Y = f(. . . ξ0, ξ1, . . . ). Вопрос о применимости ЦПТ к сум-
мам Yj не является тривиальным. Пусть, например, ξj — стандартные нормальные
величины. Пусть Yj = Z2

j − EZ2
j , Zj =

∑−1
−∞ ξk+j/|r|a, 3/4 > a > 1/2. Тогда пре-

дельное распределение нормированных сумм величин Yj отлично от нормального
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(М. Розенблатт, см. [18]). Отсюда, в частности, следует, что условия теоремы 1.5
достаточно точны и не могут быть улучшены.

1.5. Принцип инвариантности (функциональные предельные теоре-
мы). В работе [23] 1968 г. Ю. А. Давыдов задался вопросом, в каких случаях к сум-
мам зависимых случайных величин с перемешиванием применим принцип инвари-
антности (т. е. в каких случаях меры Pn в C[0, 1], порожденные (непрерывными)
случайными ломаными с вершинами в точках

(
k/n,B−1

n

∑k
1(Xj − EXj)

)
сходятся

в C[0, 1] к распределению винеровского процесса. По-видимому, [23] — это вообще
первая работа, посвященная исследованию принципа инвариантности для сумм ве-
личин с перемешиванием. Ю. А. Давыдов, в частности, доказал, что принцип ин-
вариантности выполняется в условиях теоремы 1.4, если условие 2 этой теоремы
заменить условием

∑
n(α)

δ/2(2+δ) <∞.
Позднее, в работе [24], Ю. А. Давыдов распространил эти результаты на слу-

чай процессов, порожденных процессами с перемешиванием. В [17] И. А. Ибрагимов
доказал принцип инвариантности в условиях теоремы 1.2. Ученик Ю. А. Давыдова
В. В. Городецкий в работе [25] распространил результатыДавыдова на стационарные
поля, удовлетворяющие условию α-перемешивания. Последнее означает, что коэф-
фициент сильного перемешивания между σ-алгебрами, порожденными участками
поля с аргументами, принадлежащими множествам V1, V2, стремится к нулю, когда
расстояние между V1 и V2 стремится к бесконечности.

1.6. Скорость сходимости. Традиционный для теории суммирования неза-
висимых случайных величин вопрос о скорости сходимости допредельной функции
распределения к предельной для последовательностей случайных величин с пере-
мешиванием вызывает серьезные трудности. Достаточно точные результаты были
получены лишь для некоторых классов случайных величин, связанных в цепь Мар-
кова (см., например, работу Б. А. Лифшица [12], где для сумм величин, связанных
в цепь Маркова, доказаны оптимальные по порядку оценки вида O(1/

√
n)). Ко-

нечно, упомянутый выше метод Бернштейна вместе с оценками, справедливыми
для сумм независимых величин, позволяет получить степенные по числу слагаемых
оценки, но они далеки от желаемых. Легко понять, что непосредственное примене-
ние метода Бернштейна не может привести к оценкам лучшим, чем n−1/4. Прорыв
был совершен работой [26] американского математика Ч. Стейна. В начале 1970-
х гг. Ч. Стейн был гостем Ленинградского отделения института им. В. А. Стеклова
и прочел там цикл лекций о своих исследованиях. А. Н. Тихомиров, в те годы аспи-
рант кафедры теории вероятностей, находясь под влиянием этих лекций, занялся
задачей о скорости сходимости в ЦПТ для зависимых величин, удовлетворяющих
условию α-перемешивания. В предположении, что E|Xj |2+δ < ∞, 0 < δ ≤ 1, Ти-
хомиров [27, 28] получил очень хорошие оценки для равномерного расстояния ρn
между допредельной и предельной функциями распределения, зависящие от скоро-
сти убывания α(n). Так, если α(n) = O(e−an), a > 0, то ρn = O(n−δ/2 ln1+δ n), что
лишь на логарифмический множитель отличается от оптимальной оценки O(n−δ/2).
А. Н. Тихомиров писал впоследствии, что его результат получен методом Стейна,
что не совсем так. Действительно, идеи метода Стейна были использованы, но в
сильно модифицированном виде. Достаточно заметить, что [28] существенно исполь-
зует аппарат характеристических функций, тогда как Ч. Стейн в [26] вообще под-
вергает сомнению возможность использовать этот аппарат при исследовании ско-
рости убывания ошибки аппроксимации для сумм слабо зависимых случайных ве-
личин.
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В работе [29] В. В. Городецкий получил оценки скорости сходимости в принци-
пе инвариантности для последовательностей с сильным перемешиванием. В случае
быстрого убывания коэффициента перемешивания его результаты сравнимы с оцен-
ками в принципе инвариантности для сумм независимых величин.

1.7. Закон повторного логарифма. В работе [30] Н. А. Сапогов, по-
видимому, впервые рассмотрел задачу о применимости закона повторного логариф-
ма к слабо зависимым в духе работ С. Н. Бернштейна величинам. При этом Н. А. Са-
погов предложил новый очень удобный метод для получения верхних границ для
сумм

∑n
1 Xj , действующий в случае, если для нормированных сумм выполняется

ЦПТ со скоростью сходимости n−γ для какого-нибудь γ > 0. Этот прием упрощает
доказательство даже в случае независимых слагаемых Xj.

В работе [31] М. Х. Резник, используя этот подход Сапогова, доказал закон
повторного логарифма для стационарных последовательностей, удовлетворяющих
условиям ϕ- и α-перемешивания. Вот одна из теорем Резника.

Теорема 1.6. Если величины Xj удовлетворяют условию ϕ-перемешивания
и выполнены условия: E|Xj |p < ∞ для какого-нибудь p > 2;

∑
n

√
ϕ(n) < ∞ и

D(
∑n

1 Xj) → ∞, то к последовательности Xj применим закон повторного лога-
рифма.

Аналогичные результаты М. Х. Резник получил и для стационарных последова-
тельностей, порожденных последовательностями с перемешиванием.

1.8. Метод мартингальной аппроксимации (метод Гордина). Первые
варианты ЦПТ для мартингалов были доказаны во второй половине 30-х гг. прошло-
го столетия П. Леви и С. Н. Бернштейном [3, стр. 364–376, 380–385]. Анализ работ
Бернштейна приводит к мысли, что он полагал возможным использовать подходя-
щую аппроксимацию мартингалами для доказательства ЦПТ для зависимых вели-
чин. В начале 1960-х гг. П. Биллингсли и И. А. Ибрагимов [32] доказали ЦПТ для
эргодических стационарных последовательностей {Xj}, состоящих из мартингал-
разностей (т. е. E(Xj |Xj−1, . . . ) = 0, так что суммы Sn =

∑n
1 Xj образуют мартин-

гал) и такой, что EX2
j <∞. Работа [32] использовала некоторые идеи из цитировав-

шихся выше работ Бернштейна.
Осуществить же идею использования мартингальной аппроксимации удалось

М. И. Гордину, в то время аспиранту кафедры теории вероятностей, в его замеча-
тельной работе [33]. В этой работе был предложен подход к исследованию предель-
ных теорем для сумм стационарно связанных слабо зависимых случайных величин,
основанный на так называемом представлении стационарной последовательности
{Xj} в виде суммы мартингала и кограницы

Xn = Yn + ζn , (3)

где величины Yn образуют последовательность мартингал-разностей, а кограница
ζ = {ζn} может быть записана в виде ζn = θn − θn−1 с некоторой стационарной
последовательностью θ = {θn}. Коль скоро представление (3) получено, достаточ-
но сослаться на цитированную выше теорему Биллингсли—Ибрагимова. Конечно,
найти представление (3) в конкретных случаях совсем не просто, но это решаемая
задача. Введенный в обиход короткой заметкой [33] метод мартингальной аппрок-
симации последние полвека наряду с упомянутым выше методом Бернштейна иг-
рал решающую роль в доказательстве предельных теорем для зависимых величин.
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Так, из результатов работы [33] достаточно просто выводятся предельные теоремы
для процессов с перемешиванием, например, теорема 1.4. В работе [34] М. И. Гордин
предложил неожиданный вариант своего метода, не требующий конечности вторых
моментов. В обеих работах Гордин ограничился кратким изложением своих фун-
даментальных результатов. Их детальное изложение можно найти в монографиях
[35, гл. 5; 21, т. 2]. Работы [36–40] содержат очень успешное применение метода мар-
тингальной аппроксимации к исследованию ЦПТ для однородных цепей Маркова,
не удовлетворяющих обычным условиям регулярности.

В работе [41] содержится глубокое исследование асимптотического поведения
статистик фон Мизеса для сохраняющих меру преобразований. Именно, пусть T —
сохраняющее меру преобразование вероятностного пространства (X,F , μ). Стати-
стика фон Мизеса с ядром f : Xd → R определяется как случайная величина

x ∈ X →
∑

0≤i1,...,id≤n

f(T i1x, . . . , T idx), n ≥ 1.

Последнее определение требует некоторого обоснования, поскольку ограничение
функции f на диагональ не вполне определено. Разрешив эту проблему, авторы
доказывают для статистик фон Мизеса эргодическую теорему (усиленный закон
больших чисел) с нормирующим множителем n−d. Наконец, применение метода мар-
тингальной аппроксимации позволяет при определенных предположениях об ядре
доказать ЦПТ в случае точных преобразований T .

Эта работа содержит много новых идей и должна оказать большое влияние на
будущих исследователей.

Детальное изложение упомянутых здесь результатов можно найти в моногра-
фиях [18, 35] и особенно в фундаментальном трехтомном труде [21].

И. А. Ибрагимов и Ю. В. Линник за работы по предельным теоремам теории
вероятностей были удостоены (совместно с Ю. В. Прохоровым и Ю. А. Розановым)
Ленинской премии 1970 г.

2. Гауссовские случайные процессы. 2.1. Классические результаты.
Несколько фундаментальных результатов теории гауссовских процессов были по-
лучены в Ленинграде. Все они связаны с именем В. Н. Судакова [42–44]. Наряду
с Ф.Штрассеном и Р. Дадли его можно считать основоположником метрического
подхода к изучению случайных процессов, когда свойства гауссовского процесса
X(t), t ∈ T , заданного на параметрическом множестве T произвольной природы,
изучаются при помощи полуметрики ρ(s, t) = {E(X(s)−X(t))2}1/2. Например, если
T в этой метрике является сепарабельным, то на том же вероятностном пространстве
существует сепарабельная модификация процесса X (см., например, [45, предложе-
ние 4.1]). В связи с этим в дальнейшем все рассматриваемые процессы мы будем
считать сепарабельными во избежание вопросов, связанных с измеримостью раз-
личных функционалов, таких как supt∈T X(t) и пр.

Результаты Судакова не только чрезвычайно полезны, но и поразительны сво-
ей общностью. О лидерской роли Судакова в этот «героический» период развития
теории гауссовских процессов рассказано в недавней статье Дадли [46].

Первым фундаментальным результатом здесь является теорема сравнения гаус-
совских процессов по их ковариациям (Fernique—Sudakov comparison principle): если
два центрированных гауссовских случайных процесса X, Y , заданных на одном па-
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раметрическом множестве T , удовлетворяют свойству

E(X(t)−X(s))2 ≥ E(Y (t)− Y (s))2, s, t ∈ T,

то
E sup

t∈T
X(t) ≥ E sup

t∈T
Y (t). (4)

Сравнивая таким образом произвольный центрированный гауссовский процесс
X(t), t ∈ T , и семейство независимых одинаково распределенных гауссовских слу-
чайных величин, получаем знаменитую оценку снизу для максимума, известную во
всем мире как «Sudakov minoration», которая утверждает, что для любого ε > 0

E sup
t∈T

X(t) ≥ C (lnM(ε))1/2ε,

где C = 0.648— абсолютная константа, M(ε)—максимальное количество точек
в пространстве (T, ρ), удаленных друг от друга на расстояние не меньше ε.

Наконец, еще одним выдающимся достижением этого периода является изопе-
риметрическое неравенство для гауссовских мер, полученное одновременно и незави-
симо В. Н. Судаковым и Б. С. Цирельсоном в Ленинграде [47] и К. Бореллем в Шве-
ции. Оно утверждает, что для стандартной гауссовской меры P в Rn среди всех
множеств равной меры наименьшую площадь поверхности имеет полупространство.
Формально этот геометрический по своей природе факт может быть выражен следу-
ющим образом. Пусть A ⊂ Rn —измеримое множество, Π ⊂ Rn —полупространство,
и P (A) = P (Π). Тогда для любого ε > 0 верно P (Aε) ≥ P (Πε), где Aε, Πε обозначают
ε-окрестности соответствующих множеств.

Важно отметить, что применение изопериметрического неравенства содержа-
тельно не только при малых ε, где оно позволяет сравнивать меры тонких полосок,
окружающих множества, но и при больших ε, где оно играет важную роль в вычис-
лении асимптотики гауссовских вероятностей больших уклонений.

Из изопериметрического неравенства следует еще один исключительно полез-
ный факт, отмеченный Судаковым и Цирельсоном— принцип концентрации. Если
функция f : Rn → R1 удовлетворяет условию Липшица

|f(x)− f(y)| ≤ σ|x− y|, x, y ∈ Rn,

аm—медиана распределения значений f относительно меры P , то для любого r > 0
верно неравенство

max [P{x : f(x) ≤ m− r}, P{x : f(x) ≥ m+ r}] ≤ P(σξ ≥ r),

где ξ — стандартная нормальная случайная величина. Таким образом, распределе-
ние f сконцентрировано вокруг своей медианы не менее сильно, чем соответствую-
щее нормальное распределение.

Среди других работ по гауссовским процессам отметим две статьи Б. С. Цирель-
сона о естественной модификации [48, 49]. Он показал, что среди всех модификаций
гауссовского процесса имеется одна, обладающая особенно хорошими свойствами.
Например, ее траектории будут п. н. непрерывными в определенной разумной мет-
рике на параметрическом множестве.
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В середине девяностых годов XX века теория гауссовских процессов достигла
такого уровня полноты, что назрел вопрос о ее систематическом изложении. Это
было сделано в монографии М. А. Лифшица [45] (см. также курс лекций [50]).

2.2. Связь с внутренними объемами. Еще один замечательный результат
Судакова связывает первый внутренний объем V1 выпуклого тела в гильбертовом
пространстве с максимумом изонормального гауссовского процесса над этим мно-
жеством. Напомним, что изонормальный процесс над сепарабельным гильбертовым
пространством H — это гауссовский процесс X(t), t ∈ H, с ковариационной функ-
цией

cov(X(s), X(s)) = 〈t, s〉.
В [44, предложение 14] было показано, что для произвольного выпуклого ком-

пактного множества T ⊂ H выполнено

V1(T ) =
√
2π E sup

t∈T
X(t). (5)

Отметим, что (4) было получено Судаковым как прямое следствие данного пред-
ставления и чисто геометрического утверждения о том, что если после некоторого
упорядочивания ребра одного многомерного симплекса не превосходят по длине ре-
бер другого, то то же неравенство выполнено и для их первых объемов (см. [44,
теорема 2]).

Соотношение (5) было использовано в [51] для вычисления первых внутренних
объемов различных бесконечномерных выпуклых компактов, включая единичные
шары в полунормах соболевского типа (шар Штрассена и др.) и эллипсоиды в гиль-
бертовом пространстве.

В [52] Цирельсон обобщил (5) на все внутренние объемы Vk следующим образом.
Рассмотрим k независимых копий Xi(t), t ∈ H , 1 ≤ i ≤ k, изонормального процес-
са X(t). Назовем k-мерным спектром выпуклого компактного множества T ⊂ H
следующее случайное множество в Rk:

speck T := {(X1(t), . . . , Xk(t)) ∈ Rk : t ∈ T }. (6)

Цирельсон показал, что для любого k ∈ N и любого выпуклого компактного множе-
ства T ⊂ H , такого что V1(T ) <∞, выполнено

Vk(T ) =
(2π)k/2

k!κk
Eλk(speck T ). (7)

Данный результат может быть интерпретирован как бесконечномерный аналог
формулы Куботы. Следующее соотношение, также полученное Цирельсоном в [52],
является бесконечномерным аналогом формулы Штейнера: для любого r > 0 и
любого выпуклого компактного множества T ⊂ H , такого что Vk(T ) <∞, выполнено

E exp

(
sup
t∈T

[
rX(t)− r2

2
VarX(t)

])
=

∞∑
k=0

(
r√
2π

)k

Vk(T ).

В качестве примера отметим, что из (7) сразу же вытекает связь между внутрен-
ними объемами выпуклой оболочки спирали Винера и средним объемом выпуклой
оболочки многомерного броуновского движения, а также аналогичный результат
для броуновского моста (подробности см. в [51]).
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Пусть теперь T является правильным симплексом. Нетрудно заметить, что его
спектр (6) является гауссовским многогранником (выпуклой оболочкой конечного
числа независимых стандартных гауссовских векторов). Тем самым, зная поведение
внутренних объемов правильного симплекса, можно получить информацию о сред-
нем объеме гауссовского многогранника и наоборот, что и было проделано в [53].
Дальнейшие свойства гауссовских многогранников были изучены в [54].

3. Функциональный закон повторного логарифма (ФЗПЛ). В работе
Штрассена [55] было описано предельное поведение с вероятностью единица неко-
торых семейств случайных функций, порожденных винеровским процессом W (t),
t ≥ 0. Рассмотрим пространство непрерывных функций C[0, 1], снабженное равно-
мерной нормой ‖ · ‖. «Шар Штрассена» K ⊂ C[0, 1] определим как множество всех
абсолютно непрерывных функций x(·), заданных на [0, 1], удовлетворяющих усло-
виям x(0) = 0 и ∫ 1

0

x′(t)2dt ≤ 1.

Обозначим LT := 2 ln lnT при T > 3 и определим случайные функции

ZT (t) =W (T t)/(T LT )
1/2, t ∈ [0, 1], T > 3.

Классический ФЗПЛ Штрассена утверждает, что с вероятностью единица се-
мейство (ZT )T>3 относительно компактно и расстояние

ρ(ZT ,K) := inf
x∈K

||ZT − x||

стремится к нулю при T → ∞. С другой стороны, для любого h ∈ K верно

lim inf
T→∞

||ZT − h|| = 0.

Таким образом, множество предельных точек семейства (ZT ) в пространстве C[0, 1]
совпадает с K.

Этот результат включает в себя и обычный закон повторного логарифма, т. е.

lim sup
T→∞

W (T )/(T LT )
1/2 = 1.

Следующий более трудный вопрос касается попадания ZT в εT -окрестности K
при εT , стремящемся к нулю, когда T стремится к бесконечности. Грилл [56] и Та-
лагран [57] независимо показали, что

0 < lim sup
T→∞

ρ(ZT ,K)L
2/3
T <∞.

ФЗПЛ остается верным, если винеровский процесс заменить процессом частных
сумм независимых одинаково распределенных случайных величин Xj с нулевым
средним и единичными дисперсиями. А именно, положим

S(t) =
∑
j≤t

Xj + (t− [t])X[t]+1, t ≥ 0,
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и
Z̃n(t) = S(nt)/(nLn)

1/2, t ∈ [0, 1], n ≥ 3.

Тогда для (Z̃n) выполнены те же утверждения, что и для (ZT ).
Среди многочисленных обобщений и уточнений закона Штрассена можно вы-

делить работы М. А. Лифшица, выполненные совместно с Ф. Берте (Ph. Berthet),
А. В. Булинским, Н. Горн (N. Gorn), П. Деовельсом (P. Deheuvels).

В работах [58, 59] полностью исследован вопрос о том, для каких норм (вме-
сто равномерной) выполняется закон Штрассена для винеровского процесса. Пусть
N (·)—полунорма на C[0, 1], полунепрерывная снизу относительно топологии равно-
мерной сходимости. Допускается, что N может иметь бесконечные значения. Тогда
ФЗПЛ для винеровского процесса верен для этой полунормы в том и только в том
случае, когда при некотором ε > 0 верно

P

(
sup

0≤θ≤ε
N (Wθ) <∞

)
> 0,

где Wθ(x) :=W ((1− θ)x) (см. [59, теорема 1.1]).
Парадоксальным образом скорость сходимости в ФЗПЛ для процесса частных

сумм может быть несколько лучше, чем указанная выше скорость L−2/3
T для вине-

ровского процесса. Пусть G(·)—неубывающая положительная непрерывная функ-
ция, заданная на [0,∞). Тогда условие

lim sup
n→∞

ρ(Z̃n,K)
L
3/4
n

G(Ln)
<∞

выполнено для некоторой последовательности (Xj) в том и только в том случае,
когда ∫ ∞

1

dx

xG(x)4
<∞.

Таким образом, скорость сближения с шаром Штрассена L−3/4
n (lnLn)

α возможна
при α > 1/4 и невозможна при α ≤ 1/4 (см. [60]).

В работе [61] найдены моментные условия, обеспечивающие заданную скорость
сходимости в ФЗПЛ для процесса частных сумм. Приведем результат, касающийся
«медленной» скорости сходимости в диапазоне от L−1/2

n до L−2/3
n . Пусть V (·)—такая

непрерывная функция, заданная на положительной полупрямой, что в некоторой
окрестности бесконечности функция λ �→ V (λ)λ1/2 не возрастает, а функция λ �→
V (λ)λ2/3 не убывает. Тогда

lim sup
n→∞

ρ(Z̃n,K)
V (Ln)

<∞

равносильно моментному условию

E
|X1|2

V (L(|X1|))2L(|X1|) <∞,

где L(x) := ln+ ln+ x.
В работах [62] и [63] исследуется скорость приближения к конкретному элементу

шара Штрассена. Здесь ситуация различна для элементов, находящихся «внутри»
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или «на границе» шара. Для внутренних элементов h ∈ K, т. е. удовлетворяющих
условию

J(h) :=

∫ 1

0

h′(t)2dt < 1,

Э. Чаки (E. Csáki) показал, что

lim inf
T→∞

Ln||ZT − h|| = π

2
√
1− J(h)

.

Для граничных элементов, для которых J(h) = 1, скорость может быть различной,
в пределах от L−1

n , как в формуле Чаки, до L−2/3
n .

В работе [63] исследован случай граничных функций, чья производная имеет
ограниченную вариацию. Здесь скорость сближения будет наименьшей возможной:

lim inf
T→∞

(Ln)
2/3||ZT − h|| = c(h),

где c(h) ∈ (0,∞) является решением некоторого уравнения в терминах второй про-
изводной функции h.

В работе [62] разработан метод нахождения скорости сближения для функций
с бесконечной вариацией производной. Ограничимся характерным примером, кото-
рый долгое время не поддавался анализу. Пусть α ∈ (1/2, 1). Положим

hα(t) := bαt
α, 0 ≤ t ≤ 1,

где константа bα :=
√
2α−1
α выбрана так, что J(hα) = 1. Тогда

lim inf
T→∞

L2α/(4α−1)
n ||ZT − h|| =

[
(π2/8)α(2α− 1)α−1/2

α2α−1(1− α)1−α

]1/(4α−1)

.

Степени 2α/(4α− 1) заполняют весь возможный диапазон (2/3, 1).

4. Вероятности малых уклонений. Типичной задачей исследования вероят-
ностей малых уклонений (или мер малых шаров) является изучение асимптотиче-
ского поведения вероятностей вида P(||X || ≤ ε), ε → 0, для некоторого случайного
вектора X , принимающего значения в нормированном пространстве (X , || · ||). Ве-
роятности малых уклонений в первую очередь характеризуют тонкую структуру
распределений случайных процессов, но они также появляются в байесовской ста-
тистике, в теории дискретизации сигналов (quantization), тесно связаны с различны-
ми проблемами функционального анализа, касающимися аппроксимации линейных
операторов.

Первой работой ленинградской школы, посвященной анализу вероятностей ма-
лых уклонений, была статья И. А. Ибрагимова [64]. Дальнейшее развитие этой те-
матики связано с работами М. А. Лифшица, А. И. Назарова, Я.Ю. Никитина и их
учеников.

В связи с тем, что задачи теории малых уклонений и применяемые для их
решения методы очень многообразны, мы приведем лишь наиболее типичные и зна-
чимые результаты, а некоторые направления только упомянем, отсылая читателя
к существующей литературе (см. также обзор [65]).

380 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2018. Т. 5 (63). Вып. 3



4.1. Суммы независимых величин. Пусть S :=
∑∞

j=1 λjXj , где λj — по-
ложительные числа, Xj —независимые копии положительной случайной величины
X . Задача о малых уклонениях в данном случае состоит в изучении вероятностей
P(S ≤ ε) при ε → 0. Интерес к этой постановке возник потому, что квадрат нормы
любого центрированного гауссовского вектора записывается в таком виде, причем
в качестве X выступает квадрат стандартной нормальной величины. Однако оказа-
лось, что природа X совершенно не важна, равно как и поведение коэффициентов
λj . Приведем основной результат из [66] в улучшенной формулировке из [67].

Для γ > 0 положим

Λ(γ) := Ee−γS; m(γ) := −(lnΛ)′(γ); σ2(γ) := (ln Λ)′′(γ).

Будем говорить, чтоX удовлетворяет условию регулярности, если существуют такие
постоянные b ∈ (0, 1), c1, c2 > 1 и ε0 > 0, что при каждом ε ∈ (0, ε0) верно

c1P(X ≤ bε) ≤ P(X ≤ ε) ≤ c2P(X ≤ bε). (8)

Теорема 4.1. Пусть X удовлетворяет условию регулярности (8) и условию
стохастической компактности Феллера

lim sup
r→∞

r2P(X ≥ r)

E(X21{X≤r})
<∞.

Тогда
P(0 < S ≤ ε) =

eγεΛ(γ)

γσ(γ)
√
2π

(1 + o(1)) при ε→ 0,

где γ является решением уравнения m(γ) = ε.

Очевидным недостатком этого результата является то, что ключевой параметр γ
задан неявно. В [68] при небольших дополнительных предположениях регулярности
получены более явные результаты. Ввиду их громоздкости, мы не будем приводить
их здесь, а ограничимся одним важным примером.

Предложение 4.2. Пусть A > 1 и независимые одинаково распределенные
случайные величины X, {Xj} удовлетворяют условию регулярности (8), а также
условию ∫ ∞

0

|(t(ln ΛX)′)′(t)|dt <∞,

где ΛX(t) := E exp{−tX}. Тогда существуют такие α > 0 и медленно меняющаяся
на бесконечности функция �(·), что P (X ≤ ε) = εα�(1/ε) при ε→ 0 и имеет место
асимптотика

P

⎛⎝ ∞∑
j=1

j−AXj ≤ ε

⎞⎠ ∼ C
ε(1+αA)/(2(A−1))

�(ε−a)1/2
exp

(
− (A− 1)Ka

Aa
ε− 1/(A−1)

)
,

где a := A/(A− 1),

K :=

∫ ∞

0

t−1/A|(ln Λ)′(t)|dt,

а константа C явным образом зависит от A,α,K.
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Отметим, что в работах Л. В. Розовского [69–76] задача о малых уклонениях
S рассмотрена и для других ситуаций, например, когда условие регулярности не
выполнено, либо выполняются дополнительные предположения о поведении коэф-
фициентов λj . В [77] рассмотрен случай суммирования взвешенных зависимых ве-
личин.

4.2. Процессы Римана—Лиувилля. Вопрос о том, как асимптотика малых
уклонений зависит от используемой нормы, является трудной задачей. Укажем один
важный класс норм и процессов, для которых влияние нормы удалось описать ко-
личественно (см. [78]).

Пусть I — класс всех замкнутых ограниченных интервалов на R. Рассмотрим
некоторое линейное пространство вещественных функций F на R. Пусть для каж-
дого I ∈ I задано такое линейное пространство вещественных функций FI на I, что
fI ∈ FI для каждого f ∈ F , где fI обозначает сужение f на I.

Определим полунорму || · || на F как семейство полунорм {|| · ||I , I ∈ I}, удо-
влетворяющих следующим естественным условиям:

(A) || · ||I ≤ || · ||J для всех таких I, J ∈ I, что I ⊂ J ;
(B) ||f ||I−c = ||f(· − c)||I для всех f ∈ F , I ∈ I и c ∈ R.
Пусть β ∈ R, p ∈ (0,+∞] и || · ||—полунорма на F . Будем называть ее (β, p)-

полунормой, если выполнены следующие свойства:
(C) ||f(c ·)||I/c = cβ ||f ||I для всех f ∈ F , I ∈ I и всех c > 0;
(D) для всех a0 < . . . < an ∈ R и f ∈ F

||f ||[a0,an] ≥
{
||f ||p[a0,a1]

+ · · ·+ ||f ||p[an−1,an]

}1/p

, если p < +∞,

или
||f ||[a0,an] ≥ max

{||f ||[a0,a1], . . . , ||f ||[an−1,an],
}
, если p = +∞.

Здесь β характеризует самоподобие полунормы, а p— ее полуаддитивность.
Практически все интересные полунормы удовлетворяют этому определению

с некоторыми параметрами, если положить F = {f : ‖f‖I <∞, I ∈ I}.
Сюда относятся супремум-норма, Lp-норма с p ≥ 1, α-гельдеровская полунорма

с 0 ≤ α ≤ 1, соболевская полунорма, заданная выражением

||f ||I :=

{∫
I

∫
I

(
|f(t)− f(s)|
|t− s|η+1/p

)p

ds dt

}1/p

, p ≥ 1, 0 ≤ η + 1/p < 1,

а также полунормы Бесова и многие другие.

Пусть {Zt, t ≥ 0}— симметричный α-устойчивый процесс Леви с α ∈ (0, 2].
Тогда для каждого H > 0 определен процесс RH

t :=
∫ t

0 (t − s)H−1/αdZs, который
мы назовем процессом Римана—Лиувилля с параметром Херста H . Например, m-
кратный интеграл от винеровского процесса относится к этому классу и имеет па-
раметры α = 2 и H = m+ 1/2.

Теорема 4.3. Пусть || · ||— (β, p)-полунорма и R—процесс Римана—Лиувилля
с параметром H > β + 1/p. Положим γ := (H − β − 1/p)−1. Тогда существует
такое K ∈ (0,+∞], что

lim
ε↓0

εγ lnP
{||R||[0,1] ≤ ε

}
= −K.
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Интересно, что индекс устойчивости α непосредственно не влияет на порядок
малых уклонений γ.

Формально константа K может быть бесконечной. Но если параметр p выбран
правильно, то есть наименьшим возможным для данной нормы, то порядок малых
уклонений γ, указанный в теореме 4.3, является правильным для всех известных
примеров норм.

Полученные результаты можно распространить и на класс самоподобных про-
цессов (односторонние линейные устойчивые дробные движения), которые можно
рассматривать как одно из обобщений дробного броуновского движения на негаус-
совский устойчивый случай.

4.3. Гауссовские стационарные процессы. Одним из интересных направ-
лений является изучение асимптотик вероятностей малых уклонений стационарных
процессов в терминах их спектров. Особенно интересен случай очень гладких про-
цессов, поскольку соответствующие малые уклонения фактически определяют апо-
стериорную скорость сходимости в непараметрических задачах оценивания, а сами
процессы служат стандартными базовыми элементами при построении априорных
распределений параметров, имеющих функциональную природу.

Рассмотрим семейство процессов Xν , отвечающих абсолютно непрерывным
спектральным мерам

Fν(du) := exp{−|u|ν} du, 0 < ν <∞,

F∞(du) := 1{[−1,1]} du,

и аналогичное семейство периодических процессов X̃ν , отвечающих дискретным
спектральным мерам

F̃ν(du) :=
∞∑

k=−∞
exp{−|k|ν}δ2πk, 0 < ν <∞.

Хотя свойства гладкости процессов Xν , X̃ν одинаковы, их малые уклонения ино-
гда ведут себя по-разному. Приведем результаты из [79], касающиеся вероятностей
малых уклонений в равномерной норме на интервале [0, 1].

Теорема 4.4. При ε→ 0 справедливы соотношения

lnP(||Xν ||∞ ≤ ε) ≈ − | ln ε|2
ln | ln ε| , 1 < ν ≤ ∞, (9)

и
lnP(||Xν ||∞ ≤ ε) ≈ −| ln ε|1+ 1

ν , 0 < ν ≤ 1. (10)

Существенная разница между оценками (9) и (10) заключается в том, что во
втором случае имеется зависимость от параметра ν, а в первом ее нет, что следу-
ет признать несколько неожиданным. Впрочем, в спектральной теории операторов
аналогичный эффект уже давно известен.

Для периодических процессов асимптотика несколько иная.

Теорема 4.5. При ε→ 0 справедливы соотношения

lnP(||X̃ν ||∞ ≤ ε) ≈ −| ln ε|1+ 1
ν , ν > 0.
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Для процессов со спектром, убывающим степенным образом, малые уклоне-
ния также изучены достаточно хорошо. Приведем характерные результаты о малых
уклонениях в L2-норме из недавней работы [80].

Теорема 4.6. Пусть {X(t), t ∈ R}— 2π-периодический вещественный центри-
рованный гауссовский стационарный процесс, непрерывный в среднем квадратиче-
ском. Предположим, что его спектральная мера имеет асимптотику

μk ∼M |k|−r при |k| → ∞

при некоторых r > 1, M > 0. Пусть q(·)— суммируемый вес на интервале [0, 2π].
Тогда при ε→ 0 верно

lnP

⎛⎝ 2π∫
0

q(t)|X(t)|2dt ≤ ε2

⎞⎠ ∼ −
⎛⎝ M

1
r

r sin(π/r)

2π∫
0

q(t)
1
r dt

⎞⎠
r

r−1

(r − 1)(2π)
1

r−1

2 ε
2

r−1

.

Аналогичный результат верен и для процессов, имеющих спектральную плот-
ность со степенной асимптотикой.

Теорема 4.7. Пусть {X(t), t ∈ R}— вещественный центрированный гауссов-
ский стационарный процесс, непрерывный в среднем квадратическом. Предполо-
жим, что его спектральная плотность существует и имеет асимптотику

m(u) ∼M |u|−r при |u| → ∞

при некоторых r > 1, M > 0. Пусть q(·)— суммируемый вес на R, удовлетворяю-
щий условию ∑

j∈Z

‖q‖ 1
r

1,[j,j+1] <∞,

где

‖q‖1,[a,b] :=
∫ b

a

|q(t)|dt.

Тогда при ε→ 0 верно

lnP

⎛⎝∫
R

q(t)|X(t)|2dt ≤ ε2

⎞⎠ ∼ −
⎛⎝ M

1
r

r sin(π/r)

∫
R

q(t)
1
r dt

⎞⎠ r
r−1

(r − 1)(2π)
1

r−1

2 ε
2

r−1

.

Отметим, что доказанные для стационарных процессов утверждения мгновенно
переписываются для α-самоподобных процессов (например, для винеровского про-
цесса, дробного броуновского движения и их кратных интегралов, см. [81–83]) при
помощи преобразования Ламперти X(t) � Y (t) = e−αtX(et). Близкие к приведен-
ным теоремам результаты получены для малых уклонений в Lp-нормах с p 
= 2, но
возникающая там константа не имеет явного выражения.

Интересный результат о малых уклонениях стационарных процессов с финит-
ной корреляционной функцией содержится в [84].

4.4. Гриновские гауссовские процессы. В последние годы А. И. Назаров,
Я.Ю. Никитин и их ученики глубоко исследовали вероятности малых уклонений
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в гильбертовой норме. Особенно плодотворным было выделение А. И. Назаровым
[85–87] класса гриновских гауссовских процессов, чьи ковариационные функции яв-
ляются функциями Грина обыкновенных дифференциальных операторов (ОДО).
Поскольку спектральная теория ОДО развита существенно сильнее, чем соответ-
ствующая теория для интегральных операторов общего вида, для таких процессов
удалось получить гораздо более продвинутую теорию вероятностей малых уклоне-
ний в гильбертовой норме, дающую во многих случаях точную асимптотику.

В работах [88–94] были получены точные асимптотики для большого количества
конкретных гриновских гауссовских процессов. В работах [95, 96] были рассмотрены
весовые L2-нормы для широкого класса невырожденных весов.

Наконец, в [97, 98] были установлены точные асимптотики вероятностей малых
уклонений для одномерных возмущений гриновских процессов.

4.5. Другие результаты о малых уклонениях. Интересные результаты
были получены для гауссовских полей в нормах, связанных с фрактальными мно-
жествами или мерами (см. [99–104]). Заметим, что и в этой задаче для гриновских
процессов в гильбертовой норме удается исследовать более тонкую структуру лога-
рифмической асимптотики малых уклонений (см. [99–101, 104], а также серию работ
А. А. Владимирова и И. А.Шейпака).

В работах [105–107] изучались гауссовские поля со структурой тензорного про-
изведения. При различных, весьма общих, предположениях о процессах-сомножи-
телях была получена логарифмическая асимптотика малых уклонений в L2 с ве-
сом. Недавно Л. В. Розовский [108] существенно обобщил результаты Дж.Филла
и Ф. Торказо (J. A. Fill, F. Torcaso) [109] о точной асимптотике малых уклонений
в L2 броуновского листа.

А. И. Назаров [110] доказал теорему сравнения на логарифмическом уровне
для малых уклонений в гильбертовой норме при минимальных ограничениях на
функцию распределения собственных чисел оператора ковариации (ранее при более
жестких ограничениях аналогичный результат был получен Ф. Гао и В. Ли (F. Gao,
W. V. Li)) [111].

Пусть λn, n ∈ N, — собственные числа оператора ковариации случайного векто-
ра X в гильбертовом пространстве. Определим считающую функцию

N (λ) = #{n : λn > λ}.
Аналогично определим λ̃n и Ñ (λ) для случайного вектора X̃.

Предположим, что

lim inf
x→0

hx∫
0

N (λ) dλ

x∫
0

N (λ) dλ

> 1 при всех h > 1.

Если N (λ) ∼ Ñ (λ) при λ→ 0, то

lnP{‖X‖ ≤ r} ∼ lnP{‖X̃‖ ≤ r} при r → 0.

В работах [112, 113] исследовались вероятности малых уклонений пуассоновских
процессов высокой интенсивности. Было выяснено, в каких пределах эти вероятно-
сти ведут себя так же, как их аналоги для винеровского процесса. В [114] приведено
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обобщение на случай более общих процессов Леви. В статьях [115–117] изучены ве-
роятности малых уклонений различных итерированных процессов. В [118] исследо-
ваны малые уклонения обобщенных процессов восстановления. Вероятности малых
уклонений симметричных устойчивых векторов изучены в [119]. В [120] рассмотрены
малые уклонения сумм коррелированных гауссовских последовательностей. В [121]
даны применения вероятностей малых шаров к задаче дискретизации (квантования)
случайных процессов.

5. Аппроксимация случайных полей растущей размерности. Во мно-
гих практических приложениях, таких как финансы, статистика, физика, изуча-
ются случайные поля с большой размерностью параметрического множества и их
аппроксимации. В связи с этим естественно рассматривать и асимптотические по-
становки задач аппроксимации, когда размерность d параметрического множества
стремится к бесконечности. Обычно проблему аппроксимации решают с некоторой
точностью ε, используя при этом конечное число значений линейных функционалов
от аппроксимируемого. Назовем сложностью аппроксимации (information complex-
ity) величину n(ε, d), обозначающую минимальное число значений, необходимых для
достижения точности аппроксимации ε.

Со многими постановками задач такого рода можно познакомиться в трехтом-
нике Э. Новака и Х. Вожняковского [122]. Данное направление в Санкт-Петербурге
развивалось в работах М. А. Лифшица с соавторами [123–125] и его учеников
Н. А. Сердюковой [126] и А. А. Хартова [127–131].

Во многих многомерных задачах проявляется проклятие размерности, то есть
экспоненциальная зависимость n(ε, d) от размерности d. Естественной задачей яв-
ляется количественное описание этого феномена. Приведем один наиболее харак-
терный результат из работы [125], описывающий проклятие размерности в задачах
аппроксимации случайных полей. Рассмотрим центрированное случайное поле X(t),
t ∈ [0, 1]d, с конечной дисперсией и тензорной структурой ковариации

cov(X(s), X(t)) =

d∏
l=1

R(sl, tl), s = (sl)1≤l≤d, t = (tl)1≤l≤d ∈ Rd.

Тогда X допускает каноническое разложение

X(t) =
∑
k∈Nd

ξk

d∏
l=1

λ(kl)

d∏
l=1

φkl
(tl),

где (λ(i))i>0 — корни собственных чисел оператора с ядром R(·, ·); (φi)i>0 — соответ-
ствующие собственные функции; (ξk)k∈Nd —некоррелированные случайные величи-
ны с нулевым средним и единичной дисперсией.

Рассмотрим качество оптимальной аппроксимации X процессами конечного
ранга n

Xn(t) =

n∑
j=1

ηj ψj(t)

с детерминированными функциями ψj и случайными величинами ηj . Будем изме-
рять качество аппроксимации с помощью квадратичной ошибки, измеренной в норме
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|| · ||2 пространства L2([0, 1]
d):

E‖X −Xn‖22 ↘ min .

Решением этой задачи будет часть канонического разложения, отвечающая n мак-
симальным собственным числам.

Соответственно, обозначим

navg(ε) := inf
{
n : E||X −Xn||22 ≤ ε2

}
и назовем эту величину сложностью аппроксимации в среднем.

Задача состоит в том, чтобы, зная собственные числа (λ(i))i>0, найти асимпто-
тическое поведение navg(ε) при ε→ 0.

Рассмотрим решение этой задачи в растущей размерности, то есть при меняю-
щемся d↗ ∞. Предположим, что собственные числа удовлетворяют условию

D :=

∞∑
i=1

| lnλ(i)|2λ(i)2 <∞.

Положим

E‖X‖22 =
( ∞∑

i=1

λ(i)2

)d

:= Λd.

Рассмотрим относительную сложность аппроксимации

ñavg(ε, d) := inf
{
n : E||X −Xn||22 ≤ ε2Λd

}
,

где, как и ранее, Xn обозначает n-членную часть канонического разложения, отве-
чающую n максимальным собственным числам. Тогда при фиксированном ε слож-
ность ñavg(ε, d) возрастает экспоненциально по d (этот феномен часто называют
проклятием размерности). Положим

M := −
∞∑
i=1

lnλ(i)
λ(i)2

Λ

и определим коэффициент экспоненциального роста

E := Λ e2M > 1.

Тогда верен следующий результат (см. [125, теорема 3.2]).

Теорема 5.1. Для любого ε ∈ (0, 1) верно

lim
d→∞

ln ñavg(ε, d)− d ln E√
d

= 2q,

где q = q(ε, (λ(i))i)— квантиль стандартного нормального закона Φ, удовлетворя-
ющая уравнению Φ(q/σ) = 1− ε2 и σ2 := D −M2.
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Для доказательства этой теоремы необходимо связать поведение детермини-
стического массива собственных чисел тензорного произведения с центральной пре-
дельной теоремой для подходящим образом выбранной вспомогательной последова-
тельности независимых одинаково распределенных случайных величин.

Можно также измерять сложность аппроксимации не в среднем, а по вероятно-
сти. При этом в широкой зоне параметров задачи поведение обоих видов сложности
аппроксимации будет одинаковым.

Помимо количественного анализа проклятия размерности интерес представля-
ет нахождение условий, при которых оно отсутствует. Такая ситуация может быть
названа посильностью задачи (tractability). Существует несколько вариантов этого
свойства. Последовательность задач аппроксимации называется

• слабо посильной, если

lim
ε−1+d→∞

ln max (1, navg(ε, d))

ε−1 + d
= 0;

• квази-полиномиально посильной, если для некоторых положительных C и M
верно

navg(ε, d) ≤ C exp
(
M (1+ln d) (1+ln ε−1)

)
при всех d = 1, 2, . . . , ε ∈ (0, 1);

• полиномиально посильной, если существуют такие неотрицательные C, q и p,
что

navg(ε, d) ≤ C d q ε−p при всех d = 1, 2, . . . , ε ∈ (0, 1);

• равномерно полиномиально посильной, если для некоторых положительных C
и p верно

navg(ε, d) ≤ C ε−p при всех d = 1, 2, . . . , ε ∈ (0, 1).

Рассмотрим эти свойства применительно к аппроксимации центрированных
случайных полей X(t), t ∈ [0, 1]d, с конечной дисперсией и тензорной структурой
ковариации

cov(X(s), X(t)) =

d∏
k=1

Rk(sk, tk), s = (sk)1≤k≤d, t = (tk)1≤k≤d ∈ Rd.

Пусть (λ(k, j))j≥1 —корни собственных чисел оператора с ядром Rk(·, ·), пронуме-
рованные в порядке убывания.

Следующие критерии получены в [124].

Теорема 5.2. Последовательность задач аппроксимации является

• слабо посильной, если для некоторого τ ∈ (0, 1) верно

lim
d→∞

d−1
d∑

k=1

∞∑
j=2

(
λ(k, j)

λ(k, 1)

)τ

= 0;
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• квази-полиномиально посильной тогда и только тогда, когда при некотором
δ ∈ (0, 1) верно

sup
d∈N

d∏
k=1

∑∞
j=1 λ(k, j)

1− δ
ln+ d(∑∞

j=1 λ(k, j)
)1− δ

ln+ d

<∞;

• полиномиально посильной тогда и только тогда, когда при некотором τ ∈
(0, 1) верно

sup
d∈N

1

ln+ d

d∑
k=1

ln

⎛⎝1 +

∞∑
j=2

(
λ(k, j)

λ(k, 1)

)τ
⎞⎠ <∞;

• равномерно полиномиально посильной тогда и только тогда, когда при неко-
тором τ ∈ (0, 1) верно

∞∑
k=1

∞∑
j=2

(
λ(k, j)

λ(k, 1)

)τ

<∞.

6. Стохастические системы притягивающихся частиц. В работах
М. А. Лифшица, В. В. Высоцкого, В. Ф. Захаровой, Л. В. Куозы [132–137] изучались
одномерные модели гравитационного газа, состоящего из большого числа частиц,
которые в начальный момент имеют случайные скорости и координаты, а затем на-
чинают двигаться, подчиняясь силам взаимного притяжения. При столкновениях
частицы слипаются, образуя «кластеры».

Опишем модель более строго. В начальный момент в интервале [0, 1] имеется n
частиц, и система исследуется асимптотически при n→ ∞.

В зависимости от начального расположения частиц можно выделить решет-
чатую модель (частицы располагаются на решетке с шагом 1/n), пуассоновскую
(частицы располагаются в точках пуассоновской конфигурации с интенсивностью
n) и независимую (частицы располагаются в точках выборки из n независимых на-
блюдений, равномерно распределенных на [0, 1]).

Начальные скорости частиц имеют вид vi(0) = σnui, 1 ≤ i ≤ n, где (ui)—
независимые одинаково распределенные величины с единичной дисперсией.

Массы частиц детерминированы и равны ρn−1 каждая, где ρ > 0—фиксиро-
ванная константа, которая в пределе дает плотность распределения массы.

Сила притяжения, действующая на частицу массыm, расположенную в точке x,
со стороны частицы массы μ, расположенной в точке y, равна F = γ mμ sign(y−x),
где γ > 0 играет роль гравитационной постоянной. Подчеркнем, что в одномерной
модели сила притяжения не зависит от расстояния между частицами. В промежут-
ках между столкновениями частицы движутся равноускоренно согласно второму
закону Ньютона (F = md2x

dt2 ). При столкновении частицы слипаются, сохраняя сум-
марную массу и импульс.

Обозначим Ln(t) размер наибольшего кластера в момент времени t в системе
из n начальных частиц.

Время коллапса— это момент, когда все частицы слипнутся в единый кластер,
т. е. Ln(t) = n. В холодном газе (т. е. при ui = 0) времена коллапса сходятся к кри-
тическому времени T ∗ := (γρ)−1/2. При ненулевых начальных скоростях значение
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T ∗ по-прежнему является критическим в том смысле, что при любом t > T ∗ верно
limn→∞

Ln(t)
n = 1 по вероятности.

Размеры кластеров в моменты, предшествующие критическому, описываются
следующим результатом из [135].

Теорема 6.1. Предположим, что

lim
n→∞

σn
n−1 logn

= ∞ и lim
n→∞

σn
n1/2

= 0, (11)

и что скорости ui удовлетворяют условию E exp{a|ui|} < ∞ с некоторым a > 0.
Тогда для любой из трех моделей (решетчатой, пуассоновской или независимой)
для любого t < T ∗ верно

lim inf
n→∞

Ln(t)

(nσn)2/3
(
log

(
n
σ2
n

))1/3
≥ c1(t) по вероятности,

lim sup
n→∞

Ln(t)

(nσn)2/3(log(nσ
2/5
n ))1/3

≤ c2(t) по вероятности,

где

c1(t) := 2

(
t

1− γρt2

)2/3

, c2(t) := (20/3)1/3c1(t).

В базовом случае σn = 1 получаем оценку Ln(t) ≈ n2/3 (logn)
1/3.

Если условие E exp{a|ui|} < ∞ ослабить до E [ |ui|p ] < ∞, то небольшое число
частиц с высокими начальными скоростями может существенно повлиять на пове-
дение Ln(t). Однако, если p достаточно велико, теорема 6.1 останется верной, но
в более узкой зоне дисперсии начальных скоростей, чем (11).

В этой же модели было изучено асимптотическое поведение количества класте-
ров и асимптотика суммарной энергии газа. В частности, В. В. Высоцким охаракте-
ризован эффект мгновенного охлаждения теплого газа.

В работе [136] найден функциональный принцип больших уклонений для со-
бытий достаточно общего вида, связанных с рассматриваемыми системами частиц.
Мы не будем приводить здесь общую формулировку принципа, но проиллюстрируем
его применение на примере вероятностей уклонений значений двух важных физи-
ческих характеристик. Рассматривается решетчатая модель с параметрами ρ = 1,
γ = 0 и предполагается, что

E(ui) = 0, Λ(h) := E exp(hui) <∞ при всех h ∈ R.

Определим функцию уклонений как

I(v) := sup
h∈R

(vh− log Λ(h)).

Пусть An,t,M — событие, состоящее в том, что отмеченная частица в момент
времени t содержится в кластере, состоящем из не менее M слипшихся частиц.

Умеренные и большие уклонения массы (вероятности появления необычно боль-
ших кластеров) описываются формулами

logP(An,t,Mn) ∼ − 1

24

nM3
n

(tσn)2
, 1 � σn

Mn
� √

n,
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logP(An,t,Mn) ∼ −
(
t

μ
inf
c

∫ c+μ/t

c

I(x)dx

)
nμσn, Mn = μσn, μ ∈ (0,∞).

Другой пример связан с Et — суммарной кинетической энергией частиц в мо-
мент времени t, большие уклонения которой описываются формулой

logP(Et ≥ an) ∼ −nan
σ2
n

, 1 � σn

a
1/3
n

� √
n.

Интересно, что эта асимптотика не зависит от t.
Заключение. Ленинградская—Санкт-Петербургская школа теории вероятно-

стей внесла значительный вклад в развитие теории суммирования зависимых слу-
чайных величин и теории случайных процессов. Естественным продолжением затро-
нутых нами тем являются исследования процессов со слабой зависимостью и рас-
пределений стохастических функционалов, в частности, изучение функционалов от
броуновского движения. Об этом будет рассказано в следующем выпуске данной
серии статей.
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63. Gorn N., Lifshits M.A. Chung law and Csáki function // J. Theor. Probab. 1999. Vol. 12.
P. 399–420.

64. Ибрагимов И.А. О вероятности попадания гауссова вектора со значениями в гильбертовом
пространстве в сферу малого радиуса // Зап. научн. семин. ЛОМИ. 1979. Т. 85. С. 75–93.

65. Lifshits M.A. Asymptotic behavior of small ball probabilities // Probab. Theory and Math.
Statist. Proc. VII International Vilnius Conference, 1998, Vilnius, VSP/TEV. 1999. P. 453–468.

66. Lifshits M.A. On the lower tail probabilities of some random series // Ann. Probab. 1997.
Vol. 25. P. 424–442.

67. Розовский Л.В. О вероятностях малых уклонений сумм независимых положительных
случайных величин // Зап. научн. семин. ПОМИ. 2007. Т. 341. С. 151–167.

68. Dunker Th., Lifshits M.A., Linde W. Small deviations of sums of independent variables //
Proc. Conf. High Dimensional Probability. Ser. Progress in Probability, 1998, Birkhäuser. 1999. Vol. 43.
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This is the second article in a series of surveys devoted to the scientific achievements of
the Leningrad — Saint-Petersburg school of Probability and Statistics during the period
from 1947 to 2017. It is devoted to the works on limit theorems for dependent variables,
in particular Markov chains, mixing sequences, the sequences admitting a martingale ap-
proximation, and to various topics in the theory of random processes with special emphasis
on Gaussian processes, including isoperimetric inequalities, estimates of small deviation in-
equalities with respect to various norms, and the functional law of the iterated logarithm.
We give a short survey and provide a bibliography concerning approximation of the random
fields of growing parametric dimension and probabilistic models of gravitational systems of
sticky particles including the laws of large numbers and the estimates for large deviation
probabilities.
Keywords: limit theorem for dependent variables, Gaussian processes, small deviation prob-
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iterated logarithm, sticky particle systems.
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