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Пусть Ω = {t0, t1, . . . , tN} и ΩN = {x0, x1, . . . , xN−1}, где xj = (tj + tj+1)/2, j =
0, 1, . . . , N − 1, — произвольные системы различных точек отрезка [−1, 1]. В данной
работе для произвольной непрерывной на отрезке [−1, 1] функции f(x) построены
дискретные суммы Фурье Sn,N (f, x) по системе многочленов {p̂k,N (x)}N−1

k=0 , образую-
щих ортонормированную систему на неравномерных системах точек ΩN , состоящих
из конечного числа N точек отрезка [−1, 1] с весом Δtj = tj+1−tj . Найден порядок ро-
ста для функции Лебега Ln,N (x) рассматриваемых частных дискретных сумм Фурье
Sn,N (f, x) при n = O(δ

−2/7
N ), δN = max0≤j≤N−1 Δtj . А именно, получена двусторонняя

поточечная оценка для Ln,N (x), которая зависит от n и положения точки x ∈ [−1, 1].
Ключевые слова: многочлен, ортогональная система, сетка, весовая оценка, асимпто-
тическая формула, дискретные суммы Фурье, функция Лебега.

1. Введение. Пусть Ω = {tj}Nj=0 — дискретное множество (сетка), состоящее из
конечного числа различных точек отрезка [−1, 1] : −1 = t0 < t1 < . . . < tN−1 <
tN = 1. Рассмотрим также еще одну сетку ΩN = {x0, x1, . . . , xN−1}, состоящую из
N точек xj , где xj = (tj + tj+1)/2, j = 0, 1, . . . , N − 1.

Через
p̂k,N (x) = p̂k(x; ΩN ) (k = 0, 1, . . . , N − 1) (1.1)

обозначим последовательность многочленов, образующих ортонормированную си-
стему на сетке ΩN в следующем смысле (0 ≤ n,m ≤ N − 1):

(p̂n,N , p̂m,N) =
N−1∑
j=0

p̂n,N(xj)p̂m,N (xj)Δtj = δnm, (1.2)

где �tj = tj+1 − tj , j = 0, 1, . . . , N − 1.
Далее, пусть δN = max0≤j≤N−1 Δtj , æ2 — наименьшая константа в неравенстве

типа В. А. Маркова для оценки производных алгебраических многочленов в метрике
пространства L1[−1, 1] (см. [1]):

1∫
−1

|q′′n(x)| dx ≤ æ2n
4

1∫
−1

|qn(x)| dx,
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P̂n(x)— ортонормированный многочлен Лежандра, C[−1, 1]— пространство непре-
рывных на отрезке [−1, 1] функций f(x) с нормой ||f || = ||f ||C[−1,1] =
max−1≤x≤1 |f(x)|, Pn —пространство алгебраических многочленов степени не выше
n, En(f) = minln∈Pn ‖ f − ln ‖C[−1,1] —наилучшее приближение функции f алгебра-
ическими многочленами степени не выше n.

Далее, через Sn,N (f) = Sn,N(f, x) обозначим частную сумму n-го порядка ряда
Фурье функции f(x) по системе {p̂k,N (x)}N−1

k=0 , т. е.

Sn,N(f) =

n∑
k=0

f̂kp̂k,N (x), (1.3)

где f̂k =
∑N−1

j=0 f(xj)p̂k,N (xj)Δtj .
Как известно, задача об оценке отклонения частной суммы Sn,N (f) ряда Фурье

функции f ∈ C[−1, 1] по системе {p̂k,N (x)}N−1
k=0 от самой функции f при x ∈ [−1, 1]

посредством неравенства Лебега

| f(x)− Sn,N(f, x) |≤ (1 + Ln,N (x))En(f) (1.4)

сводится к оценке функции Лебега

Ln,N(x) =
N−1∑
j=0

|Kn,N (x, xj)|Δtj , (1.5)

где Kn,N(x, xj) =
∑n

k=0 p̂k,N (x)p̂k,N (xj).
Здесь и далее через c, c(a, b), c(α, β) обозначаются положительные постоянные,

зависящие лишь от указанных параметров и, вообще говоря, разные в разных случаях.
В прикладных задачах, связанных с обработкой, сжатием и передачей дискрет-

ной информации, вопросы приближения функций, заданных на дискретных систе-
мах точек, часто решаются с помощью рядов Фурье по соответствующей системе
ортонормированных на этих сетках многочленов. В свою очередь, как известно, ре-
шение этого вопроса сводится к оценке функции Лебега частных сумм Фурье по
этим многочленам— они позволяют устанавливать достаточные условия равномер-
ной сходимости рядов Фурье на всем промежутке ортогональности. Здесь следует
отметить, что эти вопросы были предметом исследования в работах многих авторов,
среди которых мы укажем лишь некоторые, посвященные изучению функции Лебега
сумм Фурье—Якоби, сходимости рядов Фурье—Якоби и их дискретных аналогов.

Из рассуждений, содержащихся в [2, раздел 9.3], легко следует, что на отрезке
[−1 + ε, 1 − ε], где ε > 0, функция Лебега сумм Фурье—Якоби есть O(lnn). Г. Рау
установил [3], что в точках x = 1 и x = −1 функция Лебега имеет порядок со-
ответственно nα+1/2 и nβ+1/2. Отсюда еще не вытекает, что наибольшее значение
этой функции имеет порядок nλ+1/2, где λ = max {α, β}. Однако для многочленов
Лежандра (т. е. при α = β = 0) Т. Гронуоллом было показано [4], что функция Ле-
бега принимает наибольшее значение в концах отрезка ортогональности. Такое же
утверждение справедливо и при целых и полуцелых равных друг другу α и β. Да-
лее, в работе [6] при α, β > − 1

2 получен точный порядок роста функции Лебега сумм
Фурье—Якоби, что уточняет более раннюю оценку тех же авторов [5]:

Lα,β
n (x) ≤ c(α, β)

{
ln(n+ 1) +

nα+1/2

(n
√
1− x)α+1/2 + 1

+
nβ+1/2

(n
√
1 + x)β+1/2 + 1

}
,

где x ∈ [−1, 1], n = 1, 2, . . .
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Впоследствии аналогичные исследования функции Лебега сумм Фурье—Якоби
в зависимости от точек отрезка [−1, 1], параметров α и β, да и для других орто-
гональных систем, проводились в работах многих авторов. В работе [7] И. И.Ша-
рапудиновым исследован вопрос о сходимости частных сумм Фурье—Чебышёва
Sn,N (f) = Sn,N (f, x) порядка n ≤ N − 1 по многочленам Чебышёва {τn,N(x)}N−1

n=0 ,
образующим ортонормированную с весом μN (x) = 2/N систему на множестве
Ω = {−1 + 2j/(N − 1)}N−1

j=0 к функции f ∈ C[−1, 1]. В частности, доказано, что
при n = O(N1/2) норма оператора Sn,N = Sn,N(f) в C[−1, 1] имеет порядок
‖ Sn,N ‖= O(n1/2).

И по аналогии с этими работами мы также исследовали аппроксимативные свой-
ства сумм Фурье по многочленам, ортогональным на произвольных дискретных си-
стемах точек отрезка [−1, 1] [8, 9]. В частности, полученные нами в данной работе
оценки функции Лебега дискретных сумм Фурье также учитывают величину номера
n и положение точки x ∈ [−1, 1].

2. Вспомогательные утверждения. Здесь мы, в первую очередь, приведем
ранее полученные нами результаты [10], которые необходимы нам для дальнейшего
исследования.

Теорема 2.1. Пусть 0 < b < 1, 0 < a ≤
{

1−b
2æ2

}1/4

, 1 ≤ n ≤ aδ
−1/2
N , −1 ≤ x ≤ 1.

Тогда имеет место асимптотическая формула

p̂n,N(x) = P̂n(x) + vn,N (x), (2.1)

для остаточного члена vn,N (x) которой cправедлива оценка

|vn,N (x)| ≤ c(a, b)δNn
5/2

[√
1− x2 +

1

n

]−1/2

. (2.2)

Теорема 2.2. Пусть 0 < b < 1, 0 < a ≤
{

1−b
2æ2

}1/4

, 1 ≤ n ≤ aδ
−1/2
N . Тогда

существует постоянная c(a, b) > 0 такая, что

|p̂n,N(x)| ≤ c(a, b)
(
δNn

5/2 + 1
)[√

1− x2 +
1

n

]−1/2

(−1 ≤ x ≤ 1). (2.3)

Далее, в качестве следствий вышеприведенных теорем, соответственно, отметим
следующие утверждения.

Следствие 2.1. Пусть 0 < b < 1, 0 < a ≤
{

1−b
2æ2

}1/4

, n = O(δ
−2/7
N ), −1 ≤ x ≤ 1.

Тогда имеет место асимптотическая формула

p̂n,N(x) = P̂n(x) + vn,N (x), (2.4)

для остаточного члена vn,N (x) которой cправедлива оценка

|vn,N (x)| = O(n−1/2). (2.5)
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Следствие 2.2. Пусть 0 < b < 1, 0 < a ≤
{

1−b
2æ2

}1/4

, n = O(δ
−2/7
N ). Тогда

имеют место следующие оценки:

|p̂n,N(x)| ≤ c(a, b)n1/2, −1 ≤ x ≤ −1 + cn−2, 1− cn−2 ≤ x ≤ 1, (2.6)

|p̂n,N(x)| ≤ c(a, b)(1− x)−1/4, 0 ≤ x ≤ 1− cn−2, (2.7)

|p̂n,N (x)| ≤ c(a, b)(1 + x)−1/4, −1 + cn−2 ≤ x ≤ 0. (2.8)

В дальнейшем нам также понадобится следующее утверждение [11, § 2, лемма 1].
Лемма 2.1. Пусть функция f(x) непрерывна и неотрицательна на проме-

жутке [a1, b1] и {tj}m−1
j=0 — сетка такая, что a1 < t0 < t1 < · · · < tm−1 < b1. Пусть

Δtj = tj+1 − tj и [a2, b2] ⊂ [a1, b1]. Тогда: 1) если f(x) монотонно возрастает на
[a2, b2], то ∑

a2≤tj≤b2

f(tj)Δtj ≤
b2∫

a2

f(x) dx + f(b2)Δ
∗, (2.9)

2) если f(x) монотонно убывает на [a2, b2], то

∑
a2≤tj≤b2

f(tj)Δtj ≤
b2∫

a2

f(x) dx + f(a2)Δ
∗, (2.10)

где Δ∗ = maxj Δtj .

3. Некоторые свойства многочленов Якоби. Здесь мы приведем некоторые
сведения о многочленах Якоби и Лежандра [2, 12]. Определим многочлены Якоби
Pα,β
n (x) (n = 0, 1, 2, . . . ) с помощью формулы Родрига:

Pα,β
n (x) =

(−1)n

2nn!

1

(1− x)α(1 + x)β
dn

dxn
{(1− x)α(1 + x)β(1− x2)n},

где α, β —произвольные действительные числа. Если α, β > −1, многочлены Якоби
образуют ортогональную систему с весом (1− x)α(1 + x)β , т. е.

1∫
−1

(1− x)α(1 + x)βPα,β
n (x)Pα,β

m (x) dx = hα,βn δnm,

где hα,βn = 2α+β+1Γ(n+α+1)Γ(n+β+1)
n!(2n+α+β+1)Γ(n+α+β+1) , и, следовательно, h

α,β
n � n−1 (n = 1, 2, . . . ).

Ниже нам понадобятся следующие свойства многочленов Якоби:

P̂α,β
n (x) = {hα,βn }−1/2Pα,β

n (x);

∣∣P̂α,β
n (x)

∣∣ ≤ c(α, β)

(√
1− x+

1

n

)−α− 1
2
(√

1 + x+
1

n

)−β− 1
2

; (3.1)

∣∣P̂α,β
n (x)

∣∣ ≤ c(α, β) (1− x)
−α

2 − 1
4

(
0 ≤ x ≤ 1− cn−2

)
; (3.2)∣∣P̂α,β

n (x)
∣∣ ≤ c(α, β)nα+ 1

2

(
1− cn−2 ≤ x ≤ 1

)
; (3.3)
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Pα,β
n+1(x) =

n+ α+ 1

n+ 1
Pα,β
n (x) − 2n+ α+ β + 2

2(n+ 1)
(1− x)Pα+1,β

n (x). (3.4)

Как известно, одним из частных случаев многочленов Якоби при α = β = 0
являются многочлены Лежандра, ортогональные с единичным весом на сегменте
[−1, 1] :

2n+ 1

2

1∫
−1

Pn(x)Pm(x) dx = δnm,

для которых, в частности, неравенство (3.1) имеет вид

∣∣P̂n(x)
∣∣ ≤ c

(√
1− x2 +

1

n

)− 1
2

. (3.5)

4. Оценка функции Лебега сумм Фурье по многочленам p̂n,N (x). Спра-
ведливо следующее утверждение.

Теорема 4.1. Пусть f ∈ C[−1, 1], 0 < b < 1, 0 < a ≤
(

1−b
2æ2

)1/4

, n = O(δ
−2/7
N ).

Тогда справедливо неравенство (−1 ≤ x ≤ 1)

Ln,N(x) ≤ c(a, b) [ln(n+ 1) + |p̂n,N (x)| + |p̂n+1,N(x)|] .

Доказательство. По аналогии с работой [13] мы рассмотрим два случая:
1) 0 ≤ x ≤ 1− 4n−2; 2) 1 − 4n−2 ≤ x ≤ 1. Чтобы оценить функцию Ln,N(x) при
0 ≤ x ≤ 1− 4n−2, представим сумму (1.5) по следующей схеме:

Ln,N(x) ≤
∑

−1<xj≤−1/2

|Kn,N (x, xj)|Δtj +
∑

−1/2≤xj≤τ1

|Kn,N(x, xj)|Δtj+

+
∑

τ1≤xj≤τ2

|Kn,N(x, xj)|Δtj +
∑

τ2≤xj<1

|Kn,N(x, xj)|Δtj = U1 + U2 + U3 + U4, (4.1)

где τ1 = x−
√
1−x2

n , τ2 = x+
√
1−x2

n .

Чтобы оценить U1, воспользуемся формулой Кристоффеля—Дарбу (n ≤
N − 2) :

n∑
k=0

p̂k,N (x)p̂k,N (xj) =
kn,N
kn+1,N

p̂n+1,N(x)p̂n,N (xj)− p̂n,N (x)p̂n+1,N (xj)

x− xj
, (4.2)

где kn,N — старший коэффициент многочлена p̂n,N (x). Пользуясь аналогичными
рассуждениями [14, § 3, раздел 1.3.6, с. 36] и [10, лемма 3.4] нетрудно показать спра-
ведливость неравенства

1

4(1 + cδ2Nn
3)

≤ kn,N
kn+1,N

≤ 1. (4.3)

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2018. Т. 5 (63). Вып. 3 421



Далее, в силу (4.2), (4.3), (2.6), (2.8) и (2.10) при n = O(δ
−2/7
N ) находим

U1 ≤
∑

−1<xj≤−1+4n−2

|Kn,N (x, xj)|Δtj +
∑

−1+4n−2<xj≤−1/2

|Kn,N (x, xj)|Δtj ≤

≤ c(a, b) [|p̂n+1,N(x)| + |p̂n,N(x)|]×

×
⎡⎣(n+ 1)1/2

∑
−1<xj≤−1+4n−2

Δtj +
∑

−1+4n−2<xj≤−1/2

(1 + xj)
−1/4Δtj

⎤⎦ ≤

≤ c(a, b) [|p̂n,N (x)|+ |p̂n+1,N (x)|]

⎡⎢⎣n−1 +

−1/2∫
−1+4n−2

(1 + ξ)−1/4dξ + δNn
1/2

⎤⎥⎦ ≤

≤ c(a, b) [|p̂n,N(x)| + |p̂n+1,N(x)|] . (4.4)

Теперь оценим U2. В силу (4.2), (4.3) и (2.1) получаем

U2 ≤
∑

−1/2≤xj≤τ1

∣∣∣∣ p̂n+1,N(x)p̂n,N (xj)− p̂n,N (x)p̂n+1,N (xj)

x− xj

∣∣∣∣Δtj ≤
≤

∑
−1/2≤xj≤τ1

∣∣∣∣∣ P̂n+1(x)P̂n(xj)−P̂n(x)P̂n+1(xj)

x−xj

∣∣∣∣∣Δtj+
+

∑
−1/2≤xj≤τ1

∣∣∣∣∣ P̂n+1(x)υn,N (xj)

x− xj

∣∣∣∣∣Δtj + ∑
−1/2≤xj≤τ1

∣∣∣∣∣ P̂n(xj)υn+1,N (x)

x− xj

∣∣∣∣∣Δtj+
+

∑
−1/2≤xj≤τ1

∣∣∣∣υn+1,N (x)υn,N (xj)

x− xj

∣∣∣∣Δtj + ∑
−1/2≤xj≤τ1

∣∣∣∣∣ P̂n(x)υn+1,N (xj)

x− xj

∣∣∣∣∣Δtj+
+

∑
−1/2≤xj≤τ1

∣∣∣∣∣ P̂n+1(xj)υn,N (x)

x− xj

∣∣∣∣∣Δtj + ∑
−1/2≤xj≤τ1

∣∣∣∣υn,N (x)υn+1,N (xj)

x− xj

∣∣∣∣Δtj =
= U21 + U22 + U23 + U24 + U25 + U26 + U27. (4.5)

Займемся U21. С учетом равенства P̂n(x) =
√

2n+1
2 Pn(x), тождеств (3.4) при

α = β = 0 и (3.5) находим

U21 ≤
∑

− 1
2≤xj≤τ1

∣∣∣∣∣ (1− xj)P̂
1,0
n (xj)P̂n(x) − (1− x)P̂ 1,0

n (x)P̂n(xj)

x− xj

∣∣∣∣∣Δtj ≤
≤ c

⎡⎣∣∣∣P̂n(x)
∣∣∣ ∑
− 1

2≤xj≤τ1

(1− xj)
1
4

x− xj
Δtj +

∣∣∣(1− x)P̂ 1,0
n (x)

∣∣∣ ∑
− 1

2≤xj≤τ1

(1 − xj)
− 1

4

x− xj
Δtj

⎤⎦ =

= U
(1)
21 + U

(2)
21 . (4.6)

Оценим U
(1)
21 . В силу неравенства

(1 − xj)
1/4 ≤ (1 − x)1/4 + (x− xj)

1/4
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и (2.9) получаем

U
(1)
21 ≤ c

∣∣∣P̂n(x)
∣∣∣
⎡⎣(1 − x)1/4

∑
− 1

2≤xj≤τ1

Δtj
x− xj

+
∑

− 1
2≤xj≤τ1

Δtj

(x− xj)
3
4

⎤⎦ ≤

≤ c

⎡⎢⎣ τ1∫
−1/2

dξ

x− ξ
+ δNn

2 +
∣∣∣P̂n(x)

∣∣∣
⎛⎜⎝ τ1∫
−1/2

dζ

(x− ζ)3/4
+ δNn

3/2

⎞⎟⎠
⎤⎥⎦ ≤

≤ c

[
ln

n√
1− x2

+ (x+ 1/2)1/4
∣∣∣P̂n(x)

∣∣∣] .
Отсюда в силу следствия 2.1 мы имеем

U
(1)
21 ≤ c [ln(n+ 1) + |p̂n,N(x)|] . (4.7)

Далее, так как для −1/2 ≤ xj ≤ x−
√
1−x
n справедливо неравенство

(3/2)−1/4 ≤ (1− xj)
−1/4 ≤

(
1− x+

√
1− x

n

)−1/4

≤ (1− x+ 2n−2)−1/4,

получаем

U
(2)
21 ≤ c

∑
− 1

2≤xj≤τ1

Δtj
x− xj

≤ c

⎡⎢⎣ τ1∫
−1/2

dξ

x− ξ
+ δNn

2

⎤⎥⎦ ≤ c ln(n+ 1). (4.8)

Сопоставляя (4.6)–(4.8), находим

U21 ≤ c [ln(n+ 1) + |p̂n,N (x)|] . (4.9)

В силу (2.2), (2.9), (3.5) при n = O(δ
−2/7
N ) получаем

U2i ≤ c(a, b)δNn
5
2 (1− x)−

1
4

∑
− 1

2≤xj≤τ1

(1− xj)
− 1

4

x− xj
Δtj ≤ c(a, b)δNn

3×

×
∑

− 1
2≤xj≤τ1

Δtj

(x− xj)
5
4

≤ c(a, b)δNn
3

⎡⎢⎣ τ1∫
−1/2

dξ

(x− ξ)5/4
+ δNn

5/2

⎤⎥⎦ ≤

≤ c(a, b)δNn
7/2 ≤ c(a, b) (i = 2, 3, 5, 6), (4.10)

U2j ≤ c(a, b)n−1 (j = 4, 7). (4.11)

Сопоставляя (4.5), (4.9)–(4.11), находим

U2 ≤ c(a, b) [ln(n+ 1) + |p̂n,N(x)|] . (4.12)

Теперь оценим U3. В силу (2.7) при n = O(δ
−2/7
N ) имеем
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U3 ≤
n∑

k=0

|p̂k,N (x)|
∑

τ1≤xj≤τ2

|p̂k,N (xj)|Δtj ≤

≤ c(a, b)
n∑

k=0

|p̂k,N (x)|
∑

τ1≤xj≤τ2

(1 − xj)
− 1

4Δtj ≤

≤ c(a, b)

n∑
k=0

|p̂k,N (x)| τ2 − τ1
(1− τ2)1/4

< c(a, b)
1(

1− 1
n

√
1+x
1−x

) 1
4

≤ c(a, b). (4.13)

Перейдем к оценке U4. В силу (2.1), (4.2) и (4.3) мы находим

U4 ≤
∑

τ2≤xj<1

∣∣∣∣ p̂n+1,N(x)p̂n,N (xj)− p̂n,N (x)p̂n+1,N (xj)

x− xj

∣∣∣∣Δtj ≤
≤

∑
τ2≤xj<1

∣∣∣∣∣ P̂n+1(x)P̂n(xj)− P̂n(x)P̂n+1(xj)

x− xj

∣∣∣∣∣Δtj+
+

∑
τ2≤xj<1

∣∣∣∣∣ P̂n+1(x)υn,N (xj)

x− xj

∣∣∣∣∣Δtj + ∑
τ2≤xj<1

∣∣∣∣∣ P̂n(xj)υn+1,N (x)

x− xj

∣∣∣∣∣Δtj+
+

∑
τ2≤xj<1

∣∣∣∣υn+1,N (x)υn,N (xj)

x− xj

∣∣∣∣Δtj + ∑
τ2≤xj<1

∣∣∣∣∣ P̂n(x)υn+1,N (xj)

x− xj

∣∣∣∣∣Δtj+
+

∑
τ2≤xj<1

∣∣∣∣∣ P̂n+1(xj)υn,N (x)

x− xj

∣∣∣∣∣Δtj + ∑
τ2≤xj<1

∣∣∣∣υn,N (x)υn+1,N (xj)

x− xj

∣∣∣∣Δtj =
= U41 + U42 + U43 + U44 + U45 + U46 + U47. (4.14)

Рассмотрим U42. Воспользовавшись (2.2) и (3.3), представим U42 в виде

U42 ≤ c(a, b)δNn
5/2(1− x)−1/4

∑
τ2≤xj≤ 1+x

2

(1− xj)
−1/4

xj − x
Δtj+

+ c(a, b)δNn
5/2(1− x)−1/4

∑
1+x
2 ≤xj≤1−n−2

(1 − xj)
−1/4

xj − x
Δtj+

+ c(a, b)δNn
5/2(1− x)−1/4

∑
1−n−2≤xj<1

n1/2

xj − x
Δtj = U

(1)
42 + U

(2)
42 + U

(3)
42 . (4.15)

Если τ2 ≤ xj ≤ 1+x
2 , то 1− xj ≥ xj − x. Cледовательно, можем записать

U
(1)
42 ≤c(a, b)δNn3

∑
τ2≤tj≤ 1+x

2

Δtj

(xj−x) 5
4

=

= c(a, b)δNn
3

∑
τ2≤xj≤ 1+x

2

Δtj

(xj+1−x) 5
4

(
Δtj
xj−x+1

)5
4

. (4.16)
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Далее, поскольку для рассматриваемых xj будет выполняться 1
xj−x ≤ 1

τ2−x и
δN = max0≤j≤N−1 Δtj , получаем(

Δtj
xj − x

+ 1

)5/4

<

(
δN

τ2 − x
+ 1

)5/4

≤ (
δNn

2 + 1
)5/4

.

Отсюда и из (4.16) в силу (2.10) при n = O(δ
−2/7
N ) находим

U
(1)
42 ≤ c(a, b)δNn

3
∑

τ2≤xj≤ 1+x
2

Δtj
(xj+1 − x)5/4

≤

≤ c(a, b)δNn
3

⎡⎢⎣
1+x
2∫

τ2

dτ

(τ − x)5/4
+ δNn

5/2

⎤⎥⎦ ≤ c(a, b)δNn
7/2 ≤ c(a, b). (4.17)

Если же 1+x
2 ≤ xj , то 1− xj ≤ xj − x. Тогда для U (2)

42 в силу (2.10) имеем

U
(2)
42 ≤ c(a, b)δNn

3
∑

1+x
2 ≤xj≤1−n−2

Δtj

(1− xj)
5
4

≤

≤ c(a, b)δNn
3

⎡⎢⎣ 1−n−2∫
1+x
2

dξ

(1 − ξ)
5
4

+ δNn
5
2

⎤⎥⎦ ≤ c(a, b). (4.18)

Далее, для U (3)
42 имеет место оценка

U
(3)
42 ≤ c(a, b)δNn

7
2

∑
1−n−2≤xj<1

1

xj − x
Δtj ≤ c(a, b)δNn

11
2

∑
1−n−2≤xj<1

Δtj ≤ c(a, b).

(4.19)
Сопоставляя (4.15)–(4.19), получаем

U42 ≤ c(a, b). (4.20)

Аналогично доказываются и следующие оценки:

U4i ≤ c(a, b) (i = 3, 5, 6), (4.21)

U4j ≤ c(a, b)n−1 (j = 4, 7). (4.22)

Оценим U41. Аналогично тому, как была получена оценка U21, находим

U41 ≤ 2n+ 1

2

∑
τ2≤xj<1

∣∣∣∣ (1− xj)P
1,0
n (xj)Pn(x) − (1− x)P 1,0

n (x)Pn(xj)

x− xj

∣∣∣∣Δtj ≤
≤ c(1− x)−

1
4

⎡⎣ ∑
τ2≤xj≤1−n−2

(1− xj)
1
4

xj − x
Δtj + n− 1

2

∑
1−n−2<xj<1

Δtj
xj − x

⎤⎦+
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+ c(1− x)
1
4

⎡⎣ ∑
τ2≤xj≤1−n−2

(1 − xj)
− 1

4

xj − x
Δtj + n1/2

∑
1−n−2≤xj<1

Δtj
xj − x

⎤⎦ ≤

≤ c

⎧⎨⎩(1 − x)−1/4
∑

τ2≤xj≤1−n−2

(1− xj)
1/4

xj − x
Δtj +

+ (1− x)1/4
∑

τ2≤xj≤1−n−2

(1− xj)
−1/4

xj − x
Δtj +

∑
1−n−2≤xj<1

Δtj
xj − x

+

+ n1/2
∑

1−n−2≤xj<1

Δtj
xj − x

⎫⎬⎭ = U
(1)
41 + U

(2)
41 + U

(3)
41 + U

(4)
41 , (4.23)

где
U

(4)
41 ≤ cn5/2δN ≤ cn−1; (4.24)

U
(3)
41 ≤ c

⎡⎣ 1∫
1−n−2

dξ

ξ − x
+ δNn

2

⎤⎦ ≤ c ln(n+ 1); (4.25)

U
(2)
41 ≤ c

∑
τ2≤xj≤1−n−2

(1− xj)
−1/4

xj − x
Δtj ≤ cδNn

2 ≤ cn−3/2. (4.26)

Далее, в силу неравенства (1−xj)1/4 ≤ (1−x)1/4+(xj −x)1/4 и (2.10) получаем

U
(1)
41 ≤ c

⎡⎣ ∑
τ2≤xj≤1−n−2

Δtj
xj − x

+ (1− x)−1/4
∑

τ2≤xj≤1−n−2

Δtj
(xj − x)3/4

⎤⎦ ≤

≤ c

⎡⎢⎣ 1−n−2∫
τ2

dξ

ξ − x
+ δNn

2 + (1− x)−1/4n13/8δN

⎤⎥⎦ ≤ c ln(n+ 1).

Отсюда и из (4.23)–(4.26) находим

U41 ≤ c ln(n+ 1). (4.27)

Сопоставляя (4.14), (4.20), (4.21), (4.22) и (4.27), мы выводим

U4 ≤ c(a, b) ln(n+ 1). (4.28)

Собираем оценки (4.4), (4.12), (4.13), (4.28) и, сопоставляя их с (4.1), находим

Ln,N(x) ≤ c(a, b) [ln(n+ 1) + |p̂n,N (x)| + |p̂n+1,N(x)|] , (4.29)

где 0 ≤ x ≤ 1− 4n−2, n = O(δ
−2/7
N ).

Перейдем к случаю, когда 1 − 4n−2 ≤ x ≤ 1. Чтобы оценить Ln,N(x) при 1 −
4n−2 ≤ x ≤ 1, разобьем сумму в правой части равенства (1.5) по следующей схеме:
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Ln,N(x) ≤
∑

−1<xj≤−1/2

|Kn,N (x, xj)|Δtj +
∑

−1/2≤xj≤1−n−2

|Kn,N (x, xj)|Δtj+

+
∑

1−n−2≤xj<1

|Kn,N (x, xj)|Δtj = V1 + V2 + V3. (4.30)

Cуммы V1 и V2 оцениваются совершенно аналогично тому, как это было сделано
для U1, U2, и U3. В частности, при n = O(δ

−2/7
N ) имеем

V1 ≤ c(a, b) [|p̂n,N (x)|+ |p̂n+1,N (x)|] , (4.31)

V2 ≤ c(a, b) [ln(n+ 1) + |p̂n,N(x)|] . (4.32)

Что касается V3, то, воспользовавшись оценкой (2.3), имеем

V3 =
∑

1−n−2≤xj<1

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

p̂k,N (x)p̂k,N (xj)

∣∣∣∣∣Δtj ≤ c(a, b)
∑

1−n−2≤xj<1

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

k

∣∣∣∣∣Δtj ≤
≤ c(a, b)n2

∑
1−n−2≤xj<1

Δtj ≤ c(a, b). (4.33)

Из (4.30)–(4.33) получаем

Ln,N(x) ≤ c(a, b) [ln(n+ 1) + |p̂n,N(x)| + |p̂n+1,N(x)|] (1 − 4n−2 ≤ x ≤ 1). (4.34)

Сопоставляя (4.29) и (4.34), убеждаемся в справедливости теоремы в случае,
когда 0 ≤ x ≤ 1. Далее, посредством аналогичных рассуждений такую же оценку
можно получить и для случая, когда −1 ≤ x ≤ 0.

Теперь остается рассмотреть вопрос о точности полученной оценки для Ln,N(x).
Для доказательства воспользуeмся аналогичными рассуждениями [15]. Прежде все-
го, очевидно неравенство

Ln,N(x) ≥ Sn,N(1;x) = 1. (4.35)

Далее, если Tn(x) = cos(n arccosx) = 2n−1xn + . . . , то (n+ 2 ≤ N − 1)

|Sn−1,N (Tn+2;x)| =
∣∣∣∣∣∣Sn+2,N(Tn+2;x)−

N−1∑
j=0

Tn+2(xj)p̂n+2,N(xj)p̂n+2,N (x)Δtj−

−
⎧⎨⎩

N−1∑
j=0

Tn+2(xj)p̂n+1,N (xj)p̂n+1,N(x)Δtj −
N−1∑
j=0

Tn+2(xj)p̂n,N (xj)p̂n,N(x)Δtj

⎫⎬⎭
∣∣∣∣∣∣ .

(4.36)

Так как |Sn+2,N (Tn+2;x)| = |Tn+2(x)| ≤ 1 и выполняется (i = n, n+ 1)

N−1∑
j=0

|Tn+2(xj)p̂i,N (xj)|Δtj≤
⎛⎝N−1∑

j=0

T 2
n+2(xj)Δtj

⎞⎠1/2⎛⎝N−1∑
j=0

p̂2i,N (xj)Δtj

⎞⎠1/2

≤ 1
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в силу неравенства Коши—Буняковского, то из (4.36) следует соотношение

Ln,N (x) ≥
∣∣∣2n+1k−1

n+2,N |p̂n+2,N(x)| − |p̂n+1,N (x)| − |p̂n,N (x)|
∣∣∣− 1. (4.37)

Кроме того, в частности, нетрудно доказать справедливость неравенства

U ′
21 =

∣∣∣P̂n(x)
∣∣∣ ∑
− 1

2≤xj≤τ1

(1− xj)
1/4

x− xj
Δtj+

∣∣∣(1 − x)P̂ 1,0
n (x)

∣∣∣ ∑
− 1

2≤xj≤τ1

(1− xj)
−1/4

x− xj
Δtj ≥

≥ c
∑

− 1
2≤xj≤τ1

Δtj
x− xj

≥ c

(
1− δN

2

)
[ln(n+ 1)− ln 2]. (4.38)

Далее, воспользовавшись следствием 2.2 и заметив, что относительно меры,
рассматриваемой в данной работе, старший коэффициент многочлена (1.1) имеет
порядок 2n, с учетом (4.35), (4.38) найдется такая константа c > 0, что при всех
x ∈ [−1, 1] из (4.37) в результате мы получаем неравенство

Ln,N(x) ≥ c [ln(n+ 1) + |p̂n,N (x)|+ |p̂n+1,N (x)|] ,
из которого и следует неулучшаемость по порядку полученной оценки функции Ле-
бега. Теорема 4.1 доказана.

Кроме того, отметим, что из (2.3) при условии n = O(δ
−2/7
N ) для p̂n,N (x) допу-

стима оценка

|p̂n,N (x)| ≤ c(a, b)
n

1
2

(n
√
1− x2)

1
2 + 1

.

Ясно, что такая же оценка справедлива и для p̂n+1,N(x). Отсюда и из теоремы 4.1
непосредственно вытекает следующее утверждение.

Теорема 4.2. Пусть f ∈ C[−1, 1], 0 < b < 1, 0 < a ≤
{

1−b
2æ2

}1/4

, n = O(δ
−2/7
N ).

Тогда справедлива оценка

Ln,N(x) ≤ c(a, b)

(
ln(n+ 1) +

n
1
2

(n
√
1− x2)

1
2 + 1

)
(−1 ≤ x ≤ 1).
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Let Ω = {t0, t1, . . . , tN} and ΩN = {x0, x1, . . . , xN−1}, where xj = (tj + tj+1)/2, j =
0, 1, . . . , N − 1 are any systems of different points from [−1, 1]. For arbitrary continuous
function f(x) on the segment [−1, 1] discrete Fourier sums is constructed by a system
of polynomials {p̂k,N (x)}N−1

k=0 forming an orthonormal system on non-uniform system of
points ΩN consisting of a finite number of N points from segment [−1, 1] with weight
Δtj = tj+1 − tj . We have found an order for Lebesgue function Ln,N (x) of the growing
discrete Fourier sums Sn,N (f, x) for n = O(δ

−2/7
N ), δN = max0≤j≤N−1 Δtj . Namely, a

double-sided pointwise estimate for Lebesgue function Ln,N (x) with is depended from n
and position of a point x on the [−1, 1] is obtained.
Keywords: polynomial, orthogonal system, set, asymptotic formula, discrete Fourier sums,
Lebesgue function.
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