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Дается обобщение классической задачи Капицы на случай перевернутого гибкого ма-
ятника. Рассматривается тонкий однородный вертикальный стержень со свободным
верхним концом и шарнирно или жестко закрепленным нижним концом под действием
веса и гармонических вертикальных колебаний основания. В обоих случаях закреп-
ления найдены условия устойчивости вертикального положения стержня. Учитыва-
ется влияние как продольных, так и изгибных колебаний стержня, причем изгибные
колебания описываются по балочной модели Бернулли—Эйлера. Решение построено
в виде разложения в ряды Фурье по собственным функциям вспомогательных крае-
вых задач. В результате задача сводится к системе обыкновенных дифференциальных
уравнений с периодическими коэффициентами и малым параметром. Для ее решения
и для определения критического уровня вибраций используется асимптотический ме-
тод двухмасштабных разложений. Установлено, что учет влияния продольных волн
в стержне существенно снижает критическую нагрузку. Оказалось, что одномодовое
приближение дает удовлетворительную точность. В случае шарнирной опоры нижне-
го конца стержня получено явное приближенное решение. Для жесткого закрепления
проведен численный анализ критического уровня вибраций от параметров задачи.
Ключевые слова: гибкий маятник Капицы, сжатый стержень, изгибные колебания,
продольные колебания, двухмасштабные асимптотические разложения.
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1. Введение. В различных постановках рассматривается задача об устойчиво-
сти вертикального положения стержня, равновесие которого поддерживается за счет
вертикальных вибраций нижнего основания. Простейшей задачей этого класса явля-
ется задача об устойчивости вертикального положения перевернутого математиче-
ского маятника с вибрирующей точкой опоры. Впервые задача была решена в работе
А. Стефенсона [1], однако более детальные теоретические и экспериментальные ис-
следования были выполнены П. Л. Капицей [2]. Различные обобщения этой задачи
и приближенные методы их решения содержатся в монографии И. И. Блехмана [3].

В данной статье основное внимание уделено вопросам устойчивости вертикаль-
ного положения гибкого стержня с нижней точкой опоры, находящегося под дей-
ствием собственного веса и вибраций основания. Еще из трудов Л. Эйлера изве-
стен подход, позволяющий теоретически проверить очевидный факт, что достаточно
длинный стержень неустойчив, даже если он жестко закреплен снизу. Ниже показа-
но, что при наличии вертикальных гармонических вибраций основания неустойчи-
вое положение может стать устойчивым. В линейном приближении задача сводится
к поперечным колебаниям стержня под действием периодического осевого сжатия.
Задачи этого класса были предметом исследований авторов статьи [4, 5], посвящен-
ных задаче Лаврентьева—Ишлинского о динамическом сжатии стержня [6]. В них
существенное влияние на движение оказывали параметрические резонансы [7], воз-
никающие при определенных соотношениях между частотами продольных и попе-
речных колебаний. Ниже определяющую роль играет левая часть диаграммы Айн-
са—Стретта [8], на которую распространяется область устойчивости. Решение полу-
чено как без учета, так и с учетом распространения продольных волн в стержне,
причем оказалось, что, как правило, влияние продольных волн весьма существенно.

Решение построено в виде разложения по собственным функциям вспомога-
тельных краевых задач. Одной из этих задач является задача бифуркации верти-
кального равновесия стержня под действием собственного веса. Другая задача— это
задача свободных поперечных колебаний сжатой балки. В результате разложения
получены системы обыкновенных дифференциальных уравнений с периодическими
коэффициентами. Для исследования устойчивости нулевого решения используется
асимптотический метод двухмасштабных разложений [9].

2. Маятник Капицы. Рассмотрим сначала движение перевернутого маятника
с вертикально колеблющейся точкой опоры. Будем считать маятник тонким одно-
родным недеформируемым стержнем длины L. В подвижной системе координат
движение описывается уравнением

Jϕ̈− (mL/2)(g − aω2 sinωt) sinϕ = 0, (2.1)

где ϕ—угол поворота, J = mL2/3—момент инерции относительно точки опоры,
m—масса, g—ускорение свободного падения, a и ω—амплитуда и частота колеба-
ний основания.

Устойчивость вертикального положения равновесия находим из линеаризован-
ного уравнения (2.1), записанного в безразмерных переменных

d2ϕ

dt̂2
− (q − α sin t̂)ϕ = 0, (2.2)

где t̂ = ωt, q = 3g/(Lω2), α = 3a/(2L). Уравнение (2.2) — это уравнение Матье.
Границы области устойчивости нулевого решения при малых q > 0 известны [8]:
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α2/2 > q > 0.595(α− 0.454) (см. рис. 1, на котором область устойчивости S заштри-
хована, а ее часть при q > 0 обозначена через S1) или в исходных обозначениях

0.75δ2 > g/(Lω2) > 0.595(δ − 0.303), δ = a/L. (2.3)

При фиксированных L и δ левое неравенство (2.3) будет выполнено при достаточно
больших значениях частоты ω. Правое неравенство (2.3) интересует нас в меньшей
степени, ибо оно может нарушаться лишь при больших амплитудах колебаний ос-
нования a > 0.3L.

Рис. 1. Фрагмент диаграммы Айнса—Стретта.

Перепишем левую часть неравенства (2.3) в виде

ga > g∗a =
4

3δ
. (2.4)

Безразмерную величину ga = aω2/g назовем перегрузкой при колебаниях основания,
обеспечивающей устойчивость вертикального положения стержня.

3. Уравнение изгиба сжатого стержня. Малые изгибные колебания про-
дольно сжатого стержня длины L около вертикального положения равновесия в по-
движной системе координат описываются уравнением

D
∂4w

∂x4
+

∂

∂x

(
P
∂w

∂x

)
+ ρS

∂2w

∂t2
= 0, P = Pw(x) + Pv(x, t). (3.1)

Здесь w(x, t)—поперечный прогиб, D = EI —изгибная жесткость, ρ—плотность,
S — площадь поперечного сечения.

Верхний конец x = L стержня свободен, а на нижнем конце x = 0 рассматриваем
два варианта граничных условий—шарнирную опору или жесткое закрепление, что
дает граничные условия в виде

∂2w(L, t)

∂x2
=
∂3w(L, t)

∂x3
= 0, w(0, t) =

∂2w(0, t)

∂x2
= 0 или w(0, t) =

∂w(0, t)

∂x
= 0.

(3.2)
На эти же условия будем ссылаться и в случае функций w(x),Ψ(x),Φ(x) при 0 ≤
x ≤ 1.
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Осевая сила P состоит из двух слагаемых, первое из которых Pw(x) = P0(L −
x)/L связано с весом стержня P0 = ρgSL, а второе Pv(x, t) обусловлено вибрациями
основания. Для нерастяжимого стержня имеем Pv(x, t) = −ρaω2S(L−x) sinωt, а для
растяжимого стержня сила Pv(x, t) зависит от распространения продольных волн по
стержню и найдена в п. 6.

Запишем уравнение (3.1) в безразмерном виде

∂4w

∂x̂4
+

∂

∂x̂

(
P∗(1− x̂)

∂w

∂x̂

)
(1− ga sin t̂) +

P∗ga
δ

∂2w

∂t̂2
= 0, (3.3)

где

x = Lx̂, t̂ = ωt, P∗ =
P0L

2

D
, ga =

aω2

g
, δ =

a

L
.

В дальнейшем значок ˆ опускаем.
4. Разложение решения по системам собственных функций. Положим

w(x, t) =
N∑

k=1

Ψk(x)wk(t), (4.1)

где Ψk(x)— собственные функции краевой задачи, состоящей из уравнения

d4Ψ

dx4
+ p

d

dx

(
(1− x)

dΨ

dx

)
= 0, 0 ≤ x ≤ 1, (4.2)

и граничных условий (3.2) (случаи шарнирной и жесткой опор конца x = 0 стержня
рассматриваем одновременно).

Задача (4.2) суть задача бифуркации статического равновесия вертикального
стержня под действием собственного веса. Ее первые собственные значения в случае
шарнирной опоры таковы: p1 = 0, p2 = 25.64, p3 = 95.96, p4 = 210.7 и Ψ1(x) = x,
в случае жесткой заделки — p1 = 7.8373, p2 = 55.98, p3 = 148.5, p4 = 285.4, и при
P∗ > p1 стержень теряет устойчивость под действием собственного веса.

Уравнение (4.2) интегрируется в функциях Эри.
Пользуясь ортогональностью

∫ 1

0
(1 − x)Ψ′

kΨ
′
n dx = 0 функций Ψk(x), получаем

систему уравнений для неизвестных функций wk(t):

N∑
k=1

ank
d2wk

dt2
+ δbn

(
1

ga

(pn
P ∗

− 1
)
+ sin t

)
wn = 0, n = 1, . . . , N, (4.3)

где akn =
∫ 1

0
ΨkΨndx, bn =

∫ 1

0
(1− x)(Ψ′

n)
2dx.

Разложение (4.1) назовем первым разложением. Рассмотрим второе разложение

w(x, t) =
N∑

k=1

Φk(x)w̃k(t), (4.4)

где Φk(x)— собственные функции краевой задачи

d4Φ

dx4
+ P∗

d

dx

(
(1− x)

dΦ

dx

)
− λΦ = 0, (4.5)
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связанной со свободными колебаниями сжатого стержня. Пользуясь ортогонально-
стью

∫ 1

0
ΦkΦn dx = 0, для функций w̃k(t) приходим к системе уравнений

b̃nw̃
′′
n(t) +

δ b̃nλn
P∗ga

w̃n − δ

N∑
k=1

c̃knw̃k sin t = 0, n = 1, . . . , N, (4.6)

где b̃n =
∫ 1

0 Ψ2
ndx, c̃kn =

∫ 1

0 (1 − x)Φ′
kΦ

′
ndx.

Здесь в отличие от задачи (4.2) собственные значения λn зависят от параметра
P∗. Спектр λn(P∗) содержит конечное число отрицательных собственных значений
λn < 0 при P∗ > pn, которым соответствуют неустойчивые при отсутствии колебаний
основания формы, и бесконечное число положительных собственных значений.

5. Двухмасштабные разложения. Исследуем устойчивость нулевого реше-
ния систем (4.3) и (4.6). При δ = 0 эти системы имеют решения wk = Ck, где па-
раметры Ck постоянны. В связи с этим при δ � 1 будем искать их решения в виде
периодических функций с медленно меняющимися амплитудами [9].

Положим ga = ζ/δ и запишем систему N уравнений (4.3) в матричном виде

A · d
2W

dt2
+
δ2

ζ
P ·W + δB ·W sin t = 0, (5.1)

где W = {wk}Tk=1,N — вектор неизвестных функций, A = {akn}k,n=1,N — симмет-
ричная матрица, P и B — диагональные матрицы с коэффициентами {bk(pk/P∗ −
1)}k=1,N и {bk}k=1,N соответственно.

Искомую функцию W = W (t, θ, δ), где θ = δ t—медленное время, ищем в виде
асимптотического разложения

W (t, θ, δ) =

∞∑
m=0

(Um(θ) + Vm(t, θ))δm,

∫ 2π

0

Vm(t, θ)dt = 0, m = 0, 1, . . . (5.2)

С учетом соотношения

d2W

dt2
=
∂2W

∂t2
+ 2δ

∂2W

∂t∂θ
+ δ2

∂2W

∂θ2
(5.3)

последовательно находим

V0(t, θ) ≡ 0, V1(t, θ) = A−1 ·B ·U0 sin t,

A · d
2U0

dθ2
+D ·U0 = 0, D =

P

ζ
+ (1/2)B ·A−1 ·B.

(5.4)

Из уравнения для U0 следует, что положение равновесия будет устойчивым, ес-
ли матрица D положительно определенная. Нарушение положительной определен-
ности служит для определения критического значения ζ∗ параметра перегрузки ζ.

При одномодовом приближении (N = 1) получаем

ζ∗ =
2a11
b1

(
1− p1

P∗

)
. (5.5)

При N = 1 система (4.3) сводится к уравнению Матье, и неравенство q < α2/2 дает
формулу (5.5). В частности, для шарнирной опоры имеем p1 = 0 и формула (5.5)
совпадает с формулой (2.4) для недеформируемого стержня.
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Аналогичные вычисления для системы (4.6) приводят к матрице D̃, положи-
тельная определенность которой служит критерием устойчивости:

D̃ =
P̃

ζ
+ (1/2) C̃ · B̃−1 · C̃, (5.6)

где B̃ и P̃ — диагональные матрицы с элементами {b̃k} и b̃kλk/P∗ и C̃ — симметрич-
ная матрица с элементами c̃kn. При одномодовом приближении формула (5.6) дает
ζ∗ = 2λ1b̃

2
1/(P∗c̃211).

Приведем численные результаты для критического значения параметра пере-
грузки ζ∗, вытекающие из первого разложения (4.1) и требования положительной
определенности матрицы D (см. (5.4)). Расчеты показали, что одномодовое и двух-
модовое (N = 2) приближения дают достаточную точность (погрешность менее 1%),
поэтому ограничимся ими. В матрицу D входят параметры: для шарнирной опоры

p1 = 0, p2 = 25.64, a11 = 1/3, a12 = 0.0331, a22 = 0.02003, b1 = 0.5, b2 = 0.162

и для жесткой заделки нижнего конца

p1 = 7.84, p2 = 56.0, a11 = 0.128, a12 = −0.0143, a22 = 0.01786,

b1 = 0.202, b2 = 0.144.

Результаты представлены на рис. 2. Для шарнирной опоры при P∗ ≤ p2 имеем
ζ∗ = 4/3, что совпадает со значением для недеформируемого стержня. При P∗ > p2
величина ζ∗ незначительно растет, достигая при P∗ = 120 величины ζ∗ = 1.369
(вместо 4/3= 1.333).

Рис. 2. Функции ζ∗(P∗) для шарнирного (кривая 1) и
жесткого (кривая 2) закреплений нижнего конца стержня.

В случае жесткого закрепления (при отсутствии вибраций) потеря устойчивости
имеет место лишь при P∗ > p1 = 7.84. В интервале p1 < P∗ < p2 = 56.0 одномодовое
приближение дает точное значение ζ∗, а при P∗ > p2 старшие приближения незначи-
тельно (на величину порядка 1%) уточняют его в сторону увеличения ζ∗. С ростом
нагрузки P∗ величины ζ∗ для жесткой и шарнирной опор сближаются.

Расчеты, выполненные с использованием второго разложения и приводящие
к соотношениям (4.6) и (5.6), показали, что при близости результатов по первому
и второму разложениям второе разложение оказалось значительно менее удобным.

482 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2018. Т. 5 (63). Вып. 3



Во-первых, собственные функции строятся проще. Во-вторых, одномодовое прибли-
жение второго разложения приемлемо лишь при p1 < P∗ < p2.

6. Влияние продольных волн на устойчивость. Уравнение продольных
колебаний в подвижной системе координат имеет вид

ρS

(
∂2u

∂t2
+ g − aω2 sinωt

)
= ES

∂2u

∂x2
, u(0, t) = 0,

du

dx

∣∣∣∣
x=L

= 0, (6.1)

где u(x, t)—продольное перемещение. Для подстановки в уравнение (3.1) нужно
найти осевую сжимающую силу P (x, t) = −ESux. Как и выше, перейдем к без-
размерным переменным x = Lx̂, t̂ = ωt и, опуская значок ̂ , представим решение
уравнения (6.1) в виде

u(x, t) =
P0L

ES
(x2/2− x) + U(x) sin t, P0 = ρgSL.

Для функции U(x) получаем краевую задачу

d2U

dx2
+ ν2(U + a) = 0, U(0) = 0,

dU

dx

∣∣∣∣
x=1

= 0, ν2 =
ω2L2

c2
,

где c =
√
E/ρ— скорость звука в материале стержня. Находим решение

U(x) = −a(1− cos νx− sin νx tg ν)

и осевую силу

P (x, t) = −ES ∂u
∂x

= P0(1− x̂)− ESνδ(cos νx tg ν − sin νx) sin t.

Для нерастяжимого стержня имеем E = ∞, c = ∞, ν = 0 и, переходя к пределу
при ν → 0, находим P → P0(1− x)(1 − ga sin t), что совпадает с формулой (3.3).

Подставляя выражение для силы P (x, t) в уравнение поперечных колебаний
(3.1), получаем

∂4w

∂x4
+ P∗

∂

∂x

((
1− x̂+

ga
ν
(cos νx̂ tan ν − sin νx̂) sin t̂

) ∂w
∂x

)
+ P∗

ga
δ

∂2w

∂t2
= 0.

Как и выше, решение этого уравнения представляем в виде суммы (4.1) (ограни-
чимся использованием первого разложения). Тогда для неизвестных функций wn(t)
получаем систему уравнений вида (4.3):

N∑
k=1

ank
d2wk

dt2
+ δ

(
bn
ga

(pn
P ∗

− 1
)
+ cn sin t

)
wn = 0, n = 1, . . . , N, (6.2)

в которой величины akn, bn, P∗, δ имеют прежние значения, а коэффициенты cn(ν),
учитывающие распространение волн в стержне, даются формулой

cn(ν) =
1

ν

∫ 1

0

(
dΨn

dx

)2

(sin νx− cos νx tan ν) dx.

В частности, для нерастяжимого стержня получаем cn(0) = bn.
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Матрица D, определяющая границу области устойчивости, теперь имеет вид

D =
P

ζ
+ (1/2)C ·A−1 ·C, (6.3)

где C — диагональная матрица с элементами cn(ν).
Одномодовое приближение, которым мы и ограничимся, дает

ζ∗ =
2a11b1
c21(ν)

(
1− p1

P∗

)
. (6.4)

Рис. 3. График коэффициента |c1(ν)|.

При ν = νk = (k − 0.5)π имеют место резонансы продольных колебаний. При
приближении к резонансам возрастают коэффициенты cn и вместе с ними убывает
параметр перегрузки ζ∗, характеризующий потребный для устойчивости уровень
колебаний основания. График функции |c1(ν)| показан на рис. 3. В связи с тем,
что |c1(ν)| > b1, следует ожидать значительного снижения величины ζ∗ при учете
продольных колебаний стержня.

7. Численные результаты. Как установлено в п. 4, влияние старших форм
на границу области устойчивости мало, поэтому обратимся к формуле (6.4). Кроме
неизменяемых констант a11, b1, λ1 и функции c1(ν) эта формула содержит безраз-
мерные константы ν и P∗, зависящие от рассматриваемой задачи. Имеем

ν2 =
L2ω2

c2
= fζ∗, f =

Lc

δ2
, Lc =

Lg

c2
, δ =

a

L
, P∗ =

Lc

μ2
, μ =

r

L
, (7.1)

где r—радиус инерции поперечного сечения стержня в плоскости наименьшей из-
гибной жесткости (для стержня прямоугольного поперечного сечения толщиной h
будет r = h/

√
12). С учетом формулы для ν2 соотношение (6.4) становится урав-

нением для границы ζ∗. При решении уравнения (6.4) используем аппроксимацию
Паде [10] для функции c21(ν):

c21(ν) =

(
b1 + 0.01ν2

1− (2ν/π)2

)2

,

имеющую погрешность менее 1% при ν ≤ 2 и менее 3% при ν ≤ 3. При этом урав-
нение (6.4) становится кубическим относительно ζ∗.
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Рис. 4. Графики функций ζ∗(f) и ν(f).

В случае шарнирной опоры нижнего конца стержня имеем p1 = 0 и уравнение
(6.4) относительно ζ∗ в силу (7.1) содержит только один параметр f . Функция ζ∗(f)
и соответствующая ей функция ν(f) показаны на рис. 4.

При f = 0 продольные волны не учитываются и ζ∗ = 4/3, что соответствует
недеформируемому стержню (см. (2.4)). С ростом f параметр перегрузки ζ∗ убывает,
а параметр ν растет и при f → ∞ приближается к резонансному значению ν1 = π/2.

В случае жесткой опоры нижнего конца стержня уравнение (6.4) содержит уже
два параметра f и P∗, поэтому ограничимся рассмотрением частной задачи.

Рассмотрим стальной стержень (скорость звука c = 5100м/с) длиной L = 5м,
тогда Lc = 1.886·10−6. Момент инерции сечения r и амплитуду колебаний основания
a будем менять. Этот стержень теряет статическую устойчивость при радиусе инер-
ции r < r∗ = 2.45мм. Из уравнения (6.4) найдем нижнюю границу ζ∗ области устой-
чивости для ряда значений r < r∗ и a (в миллиметрах) (возьмем r = 2.4, 2.0, 1.5, 1.0;
a = 0.5, 1, 2, 5). Результаты вычислений приведены в таблице. В этой же табли-
це приведены и верхние границы ζ∗∗ области устойчивости ζ∗ < ζ < ζ∗∗, а также
нижние границы области устойчивости ζs, найденные без учета распространения
продольных волн.

Границы области устойчивости с учетом
и без учета распространения продольных волн

r = 2.4 r = 2 r = 1.5 r = 1
a ζ∗ − ζ∗∗ ζs ζ∗ − ζ∗∗ ζs ζ∗ − ζ∗∗ ζs ζ∗ − ζ∗∗ ζs
0.5 194− 348 497 232 − 282 1447 238 − 275 1982 240 − 271 2289
1 153− 521 248 211 − 314 723 232 − 296 991 226 − 290 1144
2 102 −∞ 124 177 − 347 362 194 − 348 496 201 − 339 572
5 41−∞ 49 113−∞ 145 137 − 865 189 147 − 573 229

Видим, что влияние продольных волн убывает при увеличении амплитуды воз-
мущения a, а также при увеличении толщины стержня (при приближении радиуса
инерции сечения к критическому значению r∗ = 2.45). При рассматриваемых зна-
чениях параметров частота возмущения ω находится вблизи первого резонанса про-
дольных колебаний ν1 (точнее, ν < ν1), что приводит к увеличению коэффициента
c1(ν) в формуле (6.4) и к уменьшению параметра перегрузки ζ∗ по сравнению со
значением ζs, найденным без учета продольных волн.
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8. Заключение. Получены условия устойчивости гибкого вертикального
стержня со свободным верхним концом, находящегося под действием вертикаль-
ных вибраций основания, в предположении, что при отсутствии вибраций положе-
ние равновесия неустойчиво. Решение построено в виде разложения по собственным
функциям вспомогательных краевых задач. Первой из этих задач является задача
бифуркации вертикального равновесия стержня под действием собственного веса.
Другая задача— это задача свободных поперечных колебаний сжатой балки. Оказа-
лось, что разложение по первой системе собственных функций более удобно в связи
с тем, что одномодовое приближение, учитывающее только первую форму бифурка-
ции, дает достаточную точность несмотря на то, что эквивалентная нагрузка может
превышать старшие точки бифуркации. Установлено также, что учет влияния про-
дольных колебаний является обязательным.

В случае шарнирно опертого нижнего конца стержня без учета продольных
колебаний критическое значение перегрузки близко к постоянной величине, равной
его значению для недеформируемого стержня. При учете продольных колебаний пе-
регрузка убывает с ростом параметра f , пропорционального кубу длины стержня,
и обратно пропорционального квадрату амплитуды возмущения и квадрату скоро-
сти звука в стержне.

В случае жесткого закрепления нижнего конца при учете продольных волн
перегрузка зависит уже от двух параметров. Для частного примера установлено,
что учет влияния продольных волн может приводить к уменьшению перегрузки
в 3–7 раз. Их влияние убывает при увеличении амплитуды возмущения, а также
при увеличении толщины стержня.

Нерешенными остались вопросы об устойчивости построенного стационарного
решения (при этом нужно вводить силы сопротивления), а также об области при-
тяжения этого решения.

Авторы выражают благодарность И. И. Блехману, который обратил их внима-
ние на рассматриваемые задачи.
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The classic Kapitsa problem is generalized to the case of inverted flexible pendulum. A thin
homogeneous vertical elastic rod with a free upper end is considered for (i) simply supported
and (ii) clamped support. In the both support cases a rod motion under action of its weight
and vertical harmonic vibrations of the support is studied. The stability conditions of the
vertical rod position are obtained. The influence of both axial and bending vibrations is
taken into account, with the Bernoulli—Euler beam model being applied for modeling the
bending effects. The solution is presented as a Fourier expansion using the eigen-functions
of auxiliary boundary value problems. As a result the problem is reduced to a system of
ordinary differential equations with periodic coefficients containing a small parameter. The
asymptotic method of two-scale expansions is utilized for its solution and for determining
the critical level of the support vibration. It is established that the longitudinal waves
influence essentially decrease the critical level of vibrations. Calculations show that the
one-mode approximation has an acceptable exactness. The explicit approximate solution is
obtained in the case of simply support of a lower rod end. For the clamper end a numerical
analysis of the critical level of vibrations on the problem parameters is performed.
Keywords: flexible Kapitsa pendulum, compressed rod, bending vibrations, longitudinal
vibrations, two-scale asymptotic expansions.
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