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Первая статья из серии обзоров, посвященных научным достижениям Ленинград-
ской — Санкт-Петербургской школы теории вероятностей и математической статисти-
ки в период с 1947 по 2017 г. посвящена традиционной для Санкт-Петербурга тематике
предельных теорем для сумм независимых случайных величин. Речь идет о классиче-
ских предельных теоремах: законе больших чисел, центральной предельной теореме
и законе повторного логарифма, а также о круге примыкающих к ним важных задач,
сформировавшемся во второй половине ХХ века. К последним относятся аппроксима-
ция распределений сумм независимых слагаемых безгранично делимыми распределе-
ниями, оценка точности сильной гауссовской аппроксимации таких сумм и предельные
теоремы о слабой сходимости почти наверное эмпирических мер, порожденных после-
довательностью сумм независимых случайных величин и векторов.

Ключевые слова: суммы независимых случайных величин, центральная предель-
ная теорема, закон больших чисел, закон повторного логарифма, безгранично дели-
мые распределения, функции концентрации, проблема Литтлвуда—Оффорда, эмпи-
ричеcкая мера, предельная теорема почти наверное.

1. Введение. Настоящая статья, написанная по любезному приглашению ре-
дакции журнала «Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия», открыва-
ет серию обзоров достижений ленинградской — петербургской школы теории веро-
ятностей и математической статистики в период с 1947 г. до настоящего времени.
При этом в основном будут описаны достижения сотрудников кафедры теории веро-
ятностей и математической статистики математико-механического факультета ЛГУ
(СПбГУ), основанной Ю. В. Линником в 1948 г., а также ее выпускников, продол-
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живших работу в Ленинграде — Санкт-Петербурге. Такое обширное описание дея-
тельности научной школы делается впервые. Известный обзор Ю. В. Линника [1]
был краток и покрывал только период до 1969 г.

Исследования по теории вероятностей в Санкт-Петербурге были начаты
В. Я. Буняковским (1804–1889), учеником Коши, получившим превосходное обра-
зование в Лозанне и Париже и защитившем в Парижском университете докторскую
диссертацию. Он был первым, кто начал читать в Cанкт-Петербургском универси-
тете курс теории вероятностей, причем написал первый русский учебник по этому
предмету [2]. Этот учебник, «прекрасный для своего времени» по словам Б. В. Гне-
денко [3, c. 28], приобрел большую популярность, причем есть свидетельства, что
Гаусс и Бьенэме учили русский язык, чтобы его читать [4]. Он содержал оригиналь-
ное изложение как самой теории вероятностей, так и ее приложений к страхованию,
демографии и т. п.

В обзоре [1] Ю. В. Линник писал: «Весьма важна постановка Буняковским во-
просов приемочного статистического контроля — например, приема партии мешков
сахара на основе выборки. Это первый в истории математики материал по стати-
стическому контролю качества промышленной продукции». Ряд позднейших статей
Буняковского относится к различным прикладным вопросам теории вероятностей и
математической статистики, например, подсчету вероятной численности русской ар-
мии после призыва и определению погрешностей наблюдений. С 1858 г. Буняковский
состоял главным экспертом правительства по вопросам статистики и страхования.
С 1864 по 1889 г. он был вице-президентом Академии наук.

Новый этап исследований по теории вероятностей начался в Петербурге после
переезда в Петербург П. Л. Чебышёва (1821–1894), который в 1860 г. сменил В. Я. Бу-
няковского в качестве лектора курса теории вероятностей в университете. В рабо-
тах П. Л. Чебышёва и его учеников, в первую очередь А. А. Маркова (1856–1922)
и А. М. Ляпунова (1857–1918), были получены многочисленные блестящие результа-
ты, которые хорошо известны и подробно описаны в учебниках теории вероятностей
и математической статистики, а также в трудах по истории математики. Представ-
ление о достигнутом научном уровне и уровне преподавания дают также записи
лекций Чебышёва, осуществленные А. М. Ляпуновым [5], и учебник А. А. Марко-
ва [6].

Предвоенный период в исследованиях по теории вероятностей связан с име-
нем выдающегося математика, академика С. Н. Бернштейна (1880–1968), который
в 1933–1941 гг. читал в университете лекции в качестве профессора математико-
механического факультета. В этот период им были, в частности, заложены осно-
вы стохастических дифференциальных уравнений (в дискретном варианте), была
доказана справедливость центральной предельной теоремы для новых классов за-
висимых случайных величин и обнаружен один из первых вариантов характери-
зации нормального закона независимостью суммы и разности случайных величин.
В 1937 г. С. Н. Бернштейн дал ряд далеких обобщений неравенства Чебышёва, ныне
называемых неравенствами Бернштейна и широко используемых в теории больших
уклонений и других вопросах предельных теорем. В период с 1927 по 1946 г. вышло
четыре издания замечательного учебника С. Н. Бернштейна по теории вероятностей
[7]. (О работах С. Н. Бернштейна в области теории вероятностей см. также [8, 9].)

Затем С. Н. Бернштейн переехал в Москву, и возрождение исследований по тео-
рии вероятностей и математической статистике в Ленинградском университете в по-
слевоенный период связано с именем академика Ю. В. Линника (1915–1972), к тому
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времени прославленного автора исключительно сильных результатов в аналитиче-
ской теории чисел. По словам самого Линника, заняться теорией вероятностей ему
посоветовал выдающийся московский математик А. Я. Хинчин, считавший, что ма-
тематики должны работать по крайней мере в двух различных областях своей науки.
Это побудило Ю. В. Линника начать интенсивные исследования в новой для себя об-
ласти. По его инициативе в 1948 г. на математико-механическом факультете была
открыта кафедра теории вероятностей и математической статистики.

Постепенно интересы Ю. В. Линника распространились на математическую ста-
тистику и привели к ряду замечательных книг и статей, с которыми можно позна-
комиться по сборникам его избранных трудов [10, 11] (см. также юбилейную ста-
тью [12]).

Яркая индивидуальность Ю. В. Линника привлекала множество талантливых
учеников, часть из них (В. В. Петров, В. П. Скитович, И. А. Ибрагимов) стала рабо-
тать на кафедре теории вероятностей и математической статистики, другие рабо-
тали в Ленинградском отделении Математического института Академии наук (ЛО-
МИ, ныне ПОМИ), в вузах и научно-исследовательских учреждениях города. У них
также появились ученики, главным образом, студенты и аспиранты кафедры. По-
степенно образовалась многочисленная научная школа, которая в 1990-х годах под
руководством академика И. А. Ибрагимова была официально признана Министер-
ством образования и науки России и Советом по грантам Президента Российской
Федерации.

Упомянутая выше серия статей призвана дать краткое изложение основных
достижений этой научной школы. В этом выпуске речь идет главным образом о
предельных теоремах для сумм независимых случайных величин. При этом разде-
лы 2–4 написаны В. В. Петровым (СПбГУ), раздел 5 принадлежит А. Ю. Зайцеву
(ПОМИ РАН и СПбГУ), раздел 6 — А. А. Зингеру (ГУАП), раздел 7 — М. А. Лиф-
шицу (СПбГУ). Введение составлено Я. Ю. Никитиным (СПбГУ).

2. Центральная предельная теорема для сумм независимых случай-

ных величин. Среди работ создателей Петербургской школы теории вероятностей
П. Л. Чебышёва, А. А. Маркова и А. М. Ляпунова, ставших классиками нашей науки,
важное место занимают исследования по предельным теоремам для сумм независи-
мых случайных величин. В тридцатых годах прошлого века их работы были про-
должены в Ленинградском университете С. Н. Бернштейном, а с конца сороковых
годов — основателем кафедры теории вероятностей и математической статистики
Ю. В. Линником, его многочисленными учениками и учениками его учеников.

Первой публикацией Ю. В. Линника по теории вероятностей была работа [13],
в которой получены оптимальные в некотором смысле неравномерные оценки от-
клонения функции распределения суммы независимых неодинаково распределен-
ных случайных величин от нормальной функции распределения на произвольном
конечном интервале. Наряду с традиционным аппаратом характеристических функ-
ций в [13] использованы новые приемы исследования, ранее применявшиеся в ана-
литической теории чисел — области математики, в которой Ю. В. Линником были
сделаны выдающиеся открытия.

Оценкам скорости сходимости распределений сумм независимых случайных ве-
личин к нормальному распределению посвящена обширная литература. Класси-
ческими результатами в этой области являются неравенства Ляпунова, Берри—
Эссеена и Эссеена. Обобщения и усиления этих результатов, содержащие как равно-
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мерные, так и более точные неравномерные оценки, получены в работах В. В. Петро-
ва [14], И. А. Ибрагимова [15], Л. В. Осипова [16], Л. В. Осипова и В. В. Петрова [17],
Б. А. Лифшица [18]. Сформулируем один результат И. А. Ибрагимова.

Пусть {Xn}— последовательность независимых случайных величин с общей
функцией распределения V (x), Sn = X1+ · · ·+Xn, и пусть существуют такие после-
довательности постоянных {an} и {bn}, что Fn(x) → Φ(x) при n → ∞ для любого
x, где Fn(x) = P(Sn/an− bn < x), Φ(x)— стандартная нормальная функция распре-
деления. Положим rn = inf

an,bn
sup
x

|Fn(x) − Φ(x)|. Для того чтобы rn = O(n−δ/2), где

0 < δ < 1, необходимо и достаточно выполнение условий

∞∫

−∞

x2 dV (x) <∞,

∫

|x|≥z

x2 dV (x) = O(z−δ) при z → ∞. (1)

Для того чтобы rn = O(n−1/2), необходимо и достаточно выполнение условий (1)
при δ = 1 и условия

z∫

−z

x3 dV (x) = O(1) при z → ∞. (2)

Л. В. Осипов и В. В. Петров [17] получили оценку отклонения функции распре-
деления нормированной произвольным образом суммы n независимых неодинако-
во распределенных случайных величин от нормальной функции распределения без
предположений о существовании каких-либо моментов. Хейде [19] обнаружил оп-
тимальное асимптотическое поведение этой оценки. При сравнительной простоте
формулировок полученных оценок их следствиями являются неравенства Ляпунова
и Эссеена.

Для последовательности независимых одинаково распределенных случайных
величин с конечной дисперсией Л. В. Осипов [20] получил смыкающиеся верхние и
нижние оценки остаточного члена в центральной предельной теореме.

Рассматривая последовательность независимых случайных величин с общей
функцией распределения, В. А. Егоров [21] и Л. В. Розовский [22] исследовали связь
между моментными свойствами этой функции и различными формами асимптоти-
ческой нормальности функции распределения нормированной произвольным обра-
зом суммы n случайных величин из исходной последовательности.

Большое место в литературе по предельным теоремам теории вероятностей за-
нимают теоремы об асимптотических разложениях для распределений сумм незави-
симых случайных величин. Для последовательности независимых одинаково распре-
деленных случайных величин И. А. Ибрагимов [23] получил необходимые и доста-
точные условия справедливости классической формы асимптотического разложения
в центральной предельной теореме. Л. В. Осипов [24] получил неравномерные оцен-
ки остаточного члена в асимптотическом разложении функции распределения Fn(x)
нормированной суммы n независимых одинаково распределенных случайных вели-
чин с конечным абсолютным моментом порядка k ≥ 3; при этом не делается никаких
других дополнительных предположений. Эти оценки справедливы для всех x и n.
Простыми следствиями полученных результатов являются известные неравномер-
ные оценки.

В. В. Петров [25] нашел явные формулы для любых членов классического асимп-
тотического разложения в центральной предельной теореме. В [26] получены теоре-

204 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2018. Т. 5 (63). Вып. 2



мы об асимптотических разложениях функции распределения нормированной сум-
мы независимых неодинаково распределенных случайных величин, а также произ-
водных любого порядка этой функции распределения. Часть этих результатов отно-
сится к локальным теоремам для плотностей распределения нормированных сумм
таких случайных величин.

Локальные предельные теоремы для плотностей распределения сумм независи-
мых неодинаково распределенных случайных величин с оценками остаточного члена
и асимптотическими разложениями получены В. В. Петровым [27, 28].

Видное место в литературе занимают предельные теоремы для вероятностей
больших уклонений сумм независимых случайных величин. Во многих приложениях
существенное значение имеет информация о вероятностях вида P(Zn ≥ x), где Zn —
нормированная сумма n независимых случайных величин, при x = xn → ∞ (n →
∞). Основополагающим результатом в области предельных теорем для вероятно-
стей больших уклонений является теорема Крамера [29], полученная для последо-
вательности независимых одинаково распределенных случайных величин {Xn} при
условии конечности производящей функции моментов E etX1 в области |t| < H при
некоторомH > 0 (условие Крамера). Эта теорема содержит асимптотические равен-
ства для отношений (1−Fn(x))/(1−Φ(x)) и Fn(−x)/Φ(−x) при x = xn = o(

√
n/ logn)

(n→ ∞), где Fn(x) = P(Sn < xσ
√
n), при условиях EX1 = 0 и DX1 = σ2. Наиболее

простым следствием теоремы Крамера является утверждение о том, что при выпол-
нении условия Крамера каждое из этих отношений стремится к 1 при x = o(n1/6).

В. В. Петров [30] получил обобщение предельной теоремы Крамера для последо-
вательностей независимых неодинаково распределенных случайных величин с заме-
ной условия x = o(

√
n/ logn) оптимальным в данной ситуации условием x = o(

√
n)

и c соответствующим улучшением порядка малости остаточного члена в асимптоти-
ческих разложениях для отношений хвостовых вероятностей. Предельные теоремы
для больших уклонений сумм независимых неодинаково распределенных случайных
величин ранее исследовались Феллером [31], но из результатов Феллера, рассматри-
вавшего лишь последовательности ограниченных неодинаково распределенных слу-
чайных величин, не следует теорема Крамера.

В. Рихтер [32] получил локальные предельные теоремы для больших уклонений
сумм независимых случайных величин при выполнении условия Крамера.

Условие Крамера является довольно жестким; оно означает аналитичность
характеристической функции рассматриваемых случайных величин в некоторой
окрестности нуля, а следовательно, в некоторой полосе, содержащей действитель-
ную прямую. Ю. В. Линник [33, 34] разработал новые методы, позволившие иссле-
довать вероятности больших уклонений сумм независимых случайных величин при
нарушении условия Крамера.

Приведем один из результатов Ю. В. Линника. Пусть {Xn}— последователь-
ность независимых одинаково распределенных случайных величин с нулевым сред-
ним и дисперсией σ2 > 0. Положим Sn = X1 + · · · + Xn, Fn(x) = P(Sn < xσ

√
n).

Пусть ρ(n)— функция, удовлетворяющая условию ρ(n) → ∞ при n → ∞. Если
0 < α ≤ 1/6, то условие

E exp{|X1|
4α

2α+1 } <∞ (3)

достаточно для того, чтобы

1− Fn(x)

1− Φ(x)
→ 1,

Fn(−x)
Φ(−x) → 1 (4)
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равномерно относительно x в области 0 ≤ x ≤ nα/ρ(n), и необходимо для того, чтобы
соотношения (4) имели место равномерно относительно x в области 0 ≤ x ≤ nαρ(n).
Если же 1/6 < α < 1/2, то условия (3) и

γm = 0 (m = 3, . . . , s+ 2) (5)

достаточны для того, чтобы соотношения (4) имели место равномерно относитель-
но x в области 0 ≤ x ≤ nα/ρ(n), и необходимы для того, чтобы эти соотношения
имели место равномерно относительно x в области 0 ≤ x ≤ nαρ(n). Здесь γm — ку-
мулянт порядка m случайной величины X1, а s есть целое неотрицательное число,
определяемое неравенствами s/(2(s+ 2)) < α < (s+ 1)/(2(s+ 3)). Заметим, что при
α = 1/2 условие (3) совпадает с условием Крамера, а при α < 1/2 представляет
собой ослабление условия Крамера.

Ю. В. Линник получил также соответствующие локальные предельные теоремы
для больших уклонений при ослаблении условия Крамера и предельные теоремы
для больших уклонений на всей оси, т. е. теоремы об асимптотическом поведении
вероятностей вида P(Sn ≥ x) для сумм независимых случайных величин, без каких-
либо ограничений на порядок роста x.

Работы Ю. В. Линника по предельным теоремам для больших уклонений сумм
независимых случайных величин получили большой отклик в отечественной и зару-
бежной литературе. В. В. Петров [35] при условиях (3) и α < 1/2 исследовал зоны,
в которых вместо нормальной сходимости (4) имеют место более общие асимпто-
тические соотношения, связанные с отрезками ряда Крамера. Л. В. Осипов [36] на-
шел условия, необходимые и достаточные для того, чтобы соотношения (4) (или
только что упомянутые асимптотические соотношения) выполнялись в области
0 ≤ x ≤ bnα равномерно относительно x, где α < 1/2 и b— положительные по-
стоянные. Предельные теоремы для больших уклонений сумм независимых неоди-
наково распределенных случайных величин, обобщающие теоремы Ю. В. Линника,
получены В. В. Петровым [35]. В [37] найдены асимптотические представления для
вероятностей P(Sn ≥ nx) и P(Sn = nx), равномерные относительно x в области
EX1 + ε ≤ x ≤ A − ε, где Sn есть сумма n независимых случайных величин с
одинаковым нерешетчатым или решетчатым распределением соответственно, удо-
влетворяющим одностороннему аналогу условия Крамера, ε— произвольная поло-
жительная постоянная, для постоянной A указано явное представление. Интересные
дополнения к этим результатам получены Л. В. Розовским (см., например, [38, 39]).

Наряду с предельными теоремами могут быть полезными неравенства для ве-
роятностей больших уклонений сумм Sn независимых случайных величин, справед-
ливые для любого числа слагаемых. В. В. Петров получил следующий результат для
распределений сумм n независимых случайных величин. Пусть существуют поло-
жительные постоянные g1, . . . , gn и T , такие что E etXk ≤ egkt

2/2 (k = 1, . . . , n) для
0 ≤ t ≤ T . Положим Gn =

∑n
k=1 gk. Тогда справедливы неравенства

P(Sn ≥ x) ≤ exp{−x2/(2Gn)}, если 0 ≤ x ≤ GnT,

P(Sn ≥ x) ≤ exp{−Tx/2}, если x ≥ GnT.

Имеет место левосторонний аналог этого утверждения и следствие этих утвержде-
ний, в котором условие на производящую функцию моментов предполагается выпол-
ненным в области |t| ≤ T . Совокупность сформулированных условий влечет за собой
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выполнение условия Крамера. Полученный результат сильнее, чем более сложно
формулируемые неравенства С. Н. Бернштейна, и доказывается гораздо проще.

Книги И. А. Ибрагимова и Ю. В. Линника [40] и В. В. Петрова [41, 42] cодержат
результаты авторов и другие материалы, связанные с предельными теоремами для
сумм независимых случайных величин.

3. Закон больших чисел. Большое место в современных исследованиях зани-
мают работы по сильным предельным теоремам теории вероятностей, включающие
различные формы усиленного закона больших чисел и закона повторного логариф-
ма для последовательностей независимых случайных величин, а также при замене
условия независимости каким-либо условием зависимости или при снятии условия
независимости.

Для последовательности независимых неодинаково распределенных случайных
величин А. И. Мартикайнен [43] нашел необходимые и достаточные условия приме-
нимости усиленного закона больших чисел с произвольной (не обязательно монотон-
ной) последовательностью нормирующих постоянных. Если {Xn}— последователь-
ность независимых случайных величин и {an}— последовательность положитель-
ных чисел, такая что lim inf an+1/an > 1, то Sn/an → 0 п. н. тогда и только тогда,
когда

∑
P(|Xn| ≥ εan) <∞ для любого ε > 0, как показал Л. В. Розовский [44].

Представляют интерес оценки роста сумм случайных величин почти наверное
в терминах суммы моментов этих величин. Для формулировки результатов это-
го типа, полученных В. В. Петровым [45], потребуются некоторые дополнительные
обозначения. Множество функций ψ(x), таких что каждая ψ(x) положительна и
не убывает в области x > x0 при некотором x0 (не обязательно одном и том же
для различных функций ψ) и ряд

∑ 1
nψ(n) сходится (расходится), будет обозна-

чаться Ψc (соответственно Ψd). Например, ψ(x) = xα ∈ Ψc для любого α > 0,
ψ(x) = (log x)1+δ ∈ Ψc для любого δ > 0, ψ(x) = log x ∈ Ψd.

Пусть g(x)— четная непрерывная функция, положительная и строго возраста-
ющая в области x > 0, причем g(x) → ∞ при x → ∞, {Xn}— последовательность
независимых случайных величин, такая что E g(Xn) <∞ при всех n. Предположим,
что выполнено какое-нибудь из следующих двух условий:

(A) функция x/g(x) не убывает в области x > 0,

(B) x/g(x) и g(x)/x2 не возрастают в области x > 0.

В случае (B) дополнительно предполагается, что EXn = 0 для всех n.

Пусть далее, Mn =
n∑
k=1

E g(Xk) → ∞ при n→ ∞. Тогда

Sn = o
(
g−1(Mn ψ(Mn))

)
п. н. (6)

для любой функции ψ ∈ Ψc, где g−1 обозначает функцию, обратную к g.
Если вместо ψ ∈ Ψc взять медленнее растущую функцию ψ ∈ Ψd, то, как

показано в [45], сделанное утверждение может не выполняться.
Формулировки сильно упрощаются, если положить g(x) = |x|p, где 0 < p ≤ 2.

В частности, для p = 2 получаем следующее утверждение.
Пусть {Xn}— последовательность независимых случайных величин с конечны-

ми дисперсиями. Положим Bn = DSn. Если Bn → ∞ при n → ∞, то Sn − ESn =
o(
√
Bn ψ(Bn)) п. н. для любой ψ ∈ Ψc. Это утверждение может не выполняться для

медленнее растущей функции ψ ∈ Ψd.

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2018. Т. 5 (63). Вып. 2 207



Отсюда следует, что для суммы Sn независимых случайных величин с конеч-
ными дисперсиями и неограниченно возрастающей дисперсией суммы Bn = DSn
справедливы следующие оценки порядка роста, каждая из которых сильнее преды-
дущей: при любом ε > 0 имеем

Sn −ESn = o
(
B1/2+ε
n

)
п. н.,

Sn −ESn = o
(
B1/2
n (logBn)

1/2+ε
)

п. н.,

Sn −ESn = o
(
B1/2
n (logBn)

1/2(log logBn)
1/2+ε

)
п. н.

и т. д. В этих оценках нельзя заменить ε нулем, не вводя дополнительных условий.
В работе В. А. Егорова [46] содержатся обобщения этих результатов.
Как показано в [47], при полном отказе от предположения о независимости рас-

сматриваемых случайных величин и при условии конечности абсолютных моментов
порядка p ≤ 1 этих величин написанные оценки верны при замене Sn − ESn на Sn
и Bn на Mn =

∑n
k=1 E |Xk|p. В [48] показано, что, кроме того, при этом условии

можно дополнительно заменить сумму Sn суммой Tn =
∑n

k=1 |Xk|.
В терминах классов Ψc и Ψd можно описать поведение lim inf b(n)Sn, где b(n)

есть заданная функция и Sn — сумма n независимых случайных величин. В [42,
раздел 6.6], можно найти следующие результаты, представляющие собой обобщение
и усиление некоторых результатов Чжуна и Эрдёша. Пусть {Xn}— последователь-
ность независимых одинаково распределенных случайных величин c характеристи-
ческой функцией f(t), удовлетворяющей условию lim sup |f(t)| < 1 при |t| → ∞.
Тогда lim

√
nψ(n) |Sn| = ∞ п. н. для любой функции ψ ∈ Ψc, а при дополнитель-

ных условиях EX1 = 0 и DX1 < ∞ имеем lim inf
√
nψ(n) |Sn| = 0 п. н. для любой

функции ψ ∈ Ψd.
Как заметил А. А. Марков, из неравенства Чебышёва непосредственно вытекает

следующее предложение: если {Xn}— произвольная последовательность случайных
величин с конечными дисперсиями и выполнено условие DSn/n

2 → 0 при n→ ∞, то
(Sn −ESn)/n→ 0 по вероятности. В [49] показано, что некоторое усиление условия
Маркова приводит к усиленному закону больших чисел. Именно, если {Xn}— по-
следовательность неотрицательных случайных величин с конечными дисперсиями,
удовлетворяющая условиям

DSn = O(n2/ψ(n)) для некоторой функции ψ ∈ Ψc (7)

и условию E (Sn − Sm) ≤ C(n − m) для всех достаточно больших n − m, где C —
постоянная, то (Sn−ESn)/n→ 0 п. н. В этом предложении нельзя заменить условие
(7) более слабым условием DSn = O(n2/ψ(n)) для некоторой функции ψ ∈ Ψd.

В. В. Петров [50] доказал следующую теорему, в которой отсутствуют условия
независимости и неотрицательности исходных случайных величин. Если EXn = 0,
E |Xn|p < ∞ для всех n и некоторого p > 1 и выполнено условие E |Sn − Sm|p ≤
C(n −m)pr−1 для всех n,m, таких что n > m ≥ 0, где r ≥ 1 и C — постоянная, то
Sn/n

r → 0 п. н. Отсюда следует, что для последовательности случайных величин
с конечными дисперсиями условие D (Sn−Sm) ≤ C(n−m)2r−1 для всех n,m, таких
что n > m, где r ≥ 1, влечет за собой соотношение (Sn −ESn)/n

r → 0 п. н.

4. Закон повторного логарифма. Наиболее известными результатами сре-
ди теорем о законе повторного логарифма являются теоремы Колмогорова и
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Хартмана—Винтнера, относящиеся к последовательностям независимых неодинако-
во распределенных и одинаково распределенных случайных величин соответствен-
но. Формулировки этих теорем и ряда их обобщений можно найти, например, в [41].

Применимость центральной предельной теоремы к последовательности незави-
симых случайных величин с конечными дисперсиями не влечет за собой приме-
нимость закона повторного логарифма, однако довольно слабая оценка скорости
сходимости в центральной предельной теореме уже обеспечивает эту применимость,
как показывает следующая теорема В. В. Петрова [51].

Пусть {Xn}— последовательность независимых случайных величин, такая что
EXn = 0, DXn <∞ для всех n. Положим

Sn =

n∑

k=1

Xk, Bn =

n∑

k=1

DXk, Rn = sup
x

|P(Sn < x
√
Bn)− Φ(x)|,

где Φ(x)— стандартная нормальная функция распределения. Если выполнены усло-
вия Bn → ∞ (n→ ∞),

Bn+1/Bn → 1, (8)

Rn = O((logBn)
−1−δ) для некоторого δ > 0, (9)

то имеет место соотношение

lim sup Sn/(2Bn log logBn)
1/2 = 1 п. н. (10)

В. А. Егоров [52, 53] показал, что в условиях этой теоремы нельзя заменить
положительное число δ нулем.

Как показано в [54], если в сформулированной теореме опустить условие (8),
имеет место соотношение (10) с заменой знака равенства знаком ≤. Имеются публи-
кации, в которых соотношения типа (10) получены для произвольной неубывающей
числовой последовательности {Bn} и последовательноcти {Xn} независимых слу-
чайных величин без предположений о существовании каких-либо моментов у этих
величин.

А. И. Мартикайнен, А. Розальский и В. Пруитт независимо друг от друга и по-
чти одновременно опубликовали следующий результат: если для последовательно-
сти независимых одинаково распределенных случайных величин {Xn} справедливо
равенство lim sup Sn/(2n log logn)

1/2 = 1 п. н., то EX1 = 0 и DX1 = 1 (cсылки
можно найти в [42]).

Многие работы посвящены обобщенному закону повторного логарифма для
последовательностей случайных величин без предположений о независимости
и существовании каких-либо моментов у рассматриваемых случайных величин.
В этих работах исследованы условия, при которых справедливы соотношения
lim supSn/an ≤ 1 п. н. или lim supSn/an = 1 п. н., где {an}— последовательность
положительных чисел, an → ∞ (n→ ∞); при этом не всегда предполагается неубы-
вание нормирующей числовой последовательности. С такого рода нормирующими
последовательностями приходится сталкиваться при исследовании закона повтор-
ного логарифма для последовательностей m-зависимых или m-ортогональных слу-
чайных величин. Существует обширная литература по предельным теоремам для
последовательностей m-зависимых случайных величин и для последовательностей
ортогональных случайных величин. Понятие последовательностиm-ортогональных
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случайных величин было введено в [55]; там же и в [56] получены теоремы о законе
повторного логарифма для этих последовательностей.

Для последовательности независимых случайных величин А. И. Мартикайнен и
В. В. Петров нашли условия, необходимые и достаточные для применимости обоб-
щенного закона повторного логарифма с неубывающей нормирующей числовой по-
следовательностью (см., например, [42, раздел 7.3]). Более просто формулируемые
достаточные условия без предположения о независимости можно найти в [56].

Много внимания в литературе по предельным теоремам теории вероятностей
уделено сильным предельным теоремам для приращений сумм независимых случай-
ных величин. В этой области одним из предметов исследования являются условия,
при которых имеют место равенства типа lim supUn/bn = lim supWn/bn = 1 п. н.,
где

Un = max
0≤k≤n−an

(Sk+an − Sk),

Wn = max
0≤k≤n−an

max
1≤j≤an

(Sk+j − Sk), Sn =

n∑

k=1

Xk,

{Xn} — последовательность независимых одинаково распределенных случайных ве-
личин, {an}— последовательность целых положительных чисел, an ≤ n. При an = n
имеем Un = Sn, Wn = max

1≤k≤n
Sk. В цикле работ А. Н. Фролова (см. [57, 58] и указан-

ную там литературу) исследована зависимость асимптотического поведения Un и
Wn от скорости роста последовательности {an}. В частности, получены обобщения
теорем Эрдёша—Реньи и Чёргё—Ревеса.

5. Аппроксимация распределений сумм независимых слагаемых. В
начале 1960-х годов И. А. Ибрагимов заинтересовался двумя задачами о точности
безгранично делимой аппроксимации распределений сумм независимых случайных
величин, поставленными в середине 1950-х годов А. Н. Колмогоровым [59]. В моно-
графии И. А. Ибрагимова и Ю. В. Линника [40] этой тематике посвящена отдельная
глава. В совместной статье И. А. Ибрагимова и Э. Л. Пресмана [60] был получен ряд
результатов. В частности, была доказана оптимальная (с точностью до логарифма)
оценка близости n-кратных сверток Fn симметричных одномерных вероятностных
распределений F с сопровождающими безгранично делимыми законами e(nF ) вида

ρ(Fn, e(nF )) ≤ c n−1/2(log n+ 1). (11)

Здесь ρ( · , · )— классическое равномерное расстояние Колмогорова между соответ-
ствующими функциями распределения, а e(nF )— безгранично делимое распределе-

ние с характеристической функцией exp{n(F̂ (t) − 1)}, t ∈ R, где F̂ (t) — характери-
стическая функция вероятностного распределения F . Символами c и c( · ) (иногда
с индексами) здесь и далее мы обозначаем, вообще говоря, различные положитель-
ные абсолютные постоянные и величины, зависящие только от аргумента в скобках.
Функция концентрации случайной величины Y с распределением F = L(Y ) опреде-
ляется с помощью равенства

Q(F, τ) = sup
x∈R

P(Y ∈ [x, x+ τ ]), τ ≥ 0.

Указанная тематика была интересна и важна тем, что исследовался случай про-
извольных распределений слагаемых, без стандартных предположений моментного
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характера. Руководствуясь этим, И. А. Ибрагимов стал предлагать задачи Колмо-
горова своим ученикам. В результате обе задачи были решены его учениками, вы-
пускниками Ленинградского университета Т. Араком и А. Ю. Зайцевым. В 1986 году
в Трудах МИАН была опубликована совместная монография Арака и Зайцева [61],
содержащая изложение этих результатов.

Т. Арак получил в начале 1980-х годов полное решение первой задачи Колмо-
горова, доказав в работе [62] следующий замечательный результат: Существует
абсолютная константа c, такая что для любого одномерного распределения веро-
ятностей F и для любого натурального числа n существует безгранично делимое
распределение Dn, такое что

ρ(Fn, Dn) ≤ c n−2/3. (12)

Тем самым,
ϕ(n) = sup

F
ρ(Fn,D) ≤ c n−2/3, (13)

где D— совокупность всех одномерных безгранично делимых распределений. Арак
[63] установил также, что имеет место аналогичная оценка снизу:

ϕ(n) ≥ c n−2/3. (14)

В 1986 году эти результаты докладывались Т. Араком в приглашенном докладе на
Международном математическом конгрессе в Беркли.

Многомерный аналог неравенства (13) пока не получен. Э. Л. Пресман [64] по-
лучил в d-мерной ситуации оценку вида

ϕd(n) = sup
F

ρd(F
n,Dd) ≤ c(d)n−1/3. (15)

Здесь ρd( · , · )— равномерное расстояние между соответствующими d-мерными
функциями распределения, Dd — совокупность всех d-мерных безгранично делимых
распределений.

Несколько ранее Арак [65] показал, что если F — симметричное одномерное рас-
пределение с нетрицательной при всех t ∈ R характеристической функцией, то

ρ(Fn, e(nF )) ≤ c n−1. (16)

Тем самым, для конкретных распределений F скорость убывания величины ρ(Fn,D)
может быть значительно выше, чем O(n−2/3). В середине 1990-х годов А. Ю. Зай-
цев [66] сформулировал гипотезу о том, что для любого одномерного распределе-
ния F существует зависящая от F величина c(F ), такая что ρ(Fn,D) ≤ c(F )n−1

для любого натурального n. Ранее Э. Л. Пресман [67] показал, что это верно для би-
номиального распределения, когда распределение F сосредоточено в двух точках.
Для некоторых распределений гипотеза была подтверждена в работах Чяканави-
чюса [68, 69] и Чяканавичюса и Вана [70]. В частности, в работе [69] показано, что
гипотеза верна для дискретных распределений, сосредоточенных в конечном числе
точек.

Для решения упомянутых выше задач Арак использовал новые оценки для
функций концентрации сумм независимых случайных величин. Эти оценки бы-
ли сформулированы в терминах арифметической структуры носителей распреде-
лений слагаемых. Было показано, что если функция концентрации суммы велика,
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то носители распределений слагаемых сосредоточены вблизи некоторого множества
с нетривиальной арифметической структурой.

В недавно опубликованной работе Ф. Гётце, Ю. С. Елисеевой и А. Ю. Зайцева
[71] показано, что результаты Арака позволяют получить оценки функций концен-
трации взвешенных сумм независимых одинаково распределенных случайных ве-
личин Sa =

∑n
k=1 akXk в проблеме Литтлвуда—Оффорда, впервые рассмотренной

в работах [72] и [73]. В этом случае мы имеем дело с суммами неодинаково рас-
пределенных случайных величин с распределениями специального вида. Получены
оценки, имеющие неасимптотический характер, справедливые без дополнительных
предположений, выраженных в терминах количества слагаемых n, типа условия
Q(L(Sa), τ) ≥ n−A, предполагаемого в формулировке введенного в работах Нгуена,
Тао и Ву [74–78] так называемого «обратного принципа» в проблеме Литтлвуда—
Оффорда. Исследована взаимосвязь этих оценок. В работе [71] показано, что из
результатов Арака вытекают следствия, которые можно интерпретировать как про-
явления обратного принципа для проблемы Литтлвуда—Оффорда. Часть из них
имеет непустое пересечение с результатами Нгуена, Тао и Ву, в которых обсуждается
арифметическая структура коэффициентов a1, . . . , an при условии Q(Fa, τ) ≥ n−A,
где A— некоторая положительная константа.

Кроме того, в монографии [61] содержатся некоторые структурные результаты,
из которых вытекают утверждения, являющиеся, по-видимому, новыми в проблеме
Литтлвуда—Оффорда и не имеющие аналогов в литературе.

Другой ученик И. А. Ибрагимова, А. Ю. Зайцев, в начале своей научной дея-
тельности занимался решением второй задачи, поставленной в работе А. Н. Колмо-
горова [59]. Ему удалось получить правильную по порядку оценку точности безгра-
нично делимой аппроксимации распределений сумм независимых случайных вели-
чин, распределения которых сосредоточены на отрезке малой длины τ с точностью
до малой вероятности p. Оказалось, что точность аппроксимации в метрике Леви
имеет порядок p+τ log(1/τ), что значительно точнее как первоначального результата
А. Н. Колмогорова p1/5+τ1/2 log(1/τ) (см. [59]), так и полученных позднее результа-
тов других авторов (см., например, [60]). В качестве приближающих использовались
так называемые сопровождающие безгранично делимые распределения. Более то-
го, как показал Т. Арак, оценка оказалась правильной по порядку. Изложение этих
результатов можно найти в работе [79] и в монографии [61]. Позднее в работе [80]
было показано, что аналогичная оценка справедлива и в многомерном случае, при-
чем вместо абсолютной константы в оценке появляется множитель c(d), зависящий
только от размерности d. В процессе доказательства было установлено, что при p = 0
(то есть когда нормы слагаемых ограничены постоянной τ с вероятностью единица)
для любого фиксированного λ > 0 случайный векторX , имеющий то же распределе-
ние, как рассматриваемая сумма, может быть так построен на одном вероятностном
пространстве с соответствующим гауссовским вектором Y , что

P(‖X − Y ‖ > λ) ≤ c1 d
2 exp

{
− λ/c2 d

2τ
}

(17)

(см. [81, 82]). Более того, А. Ю. Зайцев [82] доказал, что такой же результат справед-
лив для векторов с распределениями из введенного им класса Ad(τ) распределений
с достаточно медленно растущими семиинвариантами.

Класс Ad(τ) (с фиксированным τ ≥ 0) состоит из d-мерных распределений F ,
для которых функция

212 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2018. Т. 5 (63). Вып. 2



g(z) = g(F, z) = log

∫

Rd

e〈z,x〉F{dx} (g(0) = 0) (18)

определена и аналитична при ‖z‖ τ < 1, z ∈ Cd, и

∣∣dud2v g(z)
∣∣ ≤ ‖u‖ τ

〈
D v, v

〉
(19)

для всех u, v ∈ Rd и ‖z‖ τ < 1, где D = covF , а du g— производная функции g
в направлении u.

Класс Ad(τ) замкнут относительно свертки и содержит, в частности, всевоз-
можные свертки распределений, сосредоточенных на шаре радиуса c τ с центром
в нуле. Он содержит также произвольные безгранично делимые распределения со
спектральными мерами, сосредоточенными на том же шаре. Применяя к случайному
вектору с распределением из класса Ad(τ) линейный оператор A : Rd → Rm, мы по-
лучаем вектор с распределением из класса Am (‖A‖ τ). Если у некоторого d-мерного
случайного вектора ξ конечны экспоненциальные моменты E e〈h,ξ〉 < ∞ при всех
h ∈ V , где V ⊂ Rd — некоторая окрестность нуля, то F = L(ξ) ∈ Ad(c(F )).

Из неравенства (17) вытекают некоторые известные результаты о вероятностях
больших уклонений. В предположении, что независимые одинаково распределенные
случайные величиныX1, X2, . . . с конечными экспоненциальными моментами имеют
нулевые математические ожидания и единичные дисперсии, из (17) легко выводится,
что

P(n−1/2 (X1 + · · ·+Xn) > x)

P(η > x)
→ 1 при n→ ∞, (20)

если 0 < x = xn = o
(
n1/6

)
(см. (4)). Здесь η— стандартная нормальная случайная

величина. Тем самым, само неравенство (17) можно интерпретировать как простую
формулировку многомерного аналога соотношения (9).

Другой важный частный случай оценки точности безгранично делимой аппрок-
симации получается при τ = 0, когда правая часть оценки равномерного расстояния
между функциями распределения ρd( · , · ) имеет вид c(d) p (см. [80, 83]). В работе
[84] этот результат интерпретируется как общая оценка точности аппроксимации
выборки, составленной из неодинаково распределенных редких событий общего ви-
да, пуассоновским точечным процессом. Для любой измеримой функции f : X → Rd

справедливо неравенство

ρd

(
L
(∑

j

f(Xj)
)
,L
(∑

k

f(Yk)
))

≤ c(d) p.

Здесь X — пространство редких событий, Xj — независимые редкие события, про-
исходящие с вероятностями, не превосходящими p, а Yk — точки соответствующего
пуассоновского точечного процесса.

Некоторые оптимальные оценки получены в других работах для равномерного
расстояния ρ( · , · ) в общем случае. В частности, в работах [85, 86] удалось усилить
результаты работ [60, 87] и получить простые одномерные формулировки результа-
тов, из которых одновременно вытекают как правильные по порядку оценки точно-
сти безгранично делимой аппроксимации сверток сопровождающими законами, так
и весьма общие оценки в центральной предельной теореме. Поскольку «хвосты» рас-
пределений слагаемых произвольны, результаты охватывают и активно изучаемый
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в последнее время случай «тяжелых хвостов» распределений слагаемых. В рабо-
те [88] уточняется результат Ле Кама [87] об аппроксимации сверток одномерных
вероятностных распределений Fj свертками безгранично делимых распределений
e(Fj).

При доказательстве этих результатов А. Ю. Зайцев использовал методы, при-
менявшиеся Араком при доказательстве неравенства (2). Ему удалось видоизме-
нить эти методы, приспособив их к многомерному случаю (см. [89–91]). В част-
ности, в работе [90] получен многомерный аналог неравенства (2). Аналогичными
методами был получен также следующий парадоксальный результат (см. [92–94]).
Существует такая зависящая только от размерности d величина c(d), что для лю-
бого симметричного распределения F и любого натурального n равномерное рас-
стояние между степенями в смысле свертки Fn допускает оценки ρd(F

n, Fn+1) ≤
c(d)n−1/2 и ρd(F

n, Fn+2) ≤ c(d)n−1, причем обе оценки имеют неулучшаемый по-
рядок. В работе [93] удалось также убрать логарифмический множитель в неравен-
стве (1).

Методы Арака использовал в своих исследованиях по безгранично делимой ап-
проксимации сверток одномерных вероятностных распределений В. Чяканавичюс.
Недавно была опубликована его монография [95], содержащая изложение результа-
тов и методов.

В работе [96] А. Ю. Зайцеву удалось также дать отрицательный ответ на вопрос
А. Н. Колмогорова и Ю. В. Прохорова о возможности безгранично делимой аппрок-
симации распределений сумм независимых одинаково распределенных случайных
величин в смысле расстояния по вариации. Было построено такое одномерное ве-
роятностное распределение, все n-кратные свертки которого равномерно отделены
от множества безгранично делимых законов в смысле расстояния по вариации не
менее чем на расстояние 1/14.

Точность сильной гауссовской аппроксимации для сумм независимых случай-
ных векторов обычно оценивается в двух различных, но тесно связанных ситуациях.
Оценивание точности сильной аппроксимации в принципе инвариантности может
быть сведено к этим задачам.

Одна из них формулируется следующим образом. Требуется построить на одном
вероятностном пространстве независимые случайные векторы X1, . . . , Xn (с задан-

ными, вообще говоря, неодинаковыми распределениями, EXj = 0 и E ‖Xj‖2 < ∞)
и независимые гауссовские случайные векторы Y1, . . . , Yn таким образом, чтобы
EYj = 0, covYj = covXj , j = 1, . . . , n, и чтобы величина

∆n(X,Y ) = max
16s6n

∥∥∥
s∑

j=1

Xj −
s∑

j=1

Yj

∥∥∥ (21)

была бы по возможности мала с достаточно большой вероятностью.

В рамках второй задачи требуется построить на одном вероятностном простран-
стве последовательность независимых одинаково распределенных случайных векто-
ров X1, X2, . . . (с заданным распределением L(X) с нулевым средним и E ‖X‖2 <
∞) и последовательность независимых гауссовских случайных векторов Y1, Y2, . . .
таким образом, чтобы

L(Xj) = L(X), EYj = 0, covYj = covX, j = 1, 2, . . . , (22)
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и чтобы
∥∥∥

n∑

j=1

Xj −
n∑

j=1

Yj

∥∥∥ = O(f(n)) или o(f(n)) п. н.

при n→ ∞ для последовательности f(n), стремящейся к бесконечности как можно
медленнее.

Наиболее существенным результатом, полученным А. Ю. Зайцевым в 1990-е го-
ды, является многомерный вариант классического одномерного результата Комло-
ша, Майора и Тушнади [97] об оценке точности сильной гауссовской аппроксимации
сумм независимых одинаково распределенных случайных величин при существо-
вании экспоненциальных моментов у слагаемых. По аналогии с одномерным ре-
зультатом А. И. Саханенко [98], результат работы [99] формулируется в виде оценки
экспоненциального момента величины ∆n(X,Y ). При этом в явном виде указана
зависимость постоянных от размерности и распределений слагаемых (см. [98–100]).
Эта зависимость сформулирована в терминах принадлежности распределений сла-
гаемых упомянутому выше классу Ad(τ). В работе [99] удалось избавиться от излиш-
него логарифмического множителя в результате Айнмаля [100]. Для второй задачи
это соответствует оценке порядка O(log n) (вместо O(log2 n)) для векторов с ко-
нечными экспоненциальными моментами, в одномерном случае полученной в ра-
боте [97]. Несколько позднее в работе [101] удалось перенести результат на случай
разнораспределенных слагаемых и получить полный многомерный аналог одномер-
ного результата А. И. Саханенко [98], обобщившего и уточнившего результаты [97].
В 2002 году эти результаты докладывались А. Ю. Зайцевым в приглашенном докла-
де на Международном математическом конгрессе в Пекине [102].

В конце прошлого десятилетия в работах [103–105] изучались оценки точности
сильной гауссовской аппроксимации сумм независимых d-мерных случайных век-
торов Xj с конечными моментами вида EH(‖Xj‖), где H — монотонная функция,
растущая не медленнее, чем x2, и не быстрее, чем exp(cx). Получены многомерные
обобщения результатов Комлоша, Майора и Тушнади [97] и А. И. Саханенко [106].
В частности, для второй задачи в работе [105] получена оценка вида O(H−1(n)), где
H−1 — обратная функция для функции H . Это уточняет многомерный результат
Айнмаля [100], доказавшего то же утверждение для более узкого класса функций H .

При рассмотрении первой задачи в частном случае, когда H(x) = xγ , γ > 2,
в совместных работах Ф. Гётце и А. Ю. Зайцева [107] и [108] получены оценки, ока-
завшиеся оптимальными по порядку для одинаково распределенных слагаемых.
В случае, когда X1, . . . , Xn — d-мерные независимые случайные векторы, одинаково
распределенные со случайным вектором X со стандартным единичным ковариаци-
онным оператором covX = Id, в работе [108] было показано, что существует такое
построение, при котором выполняется неравенство

E
(
∆n(X,Y )

)γ ≤ c(γ)AnE ‖X‖γ при всех n = 1, 2, . . . , (23)

где

A = A(γ, d) = max
{
d11γ , dγ(γ+2)/4 (log d+ 1)γ(γ+1)/2

}
. (24)

Это утверждение представляет собой многомерный вариант результата
А. И. Саханенко [106] для частного случая одинаково распределенных слагаемых.
В общем случае А. И. Саханенко [106] доказал, что при d = 1 для первой задачи
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существует такое построение, что

E
(
∆n(X,Y )

)γ ≤ c γ2γ
n∑

j=1

E ‖Xj‖γ . (25)

В работе [107] было установлено, что в многомерном случае справедливо аналогич-
ное утверждение и для неодинаково распределенных слагаемых, но при дополни-
тельных условиях невырожденности ковариационных операторов частичных сумм
и регулярности частичных сумм моментов порядка γ норм слагаемых. С помощью
результатов [107] в работах [109] и [110] рассмотрен и бесконечномерный случай.

На основе перечисленных выше результатов о сильной гауссовской аппроксима-
ции в журнале «Успехи математических наук» был опубликован обзор [111].

В работе А. Ю. Зайцева [112] для любого ε > 0 построены такие двумерные
распределения, что расстояние по вариации между их проекциями на произволь-
ное одномерное направление не превосходит ε, хотя равномерное расстояние между
соответствующими двумерными функциями распределения равно 1/2. Это свиде-
тельствует о неустойчивости обращения преобразования Радона многомерных веро-
ятностных распределений. Существуют распределения, практически неразличимые
методами томографии и в то же время далекие друг от друга.

В предположении, что независимые одинаково распределенные d-мерные слу-
чайные слагаемые X,X1, X2, . . . имеют нулевые математические ожидания и конеч-
ные моменты четвертого порядка, в работах [113, 114] было показано, что для мно-
жеств, ограниченных поверхностями второго порядка, точность аппроксимации ко-
роткими асимптотическими разложениями в центральной предельной теореме имеет
порядок O(1/n), где n— число слагаемых, при условии, что размерность простран-
ства не ниже пяти. Ранее аналогичные утверждения были получены в совместной
работе Ф. Гётце и В. Бенткуса [115] при условии, что размерность пространства не
ниже девяти. В работе [114] девять заменено на пять, причем дальнейшее пони-
жение размерности невозможно. Оценки равномерны относительно изометричных
операторов, участвующих в определении поверхностей. В работе [114] получены яв-
ные простые выражения для степенной зависимости соответствующих констант от
моментов четвертого порядка и от собственных чисел ковариационного оператора
конечномерных слагаемых. Доказано, в частности, что при 5 ≤ d < ∞ имеет место
соотношение

sup
x∈R

∣∣P(n−1/2 ‖X1 + · · ·+Xn‖ < x)−P(‖η‖ < x)
∣∣ ≤

≤ c(d)σd (detC)−1/2 E ‖C−1/2X‖4/n.

Здесь C — ковариационный оператор случайного вектора X , σ2 = E ‖X‖2, а η—
центрированный гауссовский вектор с ковариационным оператором C. Заметим, что
результаты работы [113] не перекрываются результатами работы [114]. Величина
σd (detC)−1/2 при σ2 = 1 заменяется в [113] величиной, зависящей только от пяти
максимальных собственных чисел оператора C.

В последние годы опубликовано несколько работ А. Ю. Зайцева об оценивании
функций концентрации распределений сумм независимых случайных величин. Кро-
ме уже упоминавшейся работы [71] в недавних работах [116], [117] и [118] были уточ-
нены неравенства для оценки функций концентрации взвешенных сумм независи-
мых одинаково распределенных случайных величин Sa =

∑n
k=1 akXk в проблеме
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Литтлвуда—Оффорда из работ [119–121] и [122]. Эти результаты отражают зависи-
мость оценок от арифметической структуры весовых коэффициентов ak и от общего
распределения случайных величин Xk.

Эссеен [123] показал, что Q(Fn, λ) = o(n−1/2) при фиксированном λ > 0 тогда
и только тогда, когда EY 2 = ∞ и F = L(Y ). В работах [124] и [125] были получены
количественные уточнения этого результата.

В работе [126] исследован вопрос о связи скорости убывания Q(Fn, λ) с предпо-
ложениями о существовании конечных моментов Eψ(Y ) у функций ψ(Y ). Показано,
что никакие условия бесконечности моментов не могут обеспечить существенно бо-
лее быстрого, чем o(n−1/2), убывания функций концентрации Q(Fn, λ).

6. Об одном классе предельных распределений для нормированных

сумм независимых случайных величин. Пусть ξ1, ξ2, . . .— последовательность
взаимно независимых случайных величин, и

Sn =
1

Bn

n∑

i=1

ξi −An, n = 1, 2, . . .

— последовательность нормированных сумм, имеющая при надлежащем выборе нор-
мирующих констант Bn (Bn → ∞) собственное предельное распределение. В сере-
дине 1950-х годов Б. В. Гнеденко [127] поставил проблему охарактеризовать класс
предельных распределений таких сумм, когда среди законов распределения случай-
ных величин ξn не более r различных. Этот класс обозначим Pr.

Эта проблема вызвала с самого начала живой интерес, причем была выска-
зана гипотеза о том, что класс Pr должен совпадать с композицией устойчивых
распределений, чему способствовали некоторые факты, как, например, описания P1

и P2, полученные В. М. Золотаревым и В. С. Королюком [128]. Однако в дальней-
шем исследования показали, что гипотеза о характере Pr должна быть существенно
уточнена.

Соответствующие результаты содержатся в работах А. А. Зингера [129, 130]
в трех сформулированных там теоремах, которые позволяют описать законы, при-
надлежащие Pr, с помощью характера спектральных мер в их представлении Леви—
Хинчина. При этом в теореме 3 приводится условие, при выполнении которого реа-
лизуется гипотеза Б. В. Гнеденко. Как явствует из формулировки теоремы 1, зако-
ны класса Pr представляют собой частный случай законов более общей природы,
изученных впервые Ю. В. Линником [131] в связи с исследованием законов, допус-
кающих одинаково распределенные линейные статистики в повторных выборках.

7. Предельные теоремы почти наверное. Предельная теорема почти навер-
ное (ПТПН) — это утверждение о слабой сходимости с вероятностью единица (почти
наверное) эмпирических мер, порожденных последовательностью случайных вели-
чин. Этот тип сходимости был независимо открыт Шатте и Брозамлером в 1988 г.
и вызвал большой интерес (см., например, обзор [132]). Здесь мы описываем только
результаты, полученные в Петербурге, где над этой темой работали И. А. Ибраги-
мов, М. А. Лифшиц, Е. С. Станкевич [133–138].

Начнем с достаточного условия для ПТПН для сумм независимых неодинаково
распределенных случайных векторов [135].

Пусть {ξj}— последовательность независимых случайных векторов, принимаю-
щих значения в сепарабельном нормированном пространстве (X , ‖ · ‖). Рассмотрим
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нормированные суммы

ζk =
1

Bk

k∑

j=1

ξj −Ak, Bk > 0, Ak ∈ X , k ≥ 1,

и предположим, что они удовлетворяют предельной теореме

ζk ⇒ G, k → ∞, (26)

с некоторым предельным законом распределения G в X .
Определим эмпирические меры

Qn =
1

γn

n∑

k=1

bk δζk , (27)

где {bk}— положительная ограниченная последовательность, удовлетворяющая
условию

bk ≤ log(Bk/Bk−1), k ≥ 2,

и γn =
∑n
k=1 bk. Для u ≥ 1 и функции H : [1,∞) → (0,∞] положим

MH(u) = sup
n: u<γn<H(u)

P
{
log ‖ζn‖ > u

}
.

Тогда верна следующая теорема о сходимости почти наверное.

Теорема 7.1. Предположим, что Bn ր ∞ и верно (26). Если существует
такая функция H, что

∫ ∞

1

du

H(u)
<∞ и

∫ ∞

1

MH(u) du

u
<∞,

то P{Qn ⇒ G} = 1.

Результат остается верным для любой последовательности случайных векторов
ζk, допускающих представление

ζk =
Bℓ
Bk

πk,ℓ (ζℓ) + ηk,ℓ

при всех ℓ ≤ k, где ζℓ и ηk,ℓ независимы, а семейство линейных операторов {πk,ℓ :
X 7→ X} равномерно ограничено. В такой форме он может применяться, например,
к выборочным траекториям процессов частных сумм, возникающих в классическом
принципе инвариантности.

Необходимо отметить, что в дальнейшем такой тип результатов получил раз-
витие в работе Беркеша и Чаки [139], рассмотревших нелинейные функционалы от
последовательностей независимых величин.

Далее в [135] исследована тонкая разница между центральной предельной тео-
ремой (ЦПТ) и ее аналогом почти наверное (ЦПТПН). Беркеш и Делинг [140] уста-
новили эквивалентность ЦПТ и ЦПТПН в предположении

sup
n

E
(
log+ log+ |ζn|

)1+h
<∞

с произвольно малым h > 0. Следующий результат показывает, что параметр h
в этом утверждении не может быть исключен.
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Теорема 7.2. Пусть a > 1, α ∈ (12 ,
a
2 ) и ξj = Yj +Xj, где {Yj , Xj} независимы

в совокупности, величины Yj — стандартные нормальные, и Xj = 0 для всех j за
исключением последовательности nm = [exp{am}]. Пусть Xnm

= ±Um с равными
вероятностями 1

2m и амплитудой Um = nαm; положим Xnm
= 0 с оставшейся

вероятностью 1− 1
m .

Тогда нормированные суммы

ζn =
1√
n

n∑

j=1

ξj

удовлетворяют условию

sup
n

E log+ log+ |ζn| <∞

и центральной предельной теореме ζn ⇒ N (0, 1), но предельная теорема почти
наверное для них не выполнена.

В работе [138] исследована применимость ПТПН к нормированным значениям
мартингалов с дискретным временем. Оказывается, в отличие от сумм независимых
величин, даже при относительно сильных моментных условиях ПТПН не следует
из классической предельной теоремы. Тем не менее ПТПН удается доказать при
условиях, достаточно близких к тем, при которых доказываются классические пре-
дельные теоремы. Нужно лишь дополнительно следить за тем, чтобы приращения
мартингала были асимптотически меньше, чем нормирующая последовательность.
Интересно, что в пределе могут возникать случайные предельные распределения G.

Пусть {Xj}— квадратично интегрируемая мартингал-разность c нулевым ма-
тематическим ожиданием; Bk ր ∞— последовательность положительных чисел.
Положим ζk = 1

Bk

∑
j≤k Xj. Эмпирические меры Qn определим соотношением (27),

причем будем предполагать, что соответствующие веса {bk} удовлетворяют условию

bk ≤ Bk −Bk−1

Bk
.

Пусть Q̃n — аналогичные эмпирические меры, получаемые заменой ζn на самонор-
мированные суммы 1

Uk

∑
j≤kXj , где U2

k =
∑
j≤k X

2
j .

Наконец, если η— неотрицательная случайная величина, то через Nη обозначим
η-смесь нормальных законов, то есть распределение с характеристической функцией
φ(t) = E exp{−η t2/2}.

Теорема 7.3. Пусть Xj , Bk, ζk, Uk, bk определены выше и пусть выполнено
условие

sup
k

E max
j≤k

|Xj |2/B2
k <∞.

Предположим также, что п. н. выполнены предельные соотношения Xj/Bj → 0 и

1

γn

n∑

k=1

bk δU2
k
/B2

k
⇒ δη.

Тогда п. н. верно Qn ⇒ N (0, η) и Q̃n ⇒ N (0, 1).
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Несколько результатов были получены для классической постановки задачи,
которая выглядит следующим образом. Пусть {Sk}— частные суммы последова-
тельности независимых одинаково распределенных случайных величин с нулевым
средним и единичной дисперсией X1, X2, . . . Обозначим ζk = 1√

k
Sk. Определим со-

ответствующие эмпирические меры как

Qn =
1

logn

n∑

k=1

1

k
δζk . (28)

ЦПТПН утверждает, что P{Qn ⇒ N} = 1, где N — стандартное нормальное рас-
пределение. Поэтому для любой непрерывной ограниченной функции h п. н. верно

∫
h dQn =

1

logn

n∑

k=1

1

k
h(ζk) →

∫
h dN .

Следующая теорема из [136] показывает, что данное утверждение остается в силе
и для неограниченной функции, если только ее рост подчиняется минимальному
условию.

Теорема 7.4. Пусть {Xj}— последовательность независимых одинаково рас-
пределенных величин с нулевым средним и единичной дисперсией. Пусть Qn — эм-
пирические меры из (28), а N обозначает стандартное нормальное распределение.
Пусть A,H0 > 0, и пусть функция f : [A,∞) 7→ R+ не убывает, но функция
x 7→ f(x) exp{−H0x

2} не возрастает и
∫ ∞

A

f dN <∞. (29)

Тогда для для любой непрерывной функции h, удовлетворяющей оценке

|h(x)| ≤ f(|x|), |x| ≥ A,

верно

P

{
lim
n→∞

∫
h dQn =

∫
h dN

}
= 1.

Утверждение теоремы, которое естественно трактовать как сходимость обоб-
щенных моментов, станет неверным, если убрать предположения о регулярности и
оставить только основное условие (29).

Для той же классической схемы ПТПН в работе [137] найдены необходимые
условия для выполнения принципа больших уклонений. Как показали М. Хек [141],
П. Марч и Т. Сеппяляйнен [142], если E |X1|m <∞ при всех m > 0, то меры Qn удо-
влетворяют сильному принципу больших уклонений в пространствеM(R) конечных
неотрицательных мер, снабженном топологией слабой сходимости. Иными словами,
для всех замкнутых множеств F ⊂ M(R) и всех открытых множеств G ⊂ M(R)
справедливы соотношения

lim sup
n→∞

1

log n
logP{Qn ∈ F} ≤ − inf

µ∈F
I(µ),

lim inf
n→∞

1

logn
logP{Qn ∈ G} ≥ − inf

µ∈G
I(µ).
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Здесь функция уклонений I для вероятностных распределений равна энтропии про-
цесса Орнштейна—Уленбека IOU и обращается в бесконечность на остальных мерах.
Отметим, что I(µ) = 0 равносильно µ = N (0, 1).

Оказалось, что в этом утверждении моментные условия оптимальны (хотя
в классическом принципе больших уклонений для эмпирических мер моментные
ограничения вообще не требуются).

Теорема 7.5. Пусть последовательность эмпирических мер Qn, соответ-
ствующая независимым одинаково распределенным величинам {Xj}, удовлетво-
ряет сильному принципу больших уклонений с такой функцией уклонений I, что
множество уровня {µ : I(µ) ≤ r} компактно при каждом r ≥ 0. Тогда E |Xj |m <∞
при всех m > 0.

Интересный нестандартный подход к предельным теоремам почти наверное
предложен в работе А. И. Мартикайнена [143].

8. Заключение. Таким образом, Ленинградская — Санкт-Петербургская шко-
ла теории вероятностей внесла значительный вклад в развитие теории суммирова-
ния независимых случайных величин. О достижениях ее представителей в других
разделах вероятностно-статистической науки будет рассказано в последующих вы-
пусках данной серии статей.
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109. Гётце Ф., Зайцев А.Ю. Оценки точности сильной аппроксимации в гильбертовом про-
странстве // Сибирский матем. журнал. 2011. Т. 52, N4. С. 796–808.

110. Зайцев А.Ю. Оптимальные оценки точности сильной аппроксимации в бесконечномер-
ном принципе инвариантности // Записки научн. семин. ПОМИ. 2011. Т. 396. С. 93–101.

111. Зайцев А.Ю. Точность сильной гауссовской аппроксимации для сумм независимых слу-
чайных векторов // Успехи матем. наук. 2013. Т. 68, N 4(412). С. 129–172.

112. Зайцев А.Ю. Неустойчивость обращения преобразования Радона // Записки
научн. семин. ПОМИ. 1994. Т. 216. С. 76–85.
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P. 367–390.
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This is the first article in a series of surveys devoted to the scientific achievements of the
Leningrad — Saint-Petersburg school of Probability and Statistics during the period from
1947 to 2017. It is devoted to the traditional for St. Petersburg topic of limit theorems
for sums of independent random variables. We discuss classical limit theorems: the law of
large numbers, the central limit theorem, and the law of the iterated logarithm, as well as
the circle of important related problems that emerged in the second half of the twentieth
century. The latter include approximation for the distributions of sums of independent sum-
mands by infinitely divisible distributions, an estimate of the accuracy of strong Gaussian
approximation for such sums, and the weak almost sure convergence empirical measures
generated by a sequence of sums of independent random variables and vectors.

Keywords: sums of independent random variables, central limit theorem, law of large num-
bers, law of the iterated logarithm, infinitely divisible distributions, concentration functions,
Littlewood—Offord problem, empirical measure, limit theorem almost sure.
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142. March P., Seppäläinen T., “Large deviations from the almost sure central limit theorem”, J.

Theoret. Probab. 10, 935–967 (1997).
143. Martikainen A. I., “Almost sure central limit theorem without logarithmic sums”, J. Math. Sci.

137, issue 1, 4549–4554 (2004).

A u t h o r’s i n f o rm a t i o n:

Andrei Yu. Zaitsev — zaitsev@pdmi.ras.ru
Abram A. Zinger — azinger28@mail.ru
Mikhail A. Lifshits — m.lifshits@spbu.ru
Yakov Yu. Nikitin — y.nikitin@spbu.ru
Valentin V. Petrov — petrov2v@mail.ru

232 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2018. Т. 5 (63). Вып. 2


