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Пусть m > 2, числа p1, . . . , pm ∈ (1,+∞] удовлетворяют неравенству

1

p1
+ . . .+

1

pm
< 1

и функции γ1 ∈ Lp1(R1), . . . , γm ∈ Lpm (R1). Установлено, что если множество «резо-
нансных точек» этих функций не пусто и выполнено так называемое «резонансное
условие», то всегда можно указать такие сколь угодно малые в смысле нормы возму-
щения ∆γk ∈ Lpk (R1), при которых множество резонансных точек функции γk +∆γk
совпадает с множеством резонансных точек функции γk, 1 6 k 6 m, но при этом
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∏

k=1

[γk(τ ) + ∆γk(τ )]dτ
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∥

∥

∥

∥

L∞(R1)

= ∞.

Понятия «резонансная точка» и «резонансное условие» для функций из пространств
Lp(R1), p ∈ (1,+∞], были введены автором в его предыдущих работах.

Ключевые слова: неравенство Гёльдера.

Введение. Предлагаемая статья представляет собой вторую, заключительную
часть работы автора [1]. Она содержит формулировки и доказательства основных
утверждений — теорем 3.1 и 3.2, анонсированных в [1], и посвящена вопросу неогра-
ниченности интеграла от произведения функций.

Пусть m > 2, числа p1, . . . , pm ∈ (1,+∞] и функции γ1 ∈ Lp1(R1), . . . , γm ∈
Lpm(R1). Если

1

p1
+ . . .+

1

pm
= 1,

то согласно неравенству Гëльдера (см., например, [2, с. 232]) можем записать
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∫

R1

m∏

k=1

γk(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
6

m∏

k=1

‖γk‖Lpk (R1). (1)
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Если же
1

p1
+ . . .+

1

pm
< 1, (2)

то произведение функций, стоящее под знаком интеграла в левой части неравенства
(1), является функцией локально интегрируемой, но сам интеграл при этом может
быть как ограничен, так и не ограничен.

Основное утверждение работы, составляющее содержание теорем 3.1 и 3.2 из § 3,
состоит в следующем. Если числа p1, . . . , pm ∈ (1,+∞] удовлетворяют условию (2),
функции γ1 ∈ Lp1(R1), . . . , γm ∈ Lpm(R1), «резонансные множества» (определение
2.1) этих функций не пусты и выполнено «резонансное условие» (определение 3.1),
то всегда можно указать такие сколь угодно малые в смысле нормы возмущения
∆γk ∈ Lpk(R1), при которых множество резонансных точек функции γk +∆γk сов-
падает с множеством резонансных точек функции γk, 1 6 k 6 m, но при этом

∥∥∥∥∥∥

t∫

0

m∏

k=1

[γk(τ) + ∆γk(τ)] dτ

∥∥∥∥∥∥
L∞(R1)

= ∞.

Таким образом, утверждения теорем 3.1 и 3.2 показывают, что невыполнение
резонансного условия является в определенном смысле необходимым для непрерыв-
ности L∞-нормы интеграла от произведения функций, в предположении о «нерезо-
нансном» возмущении сомножителей.

В работе использованы следующие обозначения и формулы:

• R̃1 = R1 ∪ {∞};
• R{γ, Lp(R1)} — множество резонансных точек функции γ относительно про-

странства Lp(R1);

• Rk — множество резонансных точек функции γk;

• 0 ∈
m∑

k=1

Rk — резонансное соотношение (определение операции сложения мно-

жеств из R̃1 приводится);

• 1

sk
=

m∑

j=1
j 6=k

1

pj
,

1

sk
+

1

rk
= 1, 1 6 k 6 m.

Приведем некоторые обозначения и утверждения из первой части работы автора
[1]. Для удобства сохранена нумерация цитированных примеров, лемм и в некоторых
случаях — формул.

Пусть функция u ∈ L1(R1). Обозначим преобразование Фурье этой функции
через û и выберем его в виде

û(y) =

∫

R1

e−iyτu(τ) dτ. (3)

Обратное преобразование Фурье функции v ∈ L1(R1) будем обозначать через ṽ. Оно
имеет вид

ṽ(τ) =
1

2π

∫

R1

eiyτv(y) dy.
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Обозначим также через S(R1) пространство бесконечно дифференцируемых
функций, быстро убывающих на бесконечности, и через S′(R1)— пространство мед-
ленно растущих обобщенных функций или, что то же самое, пространство обобщен-
ных функций медленного роста.

Следуя [3, с. 30–32], поставим в соответствие каждой комплекснозначной ло-
кально интегрируемой на прямой функции γ линейный непрерывный функционал,
определяемый следующим образом:

(γ, ϕ) =

∫

R1

γ(t)ϕ(t) dt, ϕ ∈ S(R1).

Если p ∈ [1,+∞] и γ ∈ Lp(R1), то, как известно (см., например, [4, с. 77]), функцио-
нал (γ, ϕ) принадлежит пространству S′(R1).

Известно также [3, с. 213], что преобразованием Фурье медленно растущей обоб-
щенной функции f называется линейный непрерывный функционал на S(R1), обо-

значаемый в соответствии с (3), через f̂ и задаваемый (с учетом выбора определения

для (f, ϕ) и вида записи преобразования Фурье) формулой (f̂ , ϕ̂) = 2π(f, ϕ).
В силу введенных выше обозначений, известные формулы принимают вид

{δ(τ)}̂ (y) = 1(y), {γ1(τ) ∗ γ2(τ)}̂ (y) = γ̂1(y)γ̂2(y),

{γ̂1(y)γ̂2(y)}̃ (τ) = γ1(τ) ∗ γ2(τ),
где δ — дельта-функция и γ1, γ2 ∈ S′(R1).

Введем еще одно обозначение.
Пусть a, b ∈ R1, a < b и число ρ > 0 столь мало, что a + ρ < b − ρ. Обозначим

через Ω(τ, [a, b], ρ) такую функцию, преобразование Фурье которой имеет вид

Ω̂(y, [a, b], ρ) =
1

ρ2
ξ[a,b](y) ∗ ξ[− ρ

2 ,
ρ
2 ]
(y) ∗ ξ[− ρ

2 ,
ρ
2 ]
(y),

где ξM (y)— характеристическая функция множества M ⊆ R1.
Нетрудно проверить справедливость соотношений

Ω̂(y, [a, b], ρ) = 0, y /∈ (a− ρ, b+ ρ), (4)

Ω̂(y, [a, b], ρ) = 1, y ∈ [a+ ρ, b− ρ], (5)

Ω(τ, [a, b], ρ) ∈ Lp(R1), p ∈ [1,+∞]. (6)

Положим R̃1 = R1 ∪{∞} и будем считать окрестностью точки ∞ всякое множе-
ство вида (−∞, a) ∪ (b,+∞), где a, b ∈ R1, a 6 b.

Пусть числа p1, p ∈ (1,+∞].

Определение 2.1. Точка u ∈ R̃1 называется нерезонансной точкой функции
γ ∈ Lp1(R1) относительно пространства Lp(R1), если существует такая функция
αu ∈ Lq(R1), 1

p + 1
q = 1, для которой γ̂(y) = α̂u(y) в какой-либо окрестности точ-

ки u. Остальные точки множества R̃1 называются резонансными точками функции
γ относительно пространства Lp(R1) и их множество обозначается R{γ, Lp(R1)}.

Таким образом, согласно определению 2.1 нерезонансные точки определяются
для функций, принадлежащих каким-либо пространствам Lp1(R1), p1 ∈ (1,+∞],
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причем p1 и p могут быть различными. Отметим также, что равенство γ̂(y) = α̂u(y)
в определении 2.1 понимается, вообще говоря, в обобщенном смысле.

Из определения 2.1, очевидно, следует, что R{γ, Lp(R1)} — замкнутое множество
и, если γ ∈ Lq(R1), 1

p + 1
q = 1, то R{γ, Lp(R1)} = ∅.

Отметим некоторые свойства множества резонансных точек.

Лемма 2.1. Пусть числа p1, p ∈ (1,+∞] и функция γ ∈ Lp1(R1), тогда:

1) для любого c ∈ C, c 6= 0 справедливо равенство

R{cγ, Lp(R1)} = R{γ, Lp(R1)}; (7)

2) для любых функций γ1, γ2 ∈ Lp1(R1) выполняется включение

R{γ1 + γ2, L
p(R1)} ⊆ R{γ1, Lp(R1)} ∪R{γ2, Lp(R1)}. (8)

Следующий пример показывает, что координаты резонансных точек тригоно-
метрических многочленов относительно любых пространств Lp(R1), p > 1, являются
частотами (или показателями Фурье) этих многочленов.

Пример 2.1. Пусть γ(τ) =
∑n

k=1 cke
iλkτ , где n ∈ N, ck ∈ C, λk ∈ R1, 1 6 k 6 n,

τ ∈ R1. Тогда для любого p ∈ (1,+∞] выполняется равенство

R{γ, Lp(R1)} =

n⋃

k=1

{λk}.

Пример 2.3. Пусть числа p, s ∈ (1,+∞], δ > 0 удовлетворяют условию 1
p +

1
s +

δ < 1; λ ∈ R1 и функция

γ(τ) =
eiλτ

(1 + |τ |) 1
p
+δ
.

Тогда

R{γ, Ls(R1)} = {λ}. (9)

Пример 2.5. Пусть числа p, s ∈ (1,+∞] и δ > 0 удовлетворяют условию 1
p +

1
s + δ < 1; λ ∈ R1, µ 6= 0 и

γ(τ) =
eiλτeiµτ

2

(1 + |τ |) 1
p
+δ
.

Тогда

R{γ, Ls(R1)} = {∞}. (10)

Приведенные утверждения мы будем использовать в следующем параграфе при
доказательстве основных результатов работы, сформулированных в [1].

§ 3. Оценка интеграла от произведения функций. Пусть m > 2,
числа p1, . . . , pm ∈ (1,+∞] удовлетворяют неравенству (2) и функции γ1 ∈
Lp1(R1), . . . , γm ∈ Lpm(R1). В этом параграфе для функций из пространств Lp(R1)
при p ∈ (1,+∞] вводится понятие «резонансное условие» (определение 3.1), являю-
щееся (замечание 3.1) аналогом соответствующего понятия из классической теории
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резонанса. Затем, используя этот термин, формулируются теоремы 3.1, 3.2 об усло-
виях неограниченности интеграла

t∫

0

m∏

k=1

γk(τ)dτ.

Введем некоторые обозначения и определения.
Определим (см. [1]) на R̃1 операцию сложения следующим образом. Суммой

элементов ω1, ω2 ∈ R̃1 будем называть элемент из R̃1, обозначаемый ω1 + ω2 и опре-
деляемый для конечных элементов как обычно, а в остальных случаях по правилам:

1) выражение ∞+∞ не определено;
2) ω +∞ = ∞, ω ∈ R1.
Введенную таким образом операцию будем предполагать коммутативной и ас-

социативной, сумму более чем трех слагаемых определять индуктивно и при этом
выражение, содержащие более одного символа ∞, считать не имеющим смысла.

Для A,B, . . . , C ⊆ R̃1 положим

A+B + . . .+ C = {x |x = a+ b+ . . .+ c, a ∈ A, b ∈ B , . . . , c ∈ C}.
Сумма множеств считается определенной, если определены соответствующие суммы
элементов этих множеств.

Пусть

1

sk
=

m∑

j=1
j 6=k

1

pj
, 1 6 k 6 m,

причем, если pj = ∞, j = 1, 2, . . . ,m, j 6= k, то sk = ∞.
При каждом k = 1, 2, . . . ,m обозначим Rk = R{γk, Lsk(R1)}.
Определение 3.1. Будем говорить, что для функций γ1 ∈ Lp1(R1), . . . , γm ∈

Lpm(R1) с непустыми резонансными множествами выполнено резонансное условие,
если не менее двух множеств из R1, . . . , Rm содержат бесконечную точку или если
среди резонансных множеств не более одного имеют бесконечную точку и выполнено
резонансное соотношение

0 ∈
m∑

k=1

Rk. (11)

Замечание 3.1. Если γ1 и γ2 — это тригонометрические многочлены, то ре-
зонансное соотношение превращается в соответствии с результатом из примера 2.1
в арифметическое соотношение между частотами этих многочленов, фигурирующее
в классической теории резонанса.

Лемма 3.1. Пусть m > 2, числа p1, . . . , pm ∈ (1,+∞] удовлетворяют усло-
вию (2); функции κk, γk ∈ Lpk(R1), 1 6 k 6 m; каждое из резонансных множеств
R{κk, Lsk(R1)} состоит из единственной (конечной или бесконечной) точки и удо-
влетворяет условию

R{κk, Lsk(R1)} ⊆ R{γk, Lsk(R1)}, 1 6 k 6 m. (12)

Тогда, если неограничен интеграл

t∫

0

m∏

k=1

κk(τ) dτ,
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то существует ε0 > 0, такое, что для любого 0 < ε < ε0 можно указать числа
εk ∈ {0, ε}, 1 6 k 6 m, при которых будет неограничен интеграл

t∫

0

m∏

k=1

[γk(τ) + εkκk(τ)] dτ (13)

и будут выполняться равенства

R{γk + εkκk, L
sk(R1)} = R{γk, Lsk(R1)}, 1 6 k 6 m, (14)

а индексы k, при которых εk 6= 0, можно выбрать не зависящими от ε.
Доказательство. Выберем произвольное ε > 0. Для любого набора чисел

ε1, . . . , εm ∈ {0, ε} имеем

t∫

0

m∏

k=1

[
γk(τ) + εkκk(τ)

]
dτ =

t∫

0

m∏

k=1

γk(τ) dτ +

m∑

λ=1

ελ

t∫

0

[ m∏

k=1
k 6=λ

γk(τ)

]
κλ(τ) dτ +

+

m∑

λ,µ=1
λ<µ

ελεµ

t∫

0

[ m∏

k=1
k 6=λ, µ

γk(τ)

]
κλ(τ)κµ(τ) dτ + . . .+

[ m∏

ν=1

εν

][ t∫

0

m∏

ν=1

κν(τ) dτ

]
. (15)

Если первое слагаемое из правой части (15) неограничено, то, полагая ε1 =
. . . = εm = 0, получаем, что интеграл (13) неограничен. Если же первое слагаемое
ограничено, но неограничен, например, какой-либо интеграл

t∫

0

[ m∏

k=1
k 6=λ

γk(τ)

]
κλ(τ) dτ

из первой суммы, стоящей в правой части (15) при коэффициенте ελ, то, полагая
ε1 = . . . = ελ−1 = ελ+1 = . . . = εm = 0, ελ = ε, опять имеем неограниченность
интеграла (13). Если первый интеграл и все интегралы из первой суммы ограничены,
но неограничен какой-либо интеграл из второй суммы, например, при коэффициенте
ελεµ, то, полагая ελ = εµ = ε, а остальные коэффициенты равными нулю, опять
имеем неограниченность интеграла (13). Рассуждая аналогичным образом и далее,
получаем, что для любого ε > 0 существует набор чисел εk ∈ {0, ε}, 1 6 k 6 m,
обеспечивающий неограниченность интеграла (13), а индексы k, при которых εk 6= 0,
не зависят от величины ε.

Теперь покажем, что существует ε0 > 0, для которого при любом 0 < ε 6 ε0
вдобавок выполняется (14). Пусть указанным выше способом выбран набор чисел
0 6 ε1, . . . , εm 6 ε, при котором неограничен интеграл (13). Обозначим {yk} =
R{κk, Lsk(R1)}. В силу (7), (8) и (12) при каждом 1 6 k 6 m выполняется включение

R{γk + εkκk, L
sk(R1)} ⊆ R{γk, Lsk(R1)}. (16)

Если при каком-либо 1 6 k 6 m, где εk 6= 0, соотношение (16) не является равен-
ством, то существует точка

uk ∈ R{γk, Lsk(R1)}, uk /∈ R{γk + εkκk, Lsk(R1)}. (17)
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Это означает, что существует окрестность V точки uk, в которой функция {γk(τ) +
εkκk(τ)}̂ (y) совпадает с преобразованием Фурье какой-нибудь функции из Lrk(R1),
где 1

sk
+ 1

rk
= 1.

Пусть |uk| < +∞. Выберем число ρ > 0 столь малым, чтобы supp Ω̂(y, [uk −
2ρ, uk + 2ρ], ρ) ⊂ V (это возможно в силу (4) и (5)), тогда, как следует из (6),
Ω(τ, [uk − 2ρ, uk + 2ρ], ρ) ∈ L1(R1) и в силу неравенства Юнга (см., например,
[5, с. 42]), получаем

{γk(τ) + εkκk(τ)} ∗ Ω(τ, [uk − 2ρ, uk + 2ρ], ρ) ∈ Lrk(R1). (18)

Если yk 6= uk, то число ρ можно взять столь малым, что κk(τ) ∗
Ω(τ, [uk − 2ρ, uk + 2ρ], ρ) ∈ Lrk(R1), поскольку yk — единственная резонансная точ-
ка. Но тогда из (18) получаем, что γk(τ) ∗ Ω(τ, [uk − 2ρ, uk + 2ρ], ρ) ∈ Lrk(R1). А это
невозможно, так как uk — резонансная точка функции γk(τ). Следовательно, uk = yk
и можно указать число ρk > 0, при котором выполняется соотношение

{γk(τ) + εkκk(τ)} ∗ Ω(τ, [yk − 2ρk, yk + 2ρk], ρk) ∈ Lrk(R1). (19)

Если число εk, для которого выполняется (19), существует, то оно единственно. Дей-
ствительно, пусть ε′k 6= εk и

{γk(τ) + ε′kκk(τ)} ∗ Ω(τ, [yk − 2ρk, yk + 2ρk], ρk) ∈ Lrk(R1). (20)

Тогда из (19) и (20) получаем, что (εk−ε′k)κk(τ)∗Ω(τ, [yk−2ρk, yk+2ρk], ρk) ∈ Lrk(R1),
то есть точка uk — нерезонансная, а это противоречит (17).

Пусть uk = ∞. Тогда можно указать число ∆ > 0 такое, что

{γk(τ) + εkκk(τ)} ∗ {δ(τ)− Ω(τ, [−∆,∆], 1)} ∈ Lrk(R1). (21)

Если yk 6= uk (то есть yk конечно), то число ∆ можно выбрать столь большим, чтобы
вдобавок выполнялось соотношение κk(τ) ∗ {δ(τ) − Ω(τ, [−∆,∆], 1)} ∈ Lrk(R1). Но
тогда из (21) получаем, что γk(τ) ∗ {δ(τ) − Ω(τ, [−∆,∆], 1)} ∈ Lrk(R1), то есть ∞ /∈
R{γk, Lsk(R1)}, что противоречит (17). Следовательно, в этом случае yk = uk = ∞.
Выберем число ∆ > 0, при котором выполняется (21). Если число εk, для которого
выполняется (21), существует, то оно единственно. Действительно, пусть ε′k 6= εk и

{γk(τ) + ε′kκk(τ)} ∗ {δ(τ)− Ω(τ, [−∆,∆], 1)} ∈ Lrk(R1). (22)

Тогда из (21) и (22) получаем, что (εk−ε′k)κk(τ)∗{δ(τ)−Ω(τ, [−∆,∆], 1)} ∈ Lrk(R1),
то есть точка yk = ∞ не является резонансной для κk. А это противоречит предпо-
ложению.

Следовательно, имеется не более, чем m чисел ε1, . . . , εm, для которых не
выполняется какое-либо из соотношений (14). Но тогда, если в (13) потребовать
0 < ε 6 ε0 < min{ε1, . . . , εm}, то (14) будет выполняться. �

Теорема 3.1. Пусть m > 2, числа p1, . . . , pm ∈ (1,+∞] удовлетворяют усло-
вию (2), функции γ1 ∈ Lp1(R1), . . . , γm ∈ Lpm(R1), резонансные множества Rk 6= ∅,
1 6 k 6 m, причем не более чем одно из них содержит бесконечную точку и выпол-
нено резонансное соотношение (11). Тогда для любого ρ > 0 можно указать такие
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возмущения ∆γk ∈ Lpk(R1), 1 6 k 6 m, удовлетворяющие при каждом 1 6 k 6 m
условиям

R{γk +∆γk, L
sk(R1)} = R{γk, Lsk(R1)}, где

1

sk
=

m∑

j=1
j 6=k

1

pj
, (23)

‖∆γk‖Lpk(R1) < ρ, (24)

при которых возмущенный интеграл

t∫

0

m∏

k=1

[γk(τ) + ∆γk(τ)] dτ

будет неограничен.
Доказательство. В силу выполнения резонансного соотношения и правил

сложения в R̃1 можно указать по крайней мере один набор конечных точек y1 ∈
R1, . . . , ym ∈ Rm, для которого

0 = y1 + . . .+ ym.

Так как числа p1, . . . , pm ∈ (1,+∞] удовлетворяют условию (2), то можно ука-
зать такие числа δ1, . . . , δm > 0, что выполняется неравенство

m∑

k=1

1

pk
+

m∑

k=1

δk < 1. (25)

При каждом 1 6 k 6 m обозначим

κk(τ) =
eiykτ

(1 + |τ |)1/pk+δk ,

тогда согласно (9) будем иметь R{κk, Lsk(R1)} = {yk}.
Так как в силу (25) интеграл

t∫

0

m∏

k=1

κk(τ)dτ

неограничен, то по лемме 3.1 существует ε0 > 0 такое, что для любого 0 < ε 6

ε0 можно указать числа εk ∈ {0, ε}, 1 6 k 6 m, при которых будет неограничен
возмущенный интеграл (13) и будет выполняться (23), причем согласно лемме 3.1
индексы k, при которых εk 6= 0, будут одними и теми же при всех 0 < ε 6 ε0.

Пусть ρ > 0. Выберем ε0 > 0 столь малым, чтобы выполнялись неравенства
‖ε0κk‖Lpk(R1) < ρ, 1 6 k 6 m, и положим ∆γk = εkκk, 1 6 k 6 m, тогда будет
выполняться и (24). �

Теорема 3.2. Пусть m > 2, числа p1, . . . , pm ∈ (1,+∞] удовлетворяют усло-
вию (2), функции γ1 ∈ Lp1(R1), . . . , γm ∈ Lpm(R1), резонансные множества Rk 6= ∅,
1 6 k 6 m, и по крайней мере два из них содержат бесконечную точку. Тогда

240 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2018. Т. 5 (63). Вып. 2



для любого ρ > 0 можно указать такие возмущения ∆γk ∈ Lpk(R1), 1 6 k 6 m,
удовлетворяющие при каждом 1 6 k 6 m условиям

R{γk +∆γk, L
sk(R1)} = R{γk, Lsk(R1)}, где

1

sk
=

m∑

j=1
j 6=k

1

p
, (26)

‖∆γk‖Lpk(R1) < ρ, (27)

при которых будет неограничен возмущенный интеграл

t∫

0

m∏

k=1

[γk(τ) + ∆γk(τ)] dτ.

Доказательство. Так как числа p1, . . . , pm удовлетворяют условию (2), можно
указать такие δ1, . . . , δm > 0, что выполняется неравенство

m∑

k=1

1

pk
+

m∑

k=1

δk < 1. (28)

По условию теоремы не менее двух резонансных множеств содержат бесконеч-
ную точку. Рассмотрим два случая.

1. Все резонансные множества содержат бесконечную точку. Положим

κk(τ) =
eiτ

2

(1 + |τ |)1/pk+δk , 1 6 k 6 m− 1, κm(τ) =
e−i(m−1)τ2

(1 + |τ |)1/pm+δm
.

Тогда, очевидно, κk ∈ Lpk(R1), 1 6 k 6 m, и согласно (10) имеем
R{κk, Lsk(R1)} = {∞}. Так как в силу (28) интеграл

t∫

0

m∏

k=1

κk(τ)dτ

неограничен, то по лемме 3.1 существует ε0 > 0 такое, что для любого 0 < ε 6

ε0 можно указать числа εk ∈ {0, ε}, 1 6 k 6 m, при которых будет неограничен
интеграл

t∫

0

m∏

k=1

[γk(τ) + εkκk(τ)]dτ,

причем согласно лемме 3.1 индексы k, при которых εk 6= 0, будут одними и теми же
при всех 0 < ε 6 ε0.

Пусть ρ > 0. Выберем ε0 > 0 столь малым, чтобы вдобавок выполнялись нера-
венства ‖ε0κk‖Lpk(R1) < ρ, 1 6 k 6 m, и положим ∆γk = εkκk, 1 6 k 6 m, откуда по
лемме 3.1 и будет следовать (26) и (27).

2. Среди резонансных множеств R1, . . . ,Rm имеется 2 6 l < m, содержа-
щих бесконечную точку, а остальные множества не пусты, но бесконечных то-
чек не содержат. Изменив в случае необходимости нумерацию, будем считать, что
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∞ ∈ R1, . . . ,∞ ∈ Rl, ∞ 6∈ Rl+1, . . . ,∞ 6∈ Rm. Так как все резонансные множе-
ства не пусты, можно указать конечные точки yl+1 ∈ Rl+1, . . . , ym ∈ Rm. Положим
y0 = yl+1 + . . .+ ym,

κk(τ) =
eiτ

2

(1 + |τ |)1/pk+δk , 1 6 k 6 l − 1, κl(τ) =
e−i(l−1)τ2

e−iy0τ

(1 + |τ |)1/pl+δl ,

κn(τ) =
eiynτ

(1 + |τ |)1/pn+δn
, l + 1 6 n 6 m.

Тогда по лемме 2.3 получаем

R{κk, Lsk(R1)} = {∞}, 1 6 k 6 l,
R{κk, Lsk(R1)} = {yk}, l+ 1 6 k 6 m.

Так как интеграл

t∫

0

m∏

k=1

κk(τ)dτ =

t∫

0

[ l−1∏

k=1

eiτ
2

(1+|τ |)1/pk+δk

]
e−i(l−1)τ2

e−iy0τ

(1+|τ |)1/pl+δl

[ m∏

k=l+1

eiykτ

(1+|τ |)1/pk+δk

]
dτ=

=

t∫

0

1

(1 + |τ |)
∑

m
k=1

1
pk

+
∑

m
k=1 δk

dτ

в силу (28) неограничен, то по лемме 3.1 можно указать такое ε0 > 0, что при
каждом 0 < ε 6 ε0 будет неограничен интеграл

t∫

0

m∏

k=1

[γk(τ) + εkκk(τ)]dτ,

где εk ∈ {0, ε}, 1 6 k 6 m, и будет выполняться (26). Выберем ε0 > 0 столь малым,
чтобы вдобавок выполнялись условия

‖ε0κk(τ)‖Lpk (R1) < ρ, 1 6 k 6 m,

и положим ∆γk(τ) = εkκk(τ), 1 6 k 6 m. Тогда будет выполняться также и (27). �
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Let m > 2, numbers p1, . . . , pm ∈ (1,+∞] satisfy inequality

1

p1
+ . . .+

1

pm
< 1,

and functions γ1 ∈ Lp1(R1), . . . , γm ∈ Lpm(R1). We prove that if the set of “resonance
points” of each of these functions is not empty and so-called “resonance condition” holds
too then there exist such arbitrary small (low norm) perturbations ∆γk ∈ Lpk (R1) that the
resonance set of the function γk +∆γk coincides with the resonance set of the function γk,
1 6 k 6 m, but at the same time

∥

∥

∥

∥

∥

∥

t
∫

0

m
∏

k=1

[γk(τ ) + ∆γk(τ )]dτ

∥

∥

∥

∥

∥

∥

L∞(R1)

= ∞.

Concepts of a “resonance point” and of a “resonance condition” for functions from the spaces
Lp(R1), p ∈ (1,+∞], were introduced by the author in his earlier papers.

Keywords: Hölder inequality.
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1. Ivanov B. F., “On some addition to the Hölder inequality. Resonance case. I”, Vestnik SPbSU.
Mathematics. Mechanics. Astronomy 5(63), issue 1, 65–73 (2018) [in Russian].

2. Bourbaki N., Integration. Measures, integrations of measures (Nauka Publ., Moscow, 1967) [in
Russian].

3. Gelfand I. M., Shilov G. E., The generalized functions and operations over them, the issue 1
(PhM Publ., Moscow, 1959) [in Russian].

4. Functional analysis. In Ser. The reference mathematical library (ed. by S.G. Krein, Nauka Publ.,
Moskow, 1972) [in Russian].

5. Steyn I., Weiss G., Introduction to the harmonious analysis on Euclidean spaces (Mir Publ.,
Moskow, 1974) [in Russian].

A u t h o r’s i n f o rm a t i o n:

Boris F. Ivanov — ivanov-bf@yandex.ru

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2018. Т. 5 (63). Вып. 2 243




