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В наших предыдущих работах были найдены некоторые дельтообразные частные ре-
шения уравнения нечетного порядка с кратными характеристиками и изучены некото-
рые их свойства. В данной статье сначала получены необходимые оценки на бесконеч-
ности этих решений, а затем построено фундаментальное решение (Ф.Р.) уравнения
нечетного порядка с кратными характеристиками в прямоугольной области как сум-
ма этих частных решений. Показывается, что Ф. Р. является решением неоднородного
уравнения с кратными характеристиками в прямоугольной области. Знание Ф.Р. поз-
воляет построить теорию потенциала для дальнейшего использования ее при решении
краевых задач.

Ключевые слова: уравнение нечетного порядка, кратные характеристики, фундамен-
тальное решение.

Введение. В последние годы уделяется большое внимание изучению некласси-
ческих уравнений в частных производных. Это объясняется с одной стороны малой
изученностью таких уравнений в теоретическом плане, а с другой — все чаще об-
наруживаются их приложения к различным задачам механики, физики и техники.
К мало изученным неклассическим уравнениям высокого порядка относится урав-
нение вида

Dp
xu (x, y) + aDq

yu (x, y) = F
(
x, y,D1

xu,D
1
yu, . . . , D

p−1
x u,Dq−1

y u
)
, (1)

где Ds
tu = ∂su

∂ts , p, q ∈ N, p > q, a = const.

Это уравнение имеет только лишь одну систему характеристик — y = const,
которые являются p-кратными характеристиками. Уравнение (1) при p = 3, q = 1
включает в себя известное уравнение Кортевега—де Вриза, а при p = 3, q = 2
описывает стационарное течение трансзвукового газа [1].

Метод построения фундаментального решения для уравнения (1) дан в [2]. Ис-
пользуя эту методику, для уравнений

D2n
x u− (−1)nD1

yu = 0,
D2n+1
x u+ (−1)

n
D2
yu = 0,

D2n+1
x u+ (−1)nD1

yu = 0,
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в работах [3–5] соответственно найдены фундаментальные решения в виде несоб-
ственных интегралов и построена теория потенциала. При изучении стационарного
вязкого трансзвукового линейного уравнения (или ВТ-уравнения)

D3
xu (x, y) +D2

yu+
a

y
D1
yu = f (x, y)

для случая a = 0, используя метод подобия и автомодельного решения, в работах
[6, 7] построены и изучены некоторые свойства фундаментальных решений, выра-
женные через специальные функции. Случай произвольного a исследован в [8].

В случае q > 2 вопросы постановки корректных краевых задач и разработки
конструктивных методов их решения (в классическом смысле) для уравнения (1)
мало изучены, так как применение метода потенциала для решения краевых задач
требует знания фундаментального решения, которое по нашим сведениям еще не
построено.

В данной работе для области Ω = {(x, y) : 0 < x < p, 0 < y < q} построено фун-
даментальное решение U (x, y, ξ, η) уравнения

L [u] ≡ (−1)
n
D2n+1
x u (x, y)− (−1)

m
D2m
y u (x, y) = 0, (2)

где (2n+ 1, 2m) = 1 (т. е. взаимно просты), n,m ∈ N, n ≥ m.
Для фундаментального решения U (x, y, ξ, η) уравнения (2) доказано следующее

свойство: функция F (x, y) =
p∫
0

q∫
0

U (x, y, ξ, η)g (ξ, η) dξdη удовлетворяет в области Ω

уравнению L [u] = g (x, y) , где g (x, y) непрерывно дифференцируема в Ω.
Основная часть. В работе [9] для уравнения (2) построены частные реше-

ния Us (x, y, ξ, η) , s = {0, 1, . . . ,m− 1}. Напомним вкратце это построение. Сначала
методом подобия строятся дельтообразные решения U∗

s (x, y, ξ, η) уравнения (2), ко-
торые имеют вид

U∗
s (x, y, ξ, η) =

f∗
s (t)

π |y − η| 2m
2n+1

,

где

f∗
s (t) =

+∞∫

0

exp
(
−λ 2n+1

2m βs1

)
cos
(
λt+ βs2λ

2n+1
2m

)
dλ, t =

x− ξ

|y − η| 2m
2n+1

,

βs = βs1 − iβs2, βs1 = sin zs, βs2 = coszs, zs =
4s+ 1

4m
π,

и доказывается их основное свойство.
Теорема 1. Для ∀ϕ ∈ C [a; b] справедливо равенство

lim
x→x0,η→y

b∫

a

U∗
s (x, y, ξ, η)ϕ(ξ)dξ = ϕ(x0).

Далее строятся частные решения Us (x, y, ξ, η), такие что

Us (x, y, ξ, η) = |y − η|b fs (t) , t = (x− ξ) |y − η|a ,
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где fs (t) , b выбираются так, чтобы выполнялось равенство

D2m−1
y Us (x, y, ξ, η) = sgn (y − η)U∗

s (x, y, ξ, η) .

Справедлива теорема [9].
Теорема 2. Имеют место следующие формулы:

fs (t) =
1

a (2m− 2)!

2m−2∑

j=0

t
j−b
a


c+js − (−1)

j
Cj2m−2

+∞∫

t

τ−
j−b
a

−1f∗
s (τ) dτ


 , t > 0,

fs (t) =
1

a (2m− 2)!

2m−2∑

j=0

|t|
j−b
a


c−js − (−1)j Cj2m−2

t∫

−∞

|τ |−
j−b
a

−1f∗
s (τ) dτ


 , t < 0,

a = −2m/(2n+ 1), b = −2na − 1, c+js, c
−
js — определенным образом вычисленные по-

стоянные, и для них справедливо равенство

f (2n)
s (t) = (−1)

n+m+1 2m

2n+ 1
tf∗
s (t) .

Приступим теперь к построению фундаментального решения. Для дальнейших
выкладок нам понадобятся оценки функции f∗ (t) на бесконечности. Справедлива
следующая теорема.

Теорема 3. Имеет место соотношение

(f∗
s (t))

(k)
= O

(
|t|−

2n+1
2m −1−k

)
, |t| → ∞,

причем:
1) если

[
2n+1
2m

]
четное, то

lim
t→+∞

t
2n+1
2m +1+k (f∗

s (t))
(k)

= (−1)
k
c∗1sΓ

(
2n+ 1

2m
+ 1 + k

)
, k = 0, 1, 2 . . . ,

lim
t→−∞

(−t)
2n+1
2m +1+k (f∗

s (t))
(k) = c∗1sΓ

(
2n+ 1

2m
+ 1+ k

)
, k = 0, 1, 2 . . . ;

2) если
[
2n+1
2m

]
нечетное, то

lim
t→+∞

t
2n+1
2m +1+k (f∗

s (t))
(k)

= (−1)
k
c∗2sΓ

(
2n+ 1

2m
+ 1 + k

)
, k = 0, 1, 2 . . . ,

lim
t→−∞

(−t)
2n+1
2m +1+k

(f∗
s (t))

(k)
= c∗2sΓ

(
2n+ 1

2m
+ 1+ k

)
, k = 0, 1, 2 . . . ,

где

c∗1s =





− (−1)
[ 2n+1

2m ]
2 cos

(
π
2

(
2n+1
2m −

[
2n+1
2m

])
+ zs

)
, t→ +∞,

(−1)
[ 2n+1

2m ]
2 cos

(
π
2

(
2n+1
2m −

[
2n+1
2m

])
− zs

)
, t→ −∞,

c∗2s =





− (−1)
[ 2n+1

2m ]+1

2 sin
(
π
2

(
2n+1
2m −

[
2n+1
2m

])
+ zs

)
, t→ +∞,

(−1)
[ 2n+1

2m ]+1

2 sin
(
π
2

(
2n+1
2m −

[
2n+1
2m

])
− zs

)
, t→ −∞.
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Доказательство. Имеем равенство (для упрощения записи индекс s будем
пропускать)

f∗ (t) =

+∞∫

0

exp (−λcβ1) (cos (λt) cos (β2λc)− sin (λt) sin (β2λ
c)) dλ =I1 − I2,

где

c =
2n+ 1

2m
,

I1 (t) =

+∞∫

0

exp (−λcβ1) cos (λt) cos (β2λc) dλ =

=
1

t

+∞∫

0

e−λ
cβ1 cosλcβ2d sinλt =

c

t

+∞∫

0

λc−1e−λ
cβ1 sin (λcβ2 + zs) sinλt dλ.

Пусть теперь [c] (целая часть числа) четно, t > 0 (остальные случаи доказываются
аналогично). Тогда можем записать

I1 (t) = (−1)
[c]
2

c

t[c]+1

+∞∫

0

sinλt
(
λc−1e−λ

cβ1 sin (λcβ2 + zs)
)([c])

dλ.

Сделаем замену λt = z, отсюда получим

I1 (t) ∼ (−1)
[c]
2
(c)[c]+1

t[c]+1

+∞∫

0

(z
t

)c−[c]−1

exp
(
−
(z
t

)c
β1

)
sin
((z

t

)c
β2 + zs

)
sin z

dz

t
.

Имеем равенство

lim
t→+∞

t1+
2n+1
2m I1 (t) = (−1)

[c]
2 (c)[c]+1 sin zs

+∞∫

0

zc−[c]−1 sin zdz =

= (−1)
[ 2n+1

2m ]
2 Γ

(
2n+ 1

2m
+ 1

)
sin zs sin

(
π

2

(
2n+ 1

2m
−
[
2n+ 1

2m

]))
.

Аналогичным методом получим асимптотику для I2 (t):

I2 (t) = (−1)
[c]
2

c

t[c]+1

+∞∫

0

cosλt
(
λc−1e−λ

cβ1cos (λcβ2 + zs)
)([c])

dλ,

сделаем замену λt = z, тогда

I2 (t) ∼ (−1)
[c]
2
(c)[c]+1

t[c]+1

+∞∫

0

(z
t

)c−[c]−1

exp
(
−
(z
t

)c
β1

)
cos
((z

t

)c
β2 + zs

)
cosz

dz

t
=

= (−1)
[c]
2
(c)[c]+1

tc+1

+∞∫

0

zc−[c]−1 cos z exp
(
−
(z
t

)c
β1

)
cos
((z

t

)c
β2 + zs

)
dz,

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2018. Т. 5 (63). Вып. 2 247



отсюда

lim
t→+∞

t1+
2n+1
2m I2 (t) = (−1)

[c]
2 (c)[c]+1 cos zs

+∞∫

0

zc−[c]−1coszdz =

= (−1)
[ 2n+1

2m ]
2 Γ

(
2n+ 1

2m
+ 1

)
coszscos

(
π

2

(
2n+ 1

2m
−
[
2n+ 1

2m

]))
.

Значит, при четном
[
2n+1
2m

]
имеем

lim
t→+∞

t
2n+1
2m +1f∗

s (t) = c∗1sΓ

(
2n+ 1

2m
+ 1

)
. (3)

Теперь покажем, что соотношения (3) можно формально дифференцировать. Итак,
нужно показать, что выполняется соотношение

(f∗
s (t))

′ ∼ −c∗1sΓ (a+ 2) t−a−2.

Действительно, имеем

(f∗
s (t))

′
= I ′1 (t)− I ′2 (t) ,

I ′1 (t) = −
+∞∫

0

λ exp (−λcβs1) cosλcβs2 sinλt dλ =
1

t

+∞∫

0

λ exp (−λcβs1) cosλcβs2 d cosλt =

= −1

t




+∞∫

0

exp (−λcβs1) cosλcβs2 cosλt dλ−
+∞∫

0

cβs1λ
c exp (−λcβs1) cosλcβs2 cosλt dλ−

−
+∞∫

0

cβs2λ
c exp (−λcβs1) sinλcβs2 cosλt dλ


 =

= −1

t


I1 (t)− c

+∞∫

0

λc exp (−λcβs1) sin (λcβs2 + zs) cosλt dλ


 .

Отсюда получаем

+∞∫

0

λc exp (−λcβs1) sin (λcβs2 + zs) cosλt dλ =

=
(−1)

1+ [c]
2

t[c]+1

+∞∫

0

(λc exp (−λcβs1) sin (λcβs2 + zs))
([c]+1)

sinλt dλ ∼ −I1 (t) ,

значит,

I ′1 (t) ∼ −a+ 1

t
I1 (t) .
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Аналогично можем записать

I ′2 (t) ∼ −a+ 1

t
I2 (t) ,

отсюда
(f∗
s )

′
(t) ∼ −c∗1sΓ (a+ 2) t−a−2.

Аналогичным способом можно получить такие соотношения и для старших произ-
водных. Теорема доказана.

Фундаментальное решение U (x, y, ξ, η) будем искать в виде

U (x, y, ξ, η) = K

m−1∑

s=0

Us (x, y, ξ, η),

где K — некоторая постоянная, подлежащая определению.
Предварительно вычислим следующую сумму:

m−1∑

s=0

c+js = (−1)
j Cj2m−2(

2n− 2n+1
2m (1 + j)

)
2n

m−1∑

s=0

d+js =

= (−1)
j+n 2m

2n+ 1

(2m− 2)!

j!
(
2n− 2n+1

2m (1 + j)
)
2n

Γ

(
2n+ 1

2m
(1 + j)

)
×

×
m−1∑

s=0

cos

(
π

2

(
(2n+ 1) (1 + j) + (2m− j − 1) (2m− 4s− 1)

2m

))
,

m−1∑

s=0

cos

(
π

2

(
(2n+ 1) (1 + j) + (2m− j − 1) (2m− 4s− 1)

2m

))
=

=

m−1∑

s=0

cos

(
π

2
(2m− j − 1) +

π

2

(2n+ 1) (1 + j)− (2m− j − 1) (4s+ 1)

2m

)
.

Далее рассмотрим два случая. Первый случай: пусть j четно, тогда 2m−1−j нечетно
и выполняется равенство

m−1∑

s=0

cos

(
π

2
(2m− j − 1) +

π

2

(2n+ 1) (1 + j)− (2m− j − 1) (4s+ 1)

2m

)
=

= (−1)
2m−j

2

m−1∑

s=0

sin

(
π

2

(2n+ 2) (1 + j)

2m
− π (2m− j − 1)

m
s− π

2

)
=

= (−1)
2m−j

2 +1
m−1∑

s=0

cos (α− ds),

где α = π
2
(n+1)(1+j)

m , d = π(2m−j−1)
m .

Применяя формулу Эйлера, а затем формулу вычисления суммы геометриче-
ской прогрессии, придем к следующему результату:
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m−1∑

s=0

c+js = (−1)
n+m+1+ j

2
2m

2n+ 1

(2m− 2)!

j!
(
2n− 2n+1

2m (1 + j)
)
2n

×

× Γ

(
2n+ 1

2m
(1 + j)

) sin
(

(n+2)(1+j)
2m π

)

sin
(
1+j
2m π

) = c+j .

В случае нечетного j аналогичные действия приведут к равенству

m−1∑

s=0

c+js = 0.

Для
m−1∑
s=0

c−js имеем следующий результат:

m−1∑

s=0

c−js =

{
c−j , j = 0, 2, 4, . . . , 2l ≤ m− 1,

0, j = 1, 3, . . . , 2l+ 1 ≤ m− 1,

где

c−j = (−1)n+m+1+ j
2

2m

2n+ 1

(2m− 2)!

j!
(
2n− 2n+1

2m (1 + j)
)
2n

×

× Γ

(
2n+ 1

2m
(1 + j)

) sin
(

(n+1)(1+j)
2m π

)

sin
(
1+j
2m π

) .

Учитывая вышеизложенное, отметим некоторые свойства функции U (x, y, ξ, η):
1) lim

y→η+0
D2s−1
y U (x, y, ξ, η) = lim

y→η−0
D2s−1
y U (x, y, ξ, η) = 0, s = 1, . . . ,m− 1;

2) lim
y→η+0

D2s
y U (x, y, ξ, η) = lim

y→η−0
D2s
y U (x, y, ξ, η) , s = 0, . . . ,m− 1;

3) lim
x→ξ+0

Ds
xU (x, y, ξ, η) = lim

x→ξ−0
Ds
xU (x, y, ξ, η) , s = 0, . . . , 2n.

Пусть теперь в области Ω = {(x, y) : 0 < x < p, 0 < y < q} нам дано неоднород-
ное уравнение

L [u] = g (x, y) , (4)

где функция g (x, y) непрерывно дифференцируема в Ω. Покажем, что функция

F (x, y) =

p∫

0

q∫

0

U (x, y, ξ, η)g (ξ, η) dξdη

при некотором подборе константы K удовлетворяет неоднородному уравнению (4).

Предварительно сделаем разрез области Ω прямыми η − ε, η + ε (ε достаточ-
но мало), в результате получим две области Ω1 = {(ξ, η) : 0 < ξ < p, 0 < η < y − ε} и
Ω2 = {(ξ, η) : 0 < ξ < p, y + ε < η < q}. Далее вычислим частные производные функ-
ции F (x, y) по каждой области и устремим ε к нулю. Имеем
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∂F

∂y
= lim
ε→+0


 ∂

∂y

y−ε∫

0

dη

p∫

0

U (x, y, ξ, η) g (ξ, η) dξ +
∂

∂y

q∫

y+ε

dη

p∫

0

U (x, y, ξ, η) g (ξ, η) dξ


=

= lim
ε→+0

p∫

0

(U (x, y, ξ, y − ε) g (ξ, y − ε)− U (x, y, ξ, y + ε) g (ξ, y + ε)) dξ+

+ lim
ε→+0




y−ε∫

0

dη

p∫

0

∂U

∂y
g (ξ, η) dξ +

q∫

y+ε

dη

p∫

0

∂U

∂y
g (ξ, η) dξ


 ,

Теперь перейдем к пределу. Если учесть свойство 2 функции U (x, y, ξ, η), то первое
слагаемое обнулится. В результате получим

∂F

∂y
=

p∫

0

q∫

0

∂

∂y
U (x, y, ξ, η)g (ξ, η) dξdη.

Аналогично,

∂2F

∂y2
= lim
ε→+0


 ∂

∂y

y−ε∫

0

dη

p∫

0

∂U

∂y
g (ξ, η) dξ +

∂

∂y

q∫

y+ε

dη

p∫

0

∂U

∂y
g (ξ, η) dξ


 =

= lim
ε→+0

p∫

0

(
∂U (x, y, ξ, y − ε)

∂y
g (ξ, y − ε)− ∂U (x, y, ξ, y + ε)

∂y
g (ξ, y + ε)

)
dξ+

+ lim
ε→+0




y−ε∫

0

dη

p∫

0

∂U

∂y
g (ξ, η) dξ +

q∫

y+ε

dη

p∫

0

∂U

∂y
g (ξ, η) dξ


 ,

Переходим к пределу. Если учесть свойство 3, то первый предел обнулится и в итоге
получим

∂2F

∂y2
=

p∫

0

q∫

0

∂2U

∂y2
g (ξ, η) dξdη.

Таким образом, будем иметь формулу

∂2m−1F

∂y2m−1
=

p∫

0

q∫

0

∂2m−1U

∂y2m−1
g (ξ, η) dξdη =

= K

m−1∑

s=0




y∫

0

dη

p∫

0

U∗
s (x, y, ξ, η) g (ξ, η) dξ −

q∫

y

dη

p∫

0

U∗
s (x, y, ξ, η) g (ξ, η) dξ


 .

В вышеуказанных вычислениях перестановка предела и производной законна, так
как подынтегральные выражения не имеют особенностей в рассматриваемых об-
ластях. Теперь вычислим частную производную 2m-го порядка по переменной y.
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Пусть

I (x, y) =

y∫

0

dη

p∫

0

U∗
s (x, y, ξ, η) g (ξ, η) dξ,

тогда

I (x, y +∆y)− I (x, y)

∆y
=

1

∆y

y+∆y∫

y

dη

p∫

0

U∗
s (x, y +∆y, ξ, η) g (ξ, η) dξ+

+
1

∆y

y∫

0

dη

p∫

0

(U∗
s (x, y +∆y, ξ, η)− U∗

s (x, y, ξ, η)) g (ξ, η) dξ = I1 + I2.

Для определенности будем считать, что ∆y > 0 (случай ∆y < 0 рассматривается
аналогично). Учитывая теорему 1, можем записать

lim
∆y→0

I1 = g (x, y) ,

I2 =

y∫

0

dη

p∫

0

∂U∗
s (x, y + θ∆y, ξ, η)

∂y
g (ξ, η) dξ.

Покажем, что справедливо равенство

lim
∆y→0

I2 = J =

y∫

0

dη

p∫

0

∂U∗
s (x, y, ξ, η)

∂y
g (ξ, η) dξ. (5)

Имеем

I2 = −
p∫

0

dξ

y∫

0

∂U∗
s (x, y + θ∆y, ξ, η)

∂η
g (ξ, η) dη =

−
p∫

0



U∗

s (x, y + θ∆y, ξ, η) g (ξ, η)|y0 −
y∫

0

U∗
s (x, y + θ∆y, ξ, η) g′η (ξ, η) dη



 dξ =

= −
p∫

0

(θ∆y)
a
f∗
s ((x− ξ) (θ∆y)

a
) g (ξ, y) dξ+

+

p∫

0

(y + θ∆y)
a
f∗
s ((x− ξ) (y + θ∆y)

a
) g (ξ, 0) dξ+

+

p∫

0

dξ

y∫

0

U∗
s (x, y + θ∆y, ξ, η) g′η (ξ, η) dη.

Так как функция f∗
s ограничена и a + 1 > 0, то во всех трех интегралах можно

переходить к пределу под знаком интеграла, что и означает верность равенства (5).
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Итак, получаем

∂2m

∂y2m

p∫

0

q∫

0

U (x, y, ξ, η)g (ξ, η) dξdη = 2mg (x, y) +

p∫

0

q∫

0

∂2m

∂y2m
U (x, y, ξ, η)g (ξ, η) dξdη.

Аналогично показывается справедливость равенства

∂2n+1

∂x2n+1

p∫

0

q∫

0

U (x, y, ξ, η)g (ξ, η) dξdη =

p∫

0

q∫

0

∂2n+1

∂x2n+1
U (x, y, ξ, η)g (ξ, η) dξdη,

отсюда следует формула

L [U ] = (−1)m+1 2mg (x, y) .

Таким образом, фундаментальное решение уравнения (2) имеет вид

U (x, y, ξ, η) =
(−1)

m+1

2m

m−1∑

s=0

Us (x, y, ξ, η).

Заключение. В данной работе мы сделали только первый шаг: построили фун-
даментальное решение. Следующим шагом будет изучение свойств, получение оце-
нок фундаментального решения и в дальнейшем использование его для решения
различных краевых задач.
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In recent years an enormous attention has been given to examining non-classical equations
in quotient derivatives. On the one hand, this is explained by the lack of studying of these
equations in theoretical way. On the other hand, often their enclosure to various problems of
mechanics, physics and technics has been found out. To less studied non classical equations
of high orders belongs the equation in this form:

Dp
xu (x, y) + aDq

yu (x, y) = F
(

x, y,D1
xu,D

1
yu, . . . ,D

p−1
x u,Dq−1

y u
)

,

Ds
tu =

∂su

∂ts
, p, q ∈ N, p > q, a = const.

This equation has only one system of characteristics y = const which is a p-multiple
characteristics. This equation with p = 3, q = 1 involves a famous equation of Cortevega —
de Vrize, and when p = 3, q = 2 it describes stationary flow of transonic gas.

In this paper in the area of Ω = {(x, y) : 0 < x < p, 0 < y < q} fundamental solution
U (x, y, ξ, η) for an equation

L [u] ≡ (−1)n D2n+1
x u (x, y)− (−1)m D2m

y u (x, y) = 0,

(2n+ 1, 2m) = 1, n,m ∈ N, n ≥ m

was built.

Keywords: odd-order equation, multiple characteristics, fundamental solution.
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