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Малоранговая аппроксимация матриц находит широкое применение при анализе боль-
ших данных, в рекомендательных системах в сети Интернет, для приближенного ре-
шения некоторых уравнений механики и в других областях. В статье предлагается
метод аппроксимации положительных матриц матрицами единичного ранга на основе
минимизации log-чебышёвского расстояния. Задача аппроксимации сводится к задаче
оптимизации, имеющей компактное представление в терминах идемпотентного полу-
поля с операцией вычисления максимума в роли сложения, которое часто называют
max-алгеброй. Приводятся необходимые определения и предварительные результаты
из области тропической математики, на основе которых строится решение исходной
задачи. С помощью применения методов и результатов тропической оптимизации на-
ходятся в явном виде все положительные матрицы, на которых достигается минимум
погрешности аппроксимации. Рассматривается численный пример, иллюстрирующий
применение предложенного метода одноранговой аппроксимации.
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1. Введение. К задаче аппроксимации матриц сводится значительное число
прикладных проблем из разных областей. Многие практические задачи, например
задачи вычислительной гидродинамики и теории электрических цепей, уравнения
балансов и сохранения в механике требуют решения системы линейных алгебраиче-
ских уравнений. Методы решения таких систем принято разделять на прямые и ите-
рационные. Прямые методы обычно опираются на LU -разложение и требуют боль-
ших затрат памяти и временных ресурсов. Применение техники малоранговой ап-
проксимации к множителям LU -разложения, изложенное в работе [1], значительно
повышает эффективность этих методов. Аналогичный подход может быть применен
и к решению задачи итерационными методами. Например, в [2] описано использова-
ние приближения LDLT -разложения, полученного на основе малоранговой аппрок-
симации, в качестве предобуславливателя. Потребность в аппроксимации возникает
при разработке рекомендательных систем в сети Интернет [3, 4] и при обработке
больших массивов данных [5, 6]. Матрицы, заполненные результатами физическо-
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го эксперимента, биологических наблюдений или оценками пользователей, могут
иметь пропуски или значения, которые затрудняют обработку данных. Аппрокси-
мация матрицами из выбранного множества матриц дает возможность представить
данные в удобной и корректной с математической точки зрения форме. В рабо-
тах [5, 7, 8] малоранговая аппроксимация матриц используется для решения задач
аппроксимации тензоров высоких порядков, возникающих в многомерном анализе
данных и методах обработки сигналов в системах телекоммуникации.

Понижение ранга матрицы при помощи аппроксимации существенно упрощает
ее структуру и позволяет сократить объем памяти для ее хранения. Особое значение
приобретает аппроксимация матрицами единичного ранга, которые устроены наибо-
лее просто. Так, если исходная матрица размера n×n определяется n2 элементами,
то матрица, полученная в результате одноранговой аппроксимации, задается всего
2n элементами. Подобное сжатие информации сопряжено с некоторыми потерями,
поэтому такие методы следует применять тогда, когда матрица предположительно
имеет малый ранг.

Во многих приложениях допущение о единичном ранге матрицы вполне оправ-
дано. Например, одноранговая аппроксимация оказывается полезной для задач, воз-
никающих в области машинного обучения [9], технического зрения [10] и в статисти-
ке [11]. Некоторые методы одноранговой аппроксимации описаны в работах [6, 12].
Известен ряд результатов, связанных с решением более общей задачи одноранго-
вой аппроксимации тензоров. В работах [13, 14] предложены методы одноранговой
аппроксимации тензоров, часть из которых может быть применена к матрицам.

Задача аппроксимации вещественной квадратной матрицы A ∈ Rn×n матрица-
ми X из некоторого подмножества S ⊂ Rn×n формулируется как задача оптимиза-
ции

min
X∈S

d(A,X),

d— функция расстояния на множестве Rn×n, измеряющая ошибку аппроксимации.
Подходы к решению задачи аппроксимации могут варьироваться в зависимости

от постановки исходной задачи и особенностей матрицы. Различия между подхода-
ми во многом определяются выбором функции расстояния. Многие подходы обеспе-
чивают алгоритмическое решение, которое ограничивается нахождением одной ап-
проксимирующей матрицы. При других подходах оказывается возможным описать
множество всех матриц, которые наилучшим образом аппроксимируют исходную,
в явном виде и в замкнутой форме. Такой подход позволяет из всего множества
матриц, на которых достигается минимум погрешности аппроксимации, выбрать
ту, дальнейшее использование которой наиболее предпочтительно в условиях кон-
кретной задачи.

Распространенным решением проблемы является применение к аппроксимации
матриц разновидностей метода наименьших квадратов, в основе которого лежит
минимизация евклидова расстояния. Варианты применения такого подхода описа-
ны в работах [13, 15, 16]. Метод надежен, но требует значительных затрат вычис-
лительных ресурсов, что делает его малопригодным для решения задач больших
размерностей или задач, в которых проблема экономии ресурсов является перво-
степенной. В [17] освещается использование расстояния Минковского (lp-метрики),
вычисление которого при p > 2 еще более трудоемко, чем расстояния Евклида.

Интерес представляет предельный случай lp-метрики при p → ∞, называемый
метрикой Чебышёва. В силу равномерности расстояния Чебышёва, его использова-
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ние в решении задачи аппроксимации должно обеспечивать хорошее приближение
исходной матрицы. В работе [17] доказывается существование приближения Чебы-
шёва с рангом r для любой матрицы A с бо́льшим рангом и результат сравнивается
с приближением в метрике Минковского с конечным p. Проблема чебышёвской ап-
проксимации сформулирована в [18] в виде задачи линейного программирования,
к решению которой могут применяться соответствующие методы, например сим-
плексный метод. В работе [19] показано, что в случае аппроксимации матрицами
единичного ранга задача чебышёвской аппроксимации является NP -полной и мо-
жет быть решена за полиномиальное время, если исходная матрица неотрицательна.

Для аппроксимации положительных матриц иногда целесообразнее перей-
ти к оценке погрешности в логарифмической шкале. Задача минимизации log-
чебышёвского расстояния может быть сведена к задаче конического программирова-
ния второго порядка, как в работе [20], и решена, например, барьерным методом [18].

В работах [21–23] для log-чебышёвской аппроксимации матриц предлагает-
ся применять методы тропической (идемпотентной) математики, которая связана
с изучением теории и приложений алгебраических систем с идемпотентными опера-
циями. В частности, для задачи одноранговой аппроксимации произвольной квад-
ратной матрицы в [21] найдено частное решение, которое строится при помощи тро-
пических собственных векторов некоторых матриц, полученных из исходной мат-
рицы.

В настоящей статье предлагается полное решение задачи аппроксимации по-
ложительных матриц при помощи матриц единичного ранга на основе минимиза-
ции log-чебышёвского расстояния. Задача аппроксимации приводится к задаче оп-
тимизации, записанной в компактной форме в терминах идемпотентного полуполя
с операцией вычисления максимума в роли сложения, которое часто называют max-
алгеброй. Для решения задачи используется подход на основе применения методов
и результатов тропической оптимизации [21, 24, 25], который позволяет описать все
решения задачи в явном виде в компактной векторной форме. Рассматривается чис-
ленный пример, иллюстрирующий применение предложенного метода одноранговой
аппроксимации.

2. Одноранговая log-чебышёвская аппроксимация. Чебышёвская аппрок-
симация положительной матрицы A = (aij) при помощи положительной матрицы
X = (xij) в логарифмической шкале использует функцию расстояния

d(A,X) = max
i,j

| log aij − log xij |,

где логарифм берется по основанию больше единицы.
Справедливо следующее утверждение.

Утверждение 1. Пусть A,X — положительные матрицы. Минимизация по
X величины d(A,X) эквивалентна минимизации

d′(A,X) = max
i,j

max{aijx−1
ij , a

−1
ij xij}.

Доказательство. Учитывая свойства логарифма по основанию больше еди-
ницы, имеем следующую цепочку равенств:
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d(A,X) = max
i,j

| log aij − log xij | = max
i,j

max{log(aijx−1
ij ),− log(aijx

−1
ij )} =

= max
i,j

max{log(aijx−1
ij ), log(a−1

ij xij)} = logmax
i,j

max{aijx−1
ij , a

−1
ij xij} = log d′(A,X).

В силу того, что логарифм является монотонной функцией, минимум величины
log d′(A,X) достигается там же, где достигается минимум d′(A,X). Следовательно,
минимизация величины d′(A,X) равносильна минимизации величины d(A,X).

Таким образом, задача log-чебышёвской аппроксимации сводится к задаче

min
X

d′(A,X).

Принимая во внимание то, что любая матрица X ранга 1 может быть пред-
ставлена в форме X = stT , где векторы s = (si) и t = (tj) не содержат нулевых
элементов, целевую функцию рассматриваемой задачи можно записать так:

d′(A,X) = d′(A, stT ) = max
i,j

max{s−1
i aijt

−1
j , sia

−1
ij tj}.

В результате задача одноранговой аппроксимации принимает следующий вид:

min
s,t

max
i,j

max{s−1
i aijt

−1
j , sia

−1
ij tj}, (1)

где минимум берется по всем положительным векторам s и t.

3. Элементы тропической математики. Приведем основные определения,
обозначения и предварительные результаты тропической (идемпотентной) матема-
тики [21, 24, 25], на которые будем опираться в дальнейшем. Для более детального
изучения могут быть использованы работы [26–29].

3.1. Идемпотентное полуполе. Идемпотентным полуполем называется ал-
гебраическая система (X,⊕,⊗, 0, 1), где X — непустое множество, которое замкнуто
относительно ассоциативных и коммутативных операций сложения ⊕ и умножения
⊗, и включает их нейтральные элементы 0 и 1. Сложение является идемпотентным,
то есть удовлетворяет условию x⊕x = x для всех x ∈ X. Умножение дистрибутивно
относительно сложения и для каждого x 6= 0 существует обратный по умножению
элемент x−1 такой, что x−1 ⊗ x = 1. Далее знак умножения ⊗, как обычно, опуска-
ется для сокращения записи.

В полуполе для любого x 6= 0 и целого p > 0 определена целая степень так,
что x0 = 1, xp = xp−1x, x−p = (x−1)p и 0p = 0. Дополнительно предполагается,
что полуполе является алгебраически полным, что обеспечивает решение уравнения
xp = a при любом натуральном p и a ∈ X и, тем самым, существование рациональных
степеней.

Для любых x, y ∈ X и рационального q ≥ 0 справедливо равенство (x ⊕ y)q =
xq ⊕ yq, которое представляет собой тропический аналог биномиального тождества.

В вещественном полуполе Rmax,× = (R+,max,×, 0, 1), где R+ — множество неот-
рицательных вещественных чисел, операция сложения ⊕ определена как взятие мак-
симума двух чисел и имеет нейтральный элемент 0, а умножение ⊗ определено как
арифметическое умножение с нейтральным элементом 1. Понятия обратного эле-
мента и степени имеют обычный смысл. Такое полуполе обычно называют max-
алгеброй.
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3.2. Матрицы и векторы. Множество всех матриц, которые имеют m строк
и n столбцов с элементами из X, обозначается через Xm×n. Матрица, все элементы
которой равны числу 0, называется нулевой и обозначается 0. Квадратная матри-
ца, все диагональные элементы которой равны числу 1, а недиагональные — числу
0, называется единичной и обозначается I. Матрица, у которой все элементы ни-
же или выше диагонали равны числу 0, — треугольная. Матрица называется раз-
ложимой, если перестановкой строк вместе с такой же перестановкой столбцов ее
можно привести к блочно-треугольному виду. В противном случае матрица назы-
вается неразложимой. Сложение и умножение двух матриц подходящего размера
и умножение матрицы на число выполняются по стандартным правилам с заменой
обычных арифметических операций на операции ⊕ и ⊗.

Для любой ненулевой матрицы A = (aij) ∈ Xm×n определена мультипликативно
сопряженная матрица A− = (a−ij) ∈ Xn×m с элементами a−ij = a−1

ji , если aji 6= 0, и

a−ij = 0 в противном случае.

След матрицы A = (aij) ∈ Xn×n вычисляется по формуле trA = a11⊕ · · ·⊕ ann.
Для любых двух матриц A,B ∈ Xn×n выполняется равенство tr(AB) = tr(BA).
Множество всех векторов-столбцов размера n с элементами из X обозначается

Xn. Вектор, все элементы которого равны 0, называется нулевым. Вектор называется
регулярным, если он не имеет нулевых элементов. Для ненулевого вектора-столбца
x = (xi) определен вектор-строка x− = (x−i ), где x−i = x−1

i , если xi 6= 0, и x−i = 0

иначе.

3.3. Собственное число и вектор матрицы. Число λ ∈ X и ненулевой
вектор x ∈ Xn называются собственным значением и собственным вектором квад-
ратной матрицы A ∈ Xn×n, если они удовлетворяют равенству

Ax = λx.

Любая матрица A = (aij) порядка n имеет собственное число, которое вычис-
ляется по формуле

λ =

n⊕

m=1

tr1/m(Am) =

n⊕

m=1

⊕

1≤i1,...,im≤n
(ai1i2 · · ·aimi1)1/m. (2)

Если у матрицы A есть другие собственные числа, то они по величине не пре-
восходят числа λ, которое называется спектральным радиусом матрицы.

Предположим, что λ 6= 0, и введем следующие матрицы:

Aλ = λ−1A, A∗
λ = I ⊕Aλ ⊕ · · · ⊕An−1

λ , A+
λ = AλA

∗
λ = Aλ ⊕ · · · ⊕An

λ.

Собственные векторы матрицы A, которые соответствуют λ, находятся так. По-
сле построения матриц Aλ и A+

λ составляется матрица A×
λ из тех столбцов матрицы

A+
λ , у которых диагональный элемент равен числу 1. Все собственные векторы мат-

рицы A имеют вид x = A×
λ u, где u— произвольный регулярный вектор.

3.4. Экстремальное свойство собственного числа. Предположим, что
задана матрица A ∈ Xn×n и требуется решить задачу

min
x

x−Ax, (3)

где минимум берется по всем регулярным векторам x ∈ Xn.
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В работе [25] получено полное решение задачи (3) в следующем виде.

Лемма 1. Пусть A — матрица со спектральным радиусом λ > 0. Тогда ми-
нимум в задаче (3) равен λ и достигается тогда и только тогда, когда x = A∗

λu,
где u ∈ Xn.

4. Задача тропической оптимизации и ее решение. В этом разделе рас-
сматривается задача оптимизации, записанная в терминах тропической математи-
ки, и приводится ее частное решение, полученное в работе [21]. Затем предлагается
полное решение задачи, которое основано на приведении задачи к виду (3) с после-
дующим применением леммы 1.

Пусть имеется матрица A ∈ Xn×n. Рассмотрим задачу минимизации в виде

min
x,y

x−Ay ⊕ y−A−x, (4)

где минимум берется по всем регулярным векторам x,y ∈ Xn.
В работе [21] найдено следующее решение.

Теорема 1. Пусть A— неразложимая матрица, µ— спектральный радиус
матрицы AA−. Тогда минимум в задаче (4) равен µ1/2 и достигается, когда x

и y = µ−1/2A−x— собственные векторы матриц AA− и A−A, соответствую-
щие µ.

Теперь представим новый результат, который определяет все векторы x и y,
обеспечивающие минимум в задаче (4), и тем самым дает полное решение этой за-
дачи.

Теорема 2. Пусть A— ненулевая матрица, а µ— спектральный радиус мат-
рицы AA−. Введем обозначения (AA−)µ = µ−1AA− и (A−A)µ = µ−1A−A. Тогда
минимум в задаче (4) равен µ1/2 и достигается тогда и только тогда, когда

x = (AA−)∗µv ⊕ µ−1/2A(A−A)∗µw,

y = µ−1/2A−(AA−)∗µv ⊕ (A−A)∗µw,

где v,w ∈ Xn.
В частности, минимум достигается, когда x и y = µ−1/2A−x— собственные

векторы матриц AA− и A−A, соответствующие µ.

Доказательство. Чтобы решить задачу (4), сначала приведем ее к виду (3).
Введем следующие обозначения:

z =

(
x

y

)
, B =

(
0 A

A− 0

)
, u =

(
v

w

)
.

Учитывая, что в этом случае выполняется равенство x−Ay⊕y−A−x = z−Bz,
задача (4) принимает вид

min
z

z−Bz.

Обозначим спектральный радиус матрицы B через η. Нетрудно понять, что для
любой ненулевой матрицы A матрица B будет иметь ненулевые элементы, располо-
женные симметрично относительно диагонали, откуда следует, что η > 0.
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Применяя лемму 1, получаем, что для задачи (4) справедливо равенство

min
z

z−Bz = η,

а все регулярные решения задачи с учетом обозначения Bη = η−1B имеют вид

z = B∗
ηu, u ∈ X2n.

В соответствии с формулой (2) спектральный радиус матрицы B равен

η =

2n⊕

k=1

tr1/k(Bk).

Для дальнейших преобразований полученного выражения вычислим для всех
натуральных k степени

B2k−1 =

(
0 A(A−A)k−1

A−(AA−)k−1 0

)
, B2k =

(
(AA−)k 0

0 (A−A)k

)
.

Заметим, что trB2k−1 = 0 и trB2k = tr(AA−)k ⊕ tr(A−A)k = tr(AA−)k.
Применяя тропический аналог биномиального тождества, получим

η =

2n⊕

k=1

tr1/k(Bk) =

n⊕

k=1

tr1/(2k)((AA−)k) =

(
n⊕

k=1

tr1/k((AA−)k)

)1/2

= µ1/2.

Используя полученные выражения для степеней матрицы B, вычислим

B∗
η =

2n−1⊕

k=0

Bk
η =

(
(AA−)∗µ µ−1/2A(A−A)∗µ

µ−1/2A−(AA−)∗µ (A−A)∗µ

)
.

После подстановки в равенство z = B∗
ηu будем иметь

(
x

y

)
=

(
(AA−)∗µ µ−1/2A(A−A)∗µ

µ−1/2A−(AA−)∗µ (A−A)∗µ

)(
v

w

)
.

Следовательно, все регулярные решения задачи (4) имеют вид

x = (AA−)∗µv ⊕ µ−1/2A(A−A)∗µw,

y = µ−1/2A−(AA−)∗µv ⊕ (A−A)∗µw,

где v,w ∈ Xn.
Предположим, что x и y = µ−1/2A−x являются собственными векторами для

матриц AA− и A−A, соответствующими µ. Так же, как в работе [21], покажем, что
на этих векторах достигается минимум µ1/2 в задаче (4).

Сначала проверим, что вектор y = µ−1/2A−x является собственным для мат-
рицы A−A. Действительно, A−Ay = µ−1/2A−AA−x = µ−1/2A−(µx) = µy.

Вычисление целевой функции для таких векторов x и y дает следующий ре-
зультат: x−Ay ⊕ y−A−x = µ−1/2x−AA−x⊕ µ1/2y−y = µ1/2x−x⊕ µ1/2y−y.

Учитывая, что векторы x и y ненулевые, имеем x−x = y−y = 1. Следовательно,
выполняется равенство x−Ay ⊕ y−A−x = µ1/2.
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Заметим, что вычислительная сложность полученного решения определяется
трудоемкостью вычисления матриц (AA−)∗µ и (A−A)∗µ, которая имеет порядок не
более, чем O(n4).

5. Решение задачи аппроксимации. Рассмотрим задачу одноранговой ап-
проксимации (1) положительной квадратной матрицы A порядка n. При замене
арифметических операций на операции полуполя Rmax,× получим целевую функ-
цию в виде ⊕

i,j

(s−1
i aijt

−1
j ⊕ sia

−1
ij tj) = s−A(t−)T ⊕ tTA−s.

Таким образом, задача (1) принимает вид

min
s,t

s−A(t−)T ⊕ tTA−s,

где минимум берется по всем регулярным векторам s и t.
Положив x = s, y = (t−)T , получим задачу тропической оптимизации в фор-

ме (4). В силу того, что матрица A положительная, матрица AA− тоже является
положительной и потому имеет спектральный радиус µ > 0 = 0. Таким образом,
выполнены условия теоремы 2. Применяя теорему, получим решение задачи ап-
проксимации в виде следующего утверждения.

Теорема 3. Пусть A— положительная матрица, µ— спектральный радиус
матрицы AA−. Введем обозначения (AA−)µ = µ−1AA− и (A−A)µ = µ−1A−A.
Тогда минимум погрешности аппроксимации матрицы A в задаче (1) равен µ1/2 и
достигается на матрицах вида stT , где s и t— положительные векторы такие,
что

s = (AA−)∗µv ⊕ µ−1/2A(A−A)∗µw,

tT = (µ−1/2A−(AA−)∗µv ⊕ (A−A)∗µw)−,

где v, w — векторы размера n.
В частности, минимальная погрешность достигается, когда s и tT =

µ1/2(A−s)− — собственные векторы матриц AA− и A−A, соответствующие µ.

6. Численный пример. Предположим, что требуется аппроксимировать по-
ложительную матрицу

A =




243 96 240 48
128 81 160 32
256 128 405 64
144 72 180 36


 .

Чтобы решить задачу, применим теорему 3. Сначала построим матрицы

A− =




1/243 1/128 1/256 1/144
1/96 1/81 1/128 1/72
1/240 1/160 1/405 1/180
1/48 1/32 1/64 1/36


 ,
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AA− =




1 243/128 243/256 27/16
27/32 1 81/128 9/8
27/16 81/32 1 9/4
3/4 9/8 9/16 1


 .

Вычисление спектрального радиуса матрицы AA− по формуле (2) дает

µ = 81/64.

Для нахождения собственных векторов матрицы AA− вычислим матрицы

(AA−)µ =




64/81 3/2 3/4 4/3
2/3 64/81 1/2 8/9
4/3 2 64/81 16/9

16/27 8/9 4/9 64/81


 ,

(AA−)2µ = (AA−)3µ =




1 3/2 3/4 4/3
2/3 1 1/2 8/9
4/3 2 1 16/9
16/27 8/9 4/9 64/81


 .

Затем найдем матрицы

(AA−)∗µ=




1 3/2 3/4 4/3
2/3 1 1/2 8/9
4/3 2 1 16/9
16/27 8/9 4/9 1


, (AA−)+µ =




1 3/2 3/4 4/3
2/3 1 1/2 8/9
4/3 2 1 16/9

16/27 8/9 4/9 64/81


.

Выбирая столбцы матрицы (AA−)×µ с единицами на диагонали, получаем мат-
рицу

(AA−)×µ =




1 3/2 3/4
2/3 1 1/2
4/3 2 1
16/27 8/9 4/9


 .

Заметим, что второй и третий столбцы матрицы (AA−)×µ пропорциональны
первому и потому могут быть отброшены без потери собственных векторов. Тогда
все собственные векторы, соответствующие собственному числу µ = 81/64, имеют
вид s = (1, 2/3, 4/3, 16/27)TU , где U — произвольное положительное число.

Положим U = 12 и вычислим соответствующий вектор tT = µ1/2(A−s)−. В ре-
зультате получим, что минимальная погрешность аппроксимации достигается, когда
s = (12, 8, 16, 64/9)T и tT = (9/8)(16, 8, 20, 4), а матрица аппроксимации имеет вид

stT =




216 108 270 54
144 72 180 36
288 144 360 72
128 64 160 32


 .

Теперь найдем все матрицы, на которых достигается минимум погрешности
аппроксимации. Для применения основного результата теоремы 3 сначала вычислим
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матрицу

µ−1/2A−(AA−)∗µ = (8/9)




1/192 1/128 1/256 1/144
1/96 1/64 1/128 1/72
1/240 1/160 1/320 1/180
1/48 1/32 1/64 1/36


 .

Затем рассмотрим матрицу

(A−A)µ =




64/81 1/2 5/4 16/81
2 64/81 5/2 32/81

4/5 2/5 64/81 64/405
4 2 5 64/81


 .

Вычисляя степени этой матрицы, получаем

(A−A)2µ = (A−A)3µ =




1 1/2 5/4 16/81
2 1 5/2 32/81

4/5 2/5 1 64/405
4 2 5 64/81


 ,

(A−A)∗µ =




1 1/2 5/4 16/81
2 1 5/2 32/81

4/5 2/5 1 64/405
4 2 5 1


 .

Наконец, построим матрицу

µ−1/2A(A−A)∗µ = (8/9)




243 243/2 1215/4 48
162 81 405/2 32
324 162 405 64
144 72 180 36


 .

Возьмем векторы v и w и составим векторы

s =




1 3/2 3/4 4/3
2/3 1 1/2 8/9
4/3 2 1 16/9

16/27 8/9 4/9 1


 v ⊕ (8/9)




243 243/2 1215/4 48
162 81 405/2 32
324 162 405 64
144 72 180 36


w,

(tT )− = (8/9)




1/192 1/128 1/256 1/144
1/96 1/64 1/128 1/72
1/240 1/160 1/320 1/180
1/48 1/32 1/64 1/36


v ⊕




1 1/2 5/4 16/81
2 1 5/2 32/81

4/5 2/5 1 64/405
4 2 5 64/81


w.

Чтобы упростить полученные выражения, введем новые векторы V = (V1, V2)
T

и W = (W1,W2)
T с элементами

V1 = v1/12⊕ v2/8⊕ v3/16, V2 = v4/9,

W1 = 16w1 ⊕ 8w2 ⊕ 20w3, W2 = 4w4.
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Нетрудно проверить, что при переходе к новым переменным выражения для
векторов s и t принимают вид

s =




12 12
8 8
16 16

64/9 9


V ⊕ (8/9)




243/16 12
81/8 8
81/4 16
9 9


W ,

(tT )− = (8/9)




1/16 1/16
1/8 1/8
1/20 1/20
1/4 1/4


V ⊕




1/16 4/81
1/8 8/81
1/20 16/405
1/4 1/4


W .

В частности, при V1 = 1, V2 =W1 =W2 = 0 имеем полученное ранее решение

s =




12
8
16

64/9


 , (tT )− = (8/9)




1/16
1/8
1/20
1/4


 , stT =




216 108 270 54
144 72 180 36
288 144 360 72
128 64 160 32


 .

Если положить V1 =W1 = 0, V2 =W2 = 1, получим решение, которое сохраняет
последний столбец исходной матрицы,

s =




12
8
16
9


 , (tT )− =




1/18
1/9
2/45
1/4


 , stT =




216 108 270 48
144 72 180 32
288 144 360 64
162 81 405/2 36


 .

При V1 = W2 = 0, V2 = W1 = 1 имеем решение, которое сохраняет последнюю
строку матрицы,

s =




27/2
9
18
9


 , (tT )− =




1/16
1/8
1/20
1/4


 , stT =




216 108 270 54
144 72 180 36
288 144 360 72
144 72 180 36


 .

7. Заключение. В настоящей статье исследована проблема аппроксимации
матриц матрицами более низкого ранга и приведено решение задачи одноранго-
вой аппроксимации для случая положительных матриц. Решение основывается на
представлении задачи аппроксимации в виде задачи оптимизации и использовании
результатов тропической математики. Представленный метод находит в явном ви-
де все матрицы, на которых достигается минимум погрешности аппроксимации и
имеет трудоемкость не более, чем O(n4), где n— размерность задачи. Применение
метода продемонстрировано на численном примере. В силу того, что векторы, кото-
рые задают аппроксимирующие матрицы, определяются явными формулами, стано-
вится возможным дальнейшее изучение свойств этих матриц, а также выбор среди
них матриц, удовлетворяющих дополнительным ограничениям, которые могут быть
установлены в конкретной задаче.
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Low-rank matrix approximation finds wide application in the analysis of big data, in rec-
ommendation systems on the Internet, for approximate solution of some equations in me-
chanics, and in other fields. In the paper, a method for approximating positive matrices by
matrices of unit rank is proposed on the basis of minimization of log-Chebyshev distance.
The approximation problem is reduced to an optimization problem that has a compact rep-
resentation in terms of an idempotent semifield that uses the operation of taking maximum
in the role of addition, and is often called the max-algebra. The necessary definitions and
preliminary results of tropical mathematics are given, on the basis of which the solution
of the original problem is derived. Using methods and results of tropical optimization, all
the positive matrices which provide the minimum of approximation error are obtained in
explicit form. A numerical example that illustrates the application of the proposed rank-one
approximation method is considered.

Keywords: tropical mathematics, idempotent semifield, rank-one matrix approximation,
log-Chebyshev distance.
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