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В настоящей статье рассматривается приближение функций из обширных классов, за-
данных на счетном объединении отрезков вещественной оси, с помощью целых функ-
ций экспоненциального типа. При росте типа приближающих функций оказывает-
ся возможным скорость приближения в окрестностях концов отрезков сделать более
высокой, чем в окрестностях их внутренних точек. При этом общая неравномерная
по отрезкам шкала приближения в зависимости от типа целой функции аналогична
шкале, впервые появившейся при изучении приближения функций на отрезке поли-
номами. Для случая одного отрезка и приближения полиномами упомянутая шкала
позволила соединить так называемые «прямые» теоремы — утверждения о возможной
скорости приближения полиномами гладкой функции — и «обратные» теоремы, т. е.
утверждения о гладкости функции, приближаемой полиномами с данной скоростью.
Приближения целыми функциями на счетном объединении отрезков для случая клас-
сов Гёльдера ранее были изучены в двух предыдущих работах авторов. Настоящая
статья существенно расширяет класс пространств для функций, из которых удается
построить приближение целыми функциями с требуемыми свойствами.

Ключевые слова: гладкие функции, целые функции экспоненциального типа, прибли-
жение на подмножестве вещественной оси.

В данной работе модуль непрерывности ω(t) предполагается удовлетворяющим
условию

x∫

0

ω(t)

t
dt+ x

∞∫

x

ω(t)

t2
dt ≤ c · ω(x). (1)

В дальнейшем мы будем существенно опираться на результаты из статей [1, 2].
В частности, будем использовать введенные там обозначения.

Пусть In — отрезки [an, bn], n ∈ Z. Предполагаем, что все отрезки In по-
парно дизъюнктны, Jn — отрезки [bn, an+1]. Далее считаем, что существуют числа
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α0, β0, α1, β1 такие, что выполняются соотношения

0 < α0 ≤ |In|
|Im| ≤ β0, n,m ∈ Z,

0 < α1 ≤ |Jn|
|Jm| ≤ β1, n,m ∈ Z.

Нашим основным геометрическим объектом будет множествоE =
⋃
n∈Z

[an, bn]. С мно-

жеством E свяжем шкалу скорости приближения следующим образом: для ρ > 1 че-
рез Eρ([−1, 1]) обозначим образ окружности {ξ : |ξ| = ρ} при отображении функцией
Жуковского z = 1

2 (ξ +
1
ξ ):

Eρ([−1, 1]) =

{
z ∈ C : z =

1

2

(
ξ +

1

ξ

)
, |ξ| = ρ

}
.

Для a < b положим

Eρ([a, b]) =
a+ b

2
+
b− a

2
Eρ([−1, 1]).

Положим также dρ(z, [a, b]) = dist(z, Eρ([a, b]), dρ(z, E) = min
n∈Z

dρ(z, [an, bn]).

Через ΛωM обозначим множество комплекснозначных функций f , заданных на
E : |f(x)| ≤ M,x ∈ E и |f(x2) − f(x1)| ≤ cfω(|x2 − x1|), x1, x2 ∈ E. Если r ≥ 1, то
Λr+ωM (E) — класс комплекснозначных функций на E : |f(x)| ≤M,x ∈ E, и f (r) ∈ ΛωM1

с некоторым M1 > 0.
Множество целых функций экспоненциального типа, не превосходящих σ и

ограниченных на вещественной оси, будем обозначать через Tσ. Предполагаем, что
множество E удовлетворяет условиям (3) и (4) из [1]. Основной результат данной
работы состоит в следующем.

Теорема. Пусть функция f ∈ Λr+ωM (E), модуль непрерывности ω(t) удовле-
творяет условию (1), r ≥ 0. Тогда для любого σ ≥ 1 найдется функция Fσ ∈ Tσ
такая, что при x ∈ E справедлива оценка

|f(x)− Fσ(x)| ≤ cE,fd
r
1+ 1

σ

(x,E)ω(d1+ 1
σ
(x,E)). (2)

Построение приближающих целых функций требует определения геометриче-
ских объектов и связанных с ними алгоритмов. В работах [1, 2] применялось по-
строение, зависящее от растущего к бесконечности количества параметров, соответ-
ственно алгоритм создания аппроксимирующей функции содержал интеграл по кубу
растущей к бесконечности размерности. В новом подходе удалось обойтись одним
параметром и соответствующим образом изменить алгоритм. При этом оказалось
возможным провести оценки для гораздо более широкого класса функций.

В [1, 2] существенно использовалось построение континуума Γ(X ′, X ′′), приве-
денного в [1] в соотношении (13). Начнем доказательство теоремы с модификации
построения. Из соотношения (4) в [1], предполагаемого для отрезков In, составля-
ющих множество E : E =

⋃
n∈Z

In, следует, что можно выбрать q > 0 : q < 1
7 |In| для

∀n ∈ Z. Пусть Zq = {qn}n∈Z — решетка с шагом q. В силу выбора q для каждого
n ∈ Z существует не менее шести последовательных точек Zq, лежащих на открытом
интервале In. Обозначим 6 этих точек через xnj

, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6.
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Положим I ′n = [xn2 , xn3 ], I
′′
n = [xn4 , xn5 ]. Пусть t ∈ [0, q], x′n(t) = xn2 + t, x′′n(t) =

xn4 + t. Через τ(x) в этой работе будем обозначать отрезок τ(x) = [x, x− iq], sn(t)—
это следующее объединение отрезков:

sn(t) = τ(x′′n−1(t)) ∪ [x′′n(t)− iq, x′n(t)− iq] ∪ τ(x′n(t)). (3)

Далее, пусть имеется

Γ(t) =
⋃

n∈Z

sn(t)
⋃ ⋃

n∈Z

[an, bn].

Через ϕ+(z, t) обозначим обратную к ψ+(ξ, t) функцию, а через ϕ−(z, t)— функ-
цию, обратную к ψ−(ξ, t). D+(t)— область, для которой ∂D+(t) = Γ(t) и i ∈
D+(t), D−(t)— внутренняя часть множества C \D+(t).

Теперь мы продолжим функцию f в C функцией f1 в точности так, как это было
сделано в соотношениях (14)–(22) работы [1], используя метод псевдопродолжения
Е. М. Дынькина [3, 4]. В силу (23)–(26) из [1] имеем интегральное представление при
x ∈ E:

f(x) = −
∑

n∈Z

1

π

∫

intEρ0(In)

f ′
1z̄(z)

z − x
dm2(z), (4)

в котором фигурируют эллипсы Eρ0(In), задаваемые формулами (1), (2) из [1],
Eρ0(In) = Eρ0 ([an, bn]).

Через ψ+(ξ, t) обозначим конформное отображение верхней полуплоскости
C+ = {ξ : Imξ > 0} на область D+(t) так, что выполняются условия

ψ+(∞, t) = ∞,
ψ+(iξ, t)

iξ
−−−−−→
ξ→+∞

1,

а функция ψ−(ξ, t) отображает нижнюю плоскость C− = {ξ : Imξ < 0} на область
D−(t) так, что

ψ−(∞, t) = ∞,
ψ−(iξ, t)

iξ
−−−−−→
ξ→−∞

1.

Аналогично соотношениям (27), (28) в [1] полагаем для s ∈ R и ξ > 0

z+ξ,s(z, t) = ψ+ (ϕ+(z, t) + s+ iξ, t) , z ∈ D+(t), (5)

z−ξ,s(z, t) = ψ− (ϕ−(z, t) + s− iξ, t) , z ∈ D−(t). (6)

Для функций z+ξ,s и z−ξ,s, определенных в (5) и (6), справедливы оценки (29), (30)
из [1], поскольку области D+(t) и D−(t) являются частными случаями областей D+

иD− из [1, 2]. Эти оценки аналогичны оценкам для ограниченных функций областей
из [5–7].

Выберем постоянные k и m, как это сделано в [2]: положим k+1 = 4(r+1),m =
8(k + 1) + 2, постоянную cm выберем из соотношения

cm ·
∞∫

−∞

(
sin τ

τ

)m
dτ = 1. (7)
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Используя функции z±ξ,s, определенные в (5) и (6), запишем функции Rk как в [2]:

Rk(z, w, ξ, s, t) =





1
z+
ξ,s

(z,t)−w

(
1 +

k∑
ν=1

(
z+
ξ,s

(z,t)−z
z+
ξ,s

(z,t)−w

)ν)
, z ∈ D+(t),

1
z−
ξ,s

(z,t)−w

(
1 +

k∑
ν=1

(
z−
ξ,s

(z,t)−z
z−
ξ,s

(z,t)−w

)ν)
, z ∈ D−(t).

(8)

Так же, как в [2], пусть σ1 = σ/m, σ ≥ 1. Применяя формулы (4) и (8), напишем
следующее представление:

Fσ(w, t) = −
∑

n∈Z

1

π

∫

intEρ0 (In)

f ′
1z̄(z)×

×


 cm

σm−1
1

∞∫

−∞

(
sin sσ1
s

)m
ds ·Rk

(
z, w,

1

σ1
, s, t

)
 dm2(z). (9)

Пусть A = 2π/q, постоянная br выбрана из равенства

br

q∫

0

sin2r+2Atdt = 1. (10)

Теперь определим приближающую функцию

Fσ(w) = br

q∫

0

sin2r+2A(w − t) · Fσ(w, t)dt. (11)

Как следует из результатов (26)–(40) в [2], Fσ(w, t)— функция экспоненциального
типа, не превосходящая σ, поэтому (10) влечет, что Fσ — функция экспоненциаль-
ного типа, не превосходящая σ + (2r + 2)A.

Пусть x ∈ In0 ⊂ E. Будем оценивать разности Fσ(x) − f(x), используя оценки
(8)–(25) из [2]. Так, из соотношений (4), (7) и (10) получаем представление

f(x) = − 1

π

∑

n∈Z

br

σm−1
1

q∫

0

sin2r+2Atdt · cm
+∞∫

−∞

(
sinσ1s

s

)m
ds ·

∫

intEρ0(In)

f ′
1z̄(z)

z − x
dm2(z).

(12)
Тогда определения (9) и (11) функций Fσ(w, t) и Fσ(w) с учетом равенства∫ q
0
sin2r+2Atdt =

∫ q
0
sin2r+2A(x − t)dt влекут соотношение

Fσ(x) − f(x) = − 1

π

∑

n∈Z

∫

intEρ0 (In)

f ′
1z̄(z) · br

q∫

0

sin2r+2A(x− t)dt×

× cm

σm−1
1

∞∫

−∞

(
sin sσ1
s

)m
ds ·

(
1

z − x
−Rn

(
z, x,

1

σ1
, s, t

)
dm2(z)

)
=
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= − 1

π

∫

intEρ0(In0 )

f ′
1z̄(z) · br

q∫

0

sin2r+2A(x− t)dt · cm

σm−1
1

∞∫

−∞

(
sin sσ1
s

)m
ds×

×
(

1

z − x
−Rn

(
z, x,

1

σ1
, s, t

))
dm2(z)−

− 1

π

∑

n∈Z

n6=n0

f ′
1z̄(z) · br

q∫

0

sin2r+2A(x − t)dt · cm
σ1

m−1
∞∫

−∞

(
sin sσ1
s

)m
ds×

×
(

1

z − x
−Rn

(
z, x,

1

σ1
, s, t

))
dm2(z) = Tn0(x) + Vn0(x). (13)

Оценки (12)–(15) из [2] непосредственно применим для оценивания члена Vn0(x) из
(13). Они дают неравенство

|Vn0(x)| ≤ c · dr1+ 1
σ

(x,E)ω(d1+ 1
σ
(x,E)). (14)

Остается оценить слагаемое Tn0(x). В случае, когда выполняется неравенство |x −
xn0j | ≥ q/4, j = 2, 3, 4, 5, те же оценки (12)–(15) из [2] дают соотношение

|Tn0(x)| ≤ c · dr1+ 1
σ

(x,E)ω(d1+ 1
σ
(x,E)). (15)

Осталось рассмотреть случай, когда для какого-либо значения j0 = {2, 3, 4, 5} вы-
полнено |x − xn0,j0 | < q/4. Поскольку xn0 ∈ Zq, sinA(x − t) = sinA(x − xn0j0 − t)
и

q∫

0

sin2r+2A(x− t)dt =





xn03∫
xn02

sin2r+2A(x− t)dt, j0 = 2 или 3,

xn04∫
xn03

sin2r+2A(x− t)dt, j0 = 4 или 5.

(16)

Дальнейшие рассуждения аналогичны в случаях j0 = 2 или 3 и j0 = 4 или 5. Пусть,
для определенности, j0 = 2 или 3. Тогда получим оценку

|Tn0(x)| ≤
1

π
br

xn03∫

xn02

sin2r+2A(x− t)dt

∫

intEρ0(In0 )

|f ′
1z̄(z)|×

×

∣∣∣∣∣∣
cm
σm1

∞∫

−∞

(
sin sσ1
s

)m
ds ·

(
1

z − x
−Rk

(
z, x,

1

σ1
, s, t− xn02

))∣∣∣∣∣∣
dm2(z). (17)

Воспользовавшись соотношениями (10)–(28) из [2], для внутреннего интеграла
в (17) получим оценку c η = 1/σ:

∫

intEρ0(In0 )

|f ′
1z̄(z)| ×

×

∣∣∣∣∣∣
cm
σm1

∞∫

−∞

(
sin sσ1
s

)m
ds ·

(
1

z − x
−Rk

(
z, x,

1

σ1
, s, t− xn02

))∣∣∣∣∣∣
dm2(z) ≤
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≤ c ·max(|z+ζ,0(x, t− xn02)− x|rω(|z+ζ,0(x, t− xn02)− x|),
|z−ζ,0(x, t − xn02)− x|rω(|z−ζ,0(x, t− xn02)− x|)). (18)

Соотношения (35) и (36) из [1] для x ∈ In0, t ∈ [xn02, xn03], |x − xn02| < q/4 или
|x− xn03| < q/4 влекут неравенства

|z±ζ,0(x, t− xn02)− x| ≤ c
η

|x− t|+√
η
< c

η

|x− t| . (19)

Теперь из (17), (18), (19) получаем оценку

|Tn0(x)| ≤
1

π
br

xn03∫

xn02

sin2r+2A(x− t) · ηr

|x− t|rω
(

η

|x− t|

)
dt ≤

≤ c

xn03∫

xn02

(x− t)2r+2 · ηr

|x− t|r+1
ω(η)dt ≤ cηrω(η). (20)

В рассматриваемой ситуации, когда |x − xn0j0 | < q/4, j0 = 2, 3, 4, 5, справедливо
соотношение d1+ 1

σ
(x,E) ≍ η, поэтому неравенство (20) и соотношения (14) и (15)

доказывают теорему.
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In the present paper we consider the approximation of smooth functions from various classes
with the help of entire functions of exponential type. We assume that our smooth functions
f are defined on an union of countable set of segments {[an; bn]} lying on the real axis
such that all of those segments are commensurable and all complementary intervals are
commensurable too. Let ω be a modulus of continuity satisfying a classical Dini condition,
namely

x
∫

0

ω(t)

t
dt+ x

∞
∫

x

ω(t)

t2
dt ≤ c · ω(x).

We consider classes of functions f such that f is bounded on
⋃

n∈Z

[an; bn] and for all r ≥ 0,

x1, x2 ∈ In one has a property |f (r)(x2)− f (r)(x1)| ≤ cfω(|x2 − x1|), f
(0) def

= f . We denote
through Tσ a set of entire functions of exponential type ≤ σ bounded on the real axis. The
main result of our paper is following.

Theorem. Let a function f and a modulus of continuity ω satisfy conditions mentioned

above. Then for any σ ≥ 1 there exists a function Fσ ∈ Tσ such that for x ∈
⋃

n∈Z

[an; bn]

one has an estimate

|f(x)− Fσ(x)| ≤ cfd
r

1+ 1
σ
(x,

⋃

n∈Z

[an; bn])ω(d1+ 1
σ
(x,

⋃

n∈Z

[an; bn])),

where characteristic dρ(x, . . .) was introduced in our paper (Vestnik St. Petersburg Univ.:
Math. 49, issue 4, 373–378 (2016)).

Keywords: smooth functions, entire functions of exponential type, approximation on subsets
of real line.
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