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Рассматриваются разные стадии релаксации в высокоскоростных и высокотемпера-
турных газах с физико-химическими процессами на основе модельных кинетических
уравнений. Выписываются макроскопические уравнения в нулевом приближении мо-
дифицированного метода Чепмена—Энскога, а также выражения для потоковых чле-
нов газодинамических уравнений в терминах интенсивных и экстенсивных парамет-
ров. Выводится формула для скорости звука (как скорости распространения малых
возмущений) с параметром æ, который в рассматриваемых условиях не является по-
стоянной величиной.

Ключевые слова: модельные кинетические уравнения, разные стадии релаксации, экс-
тенсивные и интенсивные параметры.

Введение. Математическое описание процессов переноса в высокоскоростных
и высокотемпературных газах в основном осуществляется с помощью кинетических
уравнений, обобщающих уравнения Больцмана (см., например, [1–3]). Наибольшие
трудности при решении кинетических уравнений связаны с присутствием в них ин-
тегральных операторов столкновений. Для упрощения решения задач можно ис-
пользовать модельные кинетические уравнения. В работах [4, 5] были предложе-
ны модельные уравнения для кинетического описания простого одноатомного газа.
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Позднее БГК-модель была обобщена для случая газовых смесей и газов с внутрен-
ними степениями свободы (см., например, [6, 7]).

Как известно (см., например, [1–3]), столкновения молекул, сопровождающиеся
переходами энергии внутренних степеней свободы из одного вида в другой и хи-
мическими реакциями, происходят с различной частотой. Во многих случаях мож-
но выделить две группы: первая группа соответствует «быстрым» микроскопиче-
ским процессам, вторая группа описывает «медленные» микроскопические процес-
сы (скорость «быстрых» процессов много больше, а скорость «медленных» процес-
сов сравнима с характерной скоростью изменения макропараметров). В ситуации,
когда все столкновения относятся к первой группе, имеем равновесные распределе-
ния молекул. Если первая группа включает только часть столкновений, получаем
неравновесные распределения по некоторым внутренним степеням свободы наряду
с равновесными распределениями по другим внутренним и поступательным степе-
ням свободы молекул. Стадии релаксации газа определяются группой «быстрых»
микроскопических процессов и соответствующими статистическими распределени-
ями. Для решения кинетических уравнений на разных стадиях релаксации можно
использовать модифицированный метод Чепмена—Энскога (ММЧЭ) [2].

В работе [8] предложена БГК-модель для аппроксимации той части интеграль-
ного оператора кинетических уравнений, которая соответствует «быстрым» микро-
скопическим процессам. В этом случае модельные уравнения позволяют получить
замкнутые системы уравнений для минимального числа экстенсивных или сопря-
женных им интенсивных параметров при исследовании равновесных и неравновес-
ных режимов течений газовых смесей с физико-химическими процессами.

1. Обобщение БГК-модели. Время формирования статистического распре-
деления, обусловленное столкновениями определенного типа, называется временем
релаксации. В газовых смесях с внутренними степенями свободы и химическими
реакциями времена релаксации удовлетворяют некоторой системе неравенств, на-
зываемой «иерархией времен релаксации» [9].

Обычно эти неравенства можно записать в виде

τTT ≤ τRT ≪ . . .≪ τV RT ≪ . . .≪ τeq , (1)

где времена релаксации τTT , τRT , τV RT соответствуют установлению равновесия по
поступательным, вращательным, колебательным степеням свободы молекул; через
τeq обозначено время установления полного термодинамического и химического рав-
новесия.

Пусть θ— характерное время изменения макроскопических параметров, τ —
максимальное время релаксации «быстрых» микропроцессов. Тогда можно ввести
малый параметр ε = τ/θ ≪ 1. При таких условиях система кинетических уравнений
может быть записана в безразмерном виде [2, 3, 10]

Difi =
1

ε
J ′
i + J ′′

i , i = 1, I. (2)

Здесь дифференциальный оператор Di характеризует изменение функций распре-
деления fi(r,u, t) при движении молекул вдоль фазовых траекторий; интеграль-
ные операторы J ′

i , J
′′
i описывают их изменение за счет столкновений молекул. Ин-

декс i определяет химический сорт частиц и набор квантовых чисел, характеризую-
щих уровни внутренней энергии. Предполагается, что внутренняя энергия молекулы
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является квантованной, а поступательная энергия описывается квазиклассически.
Оператор J ′

i соответствует «быстрым» микроскопическим процессам; J ′′
i описывает

«медленные» микроскопические процессы; ε— аналог числа Кнудсена для столкно-
вений, определяемых оператором J ′

i .
Существует много работ (см., например, [1–3, 8, 10, 11]), посвященных решению

уравнения (2), когда ε→ 0. В данной статье используются функции распределения
в виде [6]

f
(0)
i = si

m3
i

h3
exp

(
γ0

(
mic

2

2
+ ε̃i

)
+

Λ∑

λ=1

γλψ
(λ)
i

)
, (3)

где h— постоянная Планка; mi, si и c— масса, статистический вес и собственная
скорость i-й молекулы (c = u− v, u— скорость микрочастиц в неподвижной систе-
ме координат, v(r, t) — среднемассовая скорость газа); ε̃i — часть внутренней энер-
гии молекулы, которая обменивается с поступательной энергией при столкновениях,

описываемых оператором J ′
i ; ψ

(λ)
i (λ = 1,Λ) — аддитивные инварианты столкнове-

ний этого оператора; γλ (λ = 0,Λ) — параметры, которые могут зависеть лишь от
координат и времени.

Функции (3) совпадают с функциями распределения в нулевом приближении
ММЧЭ для решения уравнений (2). Условия нормировки этих функций могут быть
представлены в виде

ψ0 = ẽ =
∑

i

∫
f
(0)
i

(
mic

2

2
+ ε̃i

)
dc = −3

2

n(0)

γ0
+
∑

i

n
(0)
i ε̃i, (4)

ψλ =
∑

i

∫
f
(0)
i ψ

(λ)
i dc =

∑

i

n
(0)
i ψ

(λ)
i , λ = 1,Λ. (5)

Здесь ψ0 = ẽ и ψλ — плотности определяющих экстенсивных параметров, которые

соответствуют суммарным значениям инвариантов столкновений ψ
(0)
i = mic

2/2+ ε̃i

и ψ
(λ)
i в единице объема,

n
(0)
i =

∫
f
(0)
i dc = si exp

(
γ0ε̃i +

Λ∑

λ=1

γλψ
(λ)
i

)(−2πmi

γ0h2

)3/2

, n(0) =
∑

i

n
(0)
i . (6)

Сравнение правой части соотношения (4) с известными результатами термоди-
намики приводит к равенству

γ0 = − 1

kT
(7)

(k— постоянная Больцмана, T — температура газа).
Чтобы избежать трудностей, связаных со сложной формой интегральных опе-

раторов столкновений можно использовать следующую систему модельных кинети-
ческих уравнений [8]:

Difi =
f
(0)
i − fi
τ

+ J ′′
i , i = 1, I. (8)

Имея те же преимущества и недостатки, что и БГК-модель, система (8) может ис-
пользоваться для описания слабых отклонений от равновесных, а также неравно-
весных квазистационарных функций распределения (3).
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Одним из критериев адекватности предложенной кинетической модели являет-
ся справедливость H-теоремы Больцмана. Для модельных уравнений (8) эта теорема
доказана в [8]. В данной работе предлагается использовать систему кинетических
уравнений (8) для исследования процессов переноса на разных стадиях релаксации
газов с физико-химическими процессами.

2. Макроскопические уравнения в нулевом приближении ММЧЭ.

Умножая каждое из уравнений (8) на инварианты столкновений mic и ψ
(λ)
i (λ =

0,Λ), интегрируя результат по пространству скоростей c и суммируя по i, получим
макроскопические уравнения для v и ψλ (см. (4) и (5)):

dv

dt
= −1

̺
∇ ·P, (9)

dψ0

dt
=
dẽ

dt
= −ẽ∇ · v −P : ∇v −∇ · q0 + r0, (10)

dψλ
dt

= −ψλ∇ · v −∇ · qλ + rλ, λ = 1,Λ. (11)

Здесь для простоты предполагается, что внешние силы отсутствуют; d/dt = ∂/∂t+
v · ∇; тензор давления определяется формулой

P =
∑

i

∫
fimi ccdc, (12)

вектор переноса энергии mic
2/2 + ε̃i имеет вид

q0 =
∑

i

∫
fiψ

(0)
i cdc =

∑

i

∫
fi

(
mic

2

2
+ ε̃i

)
cdc, (13)

вектор переноса любых инвариантов ψ
(λ)
i (λ = 1,Λ) запишется как

qλ =
∑

i

∫
fiψ

(λ)
i cdc, λ = 1,Λ, (14)

релаксационные члены примут вид

r0 =
∑

i

∫ (
mic

2

2
+ ε̃i

)
J ′′
i dc, rλ =

∑

i

∫
ψ
(λ)
i J ′′

i dc, λ = 1,Λ. (15)

Следует отметить, что уравнение неразрывности

d̺

dt
+ ̺∇ · v = 0 (16)

является следствием уравнений (11), так как среди этих уравнений присутствуют
уравнения, связанные с сохранением определенных неделимых частиц.

Макроскопические параметры ψ0 = ẽ и ψλ (λ = 1,Λ) являются плотностями
основных экстенсивных параметров, знание которых определяет характер течения
газовой смеси в рассматриваемых условиях.
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В нулевом приближении, когда fi = f
(0)
i , получаем

P(0) = p I, q
(0)
λ = 0, λ = 0,Λ, (17)

p = −n
(0)

γ0
= n(0)kT, (18)

где p— давление, I— единичный тензор.
В этом случае газодинамические уравнения (9)–(11) можно записать в виде

d0v

dt
= −1

̺
∇p, (19)

d0ψ0

dt
=
d0ẽ

dt
= − (ẽ+ p)∇ · v + r

(0)
0 , (20)

d0ψλ
dt

= −ψλ∇ · v + r
(0)
λ , λ = 1,Λ. (21)

Эти уравнения включают релаксационные члены

r
(0)
λ =

∑

i

∫
ψ
(λ)
i J ′′

i

(
f (0)

)
dc, λ = 0,Λ. (22)

Величины ψ0 = ẽ и ψλ (λ = 1,Λ) связаны с параметрами γλ (λ = 0,Λ), входящи-
ми в функции распределения (3). Величины γλ (λ = 0,Λ) являются интенсивными
параметрами, сопряженными плотностям экстенсивных параметров ψλ (λ = 0,Λ).

Учитывая соотношения (3)–(6), можно представить левые части уравнений (20),
(21) в виде

d0ψλ
dt

=

Λ∑

ν=0

∂ψλ
∂γν

d0γν
dt

. (23)

Согласно представлению (23) можем рассматривать уравнения (20), (21) как систему
линейных алгебраических уравнений для определения неизвестных d0γν/dt (ν =
0,Λ). Решение этой системы можно записать в виде [11, 12]

d0γλ
dt

= −χλ∇ · v + χ̃λ, λ = 0,Λ. (24)

Здесь

χλ =
det

′(0)
λ

det
; χ̃λ =

det
′′(0)
λ

det
; (25)

определитель det— якобиан перехода от экстенсивных к интенсивным параметрам:

det =
D (ψ0, ψ1, . . . , ψΛ)

D (γ0, γ1, . . . , γΛ)
(26)

(в [3] доказано, что det > 0); det
′(0)
λ получается из (26), если столбец производных

по γλ заменить столбцом коэффициентов при ∇·v в правых частях уравнений (20),

(21); det
′′(0)
λ получается из (26) заменой того же столбца на столбец релаксационных

членов (22).
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Используя соотношения (18) и (6), уравнение (19) можно представить в виде [11]

d0v

dt
=

1

〈m〉

〈
h̃
〉
∇γ0 +

∑Λ
λ=1 〈ψλ〉∇γλ
γ0

, (27)

где 〈m〉 = ̺/n(0), 〈h̃〉 = (ẽ + p)/n(0) и 〈ψλ〉 = ψλ/n
(0) — средние значения массы,

энтальпии и инвариантов ψ
(λ)
i , приходящиеся на одну молекулу.

Согласно (4)–(6) и (18) выражение в правой части уравнения (27) определяется
параметрами γλ (λ = 0,Λ), зависящими от координат и времени.

Система уравнений (24) и (27) является замкнутой системой для скорости v и
интенсивных параметров γλ (λ = 0,Λ) в нулевом приближении ММЧЭ. Эта система
описывает течения невязкого и нетеплопроводного газа.

3. Интегралы движения и скорость распространения малых возмуще-

ний. В механике жидкости скорость звука ассоциируется со скоростью распростра-
нения малых возмущений в невязкой и нетеплопроводной жидкости.

Если пренебрегать операторами J ′′
i в уравнениях (2) и (8) и релаксационными

членами r
(0)
λ и χ̃λ (λ = 0,Λ) в правых частях уравнений (20) и (21), то, следуя

традиционным методам (см., например, [13]), можно получить интегралы движения.
Эти интегралы можно записать в виде [14]

ψλ
̺

= const, (28)

γ0
ẽ+ p

̺
+

Λ∑

λ=1

γλ
ψλ
̺

= const, (29)

∂ϕ

∂t
+
v2

2
+
ẽ+ p

̺
= 0. (30)

Ноль в правой части интеграла Лагранжа (30) связан с особым выбором потенциала
скорости ϕ.

В случае малых возмущений также можно пренебречь членами (v ·∇)γλ и χ̃λ в
уравнении (24) и членами v2/2 в (30). В результате вместо (24) получим уравнение

∂γλ
∂t

= −χλ∇ · v, λ = 0,Λ, (31)

вместо уравнения (30) получим

∂ϕ

∂t
+
ẽ+ p

̺
= 0. (32)

Продифференцировав полученное из (30) уравнение (32) по времени, получим

∂2ϕ

∂t2
= − ∂

∂t

(
ẽ+ p

̺

)
. (33)

Используя интегралы (28) и (29), можем переписать (33) в виде

∂2ϕ

∂t2
=

1

γ0

(
ẽ+ p

̺

∂γ0
∂t

+

Λ∑

λ=1

ψλ
̺

∂γλ
∂t

)
. (34)
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Используя выражения (25) и уравнения (31), будем иметь

∂2ϕ

∂t2
= − 1

γ0̺

(
(ẽ+ p)χ0 +

Λ∑

λ=1

ψλχλ

)
∇ · v. (35)

С учетом соотношения ∇ · v = ∇ · (∇ϕ) = ∆ϕ, выражения (18) для давления и
обозначений, введенных в (27), получаем волновое уравнение

∂2ϕ

∂t2
=
p

̺

(〈
h̃
〉
χ0 +

Λ∑

λ=1

〈ψλ〉χλ
)
∆ϕ. (36)

Коэффициент при операторе Лапласа ∆ϕ в волновом уравнении (36) можно
ассоциировать с квадратом скорости звука [15]:

a2 =

(〈
h̃
〉
χ0 +

Λ∑

λ=1

〈ψλ〉χλ
)
p

̺
. (37)

Соотношение (37) можно переписать в традиционном виде

a2 = æ
p

̺
, æ =

〈
h̃
〉
χ0 +

Λ∑

λ=1

〈ψλ〉χλ (38)

не является постоянной величиной. Формулы (38) позволяют определять зависи-
мость скорости звука от температуры T (или γ0) и других интенсивных парамет-
ров. Эти формулы использовались в [16] для исследования влияния колебательного
возбуждения молекул на скорость звука.

Заключение. Рассмотренные в статье модельные уравнения (8) позволяют по-
лучить замкнутые системы уравнений для минимального числа экстенсивных или
сопряженных им интенсивных параметров при исследовании равновесных и нерав-
новесных режимов течений газовых смесей с физико-химическими процессами. По-
лученные макроскопические уравнения (24) и (27) являются замкнутой системой
уравнений для скорости v и интенсивных параметров γλ, описывающей течения
невязкого и нетеплопроводного газа в нулевом приближении модифицированного
метода Чепмена—Энскога. Квадрат скорости звука определяется как коэффициент
при операторе Лапласа в волновом уравнении (36). При этом параметр æ в рассмат-
риваемых условиях не является постоянным, а формулы (38) можно использовать
для исследования зависимости скорости звука от температуры T и интенсивных
параметров γλ (λ = 1,Λ).
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Various relaxation stages of gas flows with physical and chemical processes are considered
in zero- and first-order approximations of the modified Chapman—Enskog method in terms
of intensive parameters which are conjugated to governing extensive ones for this relaxation
stage. To simplify the transport processes investigation, the model kinetic equations are
used. In these equations the BGK-type operator substitutes a group of collision operators
which describe the forming of the quasi-stationary distribution functions on the relaxation
stage under review. Proposed model equations can be used for the study of any equilib-
rium and non-equilibrium regimes of the flows when strong deviations from the equilibrium
distributions over chemical species and part of internal energy are observed along with
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weak deviations from equilibrium of translational energy and remaining part of the inter-
nal energy. The expressions for transport fluxes are given in terms of intensive parameters.
The formula for sound velocity (as the velocity of propagation of small perturbations) with
coefficient æ which is not constant in considered conditions is given.

Keywords: model kinetic equations, various relaxation stages, extensive and intensive pa-
rameters.
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