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Рассматриваются локально равновесные течения ионизованных химически однород-
ных одноатомных газов. Используются макроскопические уравнения сохранения им-
пульса, энергии, общего числа ионов с максимальным зарядом и общего числа элек-
тронов (имеются в виду как связанные, так и свободные ионы и электроны). Для этих
уравнений выведен ряд интегральных соотношений. Получена аналитическая форму-
ла, позволяющая исследовать влияние электронных степеней свободы и термической
ионизации на скорость звука. Для иллюстрации приводятся температурные зависимо-
сти равновесных концентраций компонентов и адиабатического коэффициента в иони-
зованном гелии разной плотности.

Ключевые слова: локально равновесные течения, одноатомные газы, термическая
ионизация, уравнения сохранения, скорость распространения малых возмущений,
адиабатический коэффициент.

Введение. Исследование локально равновесных течений ионизованных газов
имеет важное значение для решения многих научных и технологических задач.

В настоящее время при исследовании течений газов с физико-химическими про-
цессами широко используются методы кинетической теории газов. Присутствие за-
ряженных частиц во многих случаях приводит к необходимости изменения класси-
ческого уравнения Больцмана и его обобщений из-за расходимости некоторых ин-
тегралов, связанной с использованием кулоновского потенциала, а также из-за по-
явления динамической поляризации и крупномасштабных флуктуаций среды (см.,
например, монографии [1–6] или работы [7, 8]).

Так как в настоящей статье мы рассматриваем локально равновесные течения
идеальной плазмы, то в ней, как и в [9], используются кинетические уравнения,
которые являются простым обобщением уравнений для смесей нейтральных газов
с физико-химическими процессами (см., например, [10–12]). Следствием этого явля-
ется возможность использования стандартного уравнения переноса микроскопиче-
ских признаков, на основании которого выводятся уравнения сохранения. Эти же
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условия сохранения используются при выводе равновесных функций распределе-
ния [13–15].

Такой подход позволяет упростить исследование локально равновесных течений
ионизованных газов и вывод соответствующих интегралов движения. Кроме того,
при этом удается получить аналитическую формулу для скорости распространения
малых возмущений. Эта формула позволяет определить влияние степени ионизации
газа на величину адиабатического коэффициента и скорость звука.

1. Кинетические и газодинамические уравнения. С повышением темпе-
ратуры в химически однородном одноатомном газе возбуждаются электронные сте-
пени свободы, активизируются процессы обмена электронами, ионизация и нейтра-
лизация.

Если известно, что в исследуемых потоках газа возможна k-кратная ионизация
атомов, система кинетических уравнений может быть записана в виде

Dcifci = Jci, c = 0, k, (1)

Defe = Je, (2)

где fci (r,u, t)— функции распределения «тяжелых» частиц (атомов и ионов с заря-
дом c = +1, . . . ,+k), индекс i соответствует фиксированному уровню энергии частиц
сорта c и определяется набором квантовых чисел ic+1, ic+2, . . . , ik, характеризующих
уровни энергии электронов, присутствующих в электронной оболочке, окружающей
ион с зарядом +k; fe (r,u, t)— функции распределения свободных электронов; Dci и
De — дифференциальные операторы, описывающие изменение функций распределе-
ния вдоль фазовых траекторий; Jci и Je — интегральные операторы, описывающие
изменение функций распределения при столкновениях.

В рассматриваемой ионизованной смеси при всех столкновениях наряду с им-
пульсом сохраняется полная энергия, число ионов с зарядом +k и электронов (име-
ются в виду как связанные, так и свободные ионы и электроны).

При использовании одножидкостной модели плазмы газодинамическая ско-
рость определяется формулой

ρ (r, t)v (r, t) =

k∑

c=0

∑

i

∫
fci (r,u, t)mcudu+

∫
fe (r,u, t)meudu, (3)

где mc и me — массы соответствующих частиц, массовая плотность газа ρ дается
формулой

ρ (r, t) =
k∑

c=0

mcnc +mene, (4)

а числовые плотности тяжелых частиц и электронов определяются выражениями

nc =
∑

i

∫
fcidu, (5)

ne =

∫
fedu. (6)

Общее число частиц n в единице объема газа соответственно равно

n =
∑

c

nc + ne (7)
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Равновесные функции распределения в ионизованных одноатомных газах, получен-
ные в [13, 15], после перехода к собственным скоростям c = u− v примут вид

f
(0)
ci = sci

m3
c

h3
exp

(
γ0

(
mcc

2

2
+ εci

)
+ γ1 + γ2 (k − c)

)
, c = 0, k, (8)

f (0)
e =

m3
e

h3
exp

(
γ0
mec

2

2
+ γ2

)
. (9)

Здесь h— постоянная Планка, εci и sci — внутренняя энергия и соответствующий ей
статистический вес атомов и ионов; коэффициенты γ0, γ1 и γ2 зависят от координат
и времени и определяются из условий нормировки:

k∑

c=0

∑

i

∫
f
(0)
ci

(
mcc

2

2
+ εci

)
dc+

∫
f (0)
e

mec
2

2
dc = e (r, t) , (10)

k∑

c=0

∑

i

∫
fcidc =

k∑

c=0

nc = ñk (r, t) , (11)

k∑

c=0

(k − c)
∑

i

∫
fcidc+

∫
fedc =

k∑

c=0

nc (k − c) + ne = ñe (r, t) , (12)

где e (r, t), ñk (r, t), ñe (r, t)— полная собственная энергия, общие числа ионов с заря-
дом +k и электронов в единице объема (как свободных, так и входящих в «тяжелые»
частицы).

Из термодинамики известно, что при классическом и квазиклассическом опи-
саниях поступательных степеней свободы энергия e (r, t) в равновесии может быть
представлена в виде

e =
3

2
nkT + eint, (13)

где k— постоянная Больцмана, T — термодинамическая температура газа, eint —
внутренняя электронная энергия атомов и ионов в единице объема.

В этих условиях из соотношений (8)–(10) и (13) следует равенство

γ0 = − 1

kT
.

Для нейтральных газовых смесей с физико-химическими процессами из кинети-
ческих уравнений в нулевом приближении метода Чепмена—Энскога была выведена
система макроскопических уравнений сохранения [16]. Эта система включала наря-
ду с уравнением движения дифференциальные уравнения для суммарных значений
столкновительных инвариантов в единице объема.

Действуя по аналогии с [16], можно вывести подобную систему уравнений для
локально равновесных течений ионизованных химически однородных газов. Эта си-
стема будет иметь вид

dv

dt
= F − 1

ρ
∇p, (14)

de

dt
= − (e+ p) divv, (15)
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dñk
dt

= −ñkdivv, (16)

dñe
dt

= −ñedivv, (17)

где F — внешняя сила, действующая на единицу массы газа, а давление p определя-
ется формулой

p = − n

γ0
= nkT. (18)

Замечание 1. Наряду с выражением для плотности, представленным в (4),
можно записать соотношение

ρ = mkñk +meñe,

из которого следует, что уравнение неразрывности

dρ

dt
+ ρdivv = 0

является следствием уравнений (16) и (17).

Замечание 2. Используя уравнение неразрывности, уравнение (15) можно пе-
реписать в виде

dH

dt
=

1

ρ

dp

dt
, (19)

где H = (e+ p) /ρ = h̃/ρ— удельная энтальпия.

Замечание 3. Так как параметры e, ñk, ñe и p зависят от координат и времени
через коэффициенты γ0, γ1 и γ2 (см. формулы (8)–(12) и (18)), уравнения (15)–(17)
можно заменить уравнениями

dγ0
dt

= −∆0

∆
divv,

dγ1
dt

= −∆1

∆
divv,

dγ2
dt

= −∆2

∆
divv.

(20)

Здесь ∆ = D (e, ñk, ñe) /D (γ0, γ1, γ2)— якобиан перехода от параметров e, ñk,ñe к
γ0, γ1, γ2; ∆λ (λ = 0, 1, 2) — определители ∆, в которых столбцы производных по γλ
заменены столбцом коэффициентов при divv в правых частях уравнений (15)–(17).

2. Интегралы движения. Соотношения, которые оказываются выполненны-
ми в разных задачах механики жидкости и газа, часто называют интегралами дви-
жения (см., например, [17]). Именно такие соотношения, справедливые при любых
локально равновесных течениях ионизованного газа, приводятся в настоящем пара-
графе.

1. Легко видеть (см. (15)–(17) и уравнение неразрывности), что массовые доли
ионов с зарядом +k и электронов постоянны на траекториях газовых частиц:

mkñk
ρ

= const,
meñe
ρ

= const. (21)
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2. При движении плазмы в консервативном поле массовых сил, действуя тра-
диционным методом, для стационарных течений можно вывести интеграл Бернулли

v2

2
+ U +H = const, (22)

где U — потенциал массовых сил.
3. Для безвихревых движений ионизованной смеси в консервативном поле мас-

совых сил мы также можем получить интеграл Лагранжа

∂ϕ

∂t
+
v2

2
+ U +H = f (t) . (23)

Здесь ϕ— скоростной потенциал, который может быть выбран так, чтобы правая
часть соотношения (23) равнялась нулю.

3. Скорость звука. В газовой динамике скорость звука ассоциируется со ско-
ростью распространения малых возмущений. В [18] при рассмотрении слабых воз-
мущений безвихревой баротропной среды было выведено волновое уравнение для
потенциала скорости ϕ:

∂2ϕ

∂t2
=
dp

dρ
∆ϕ. (24)

Обыкновенная производная dp/dρ была приравнена к квадрату скорости звука.
В принципе, коэффициент в волновом уравнении для потенциала скорости мож-

но ассоциировать с квадратом скорости звука и в ситуации, когда он имеет более
сложное выражение, а жидкость априори не является баротропной. Таким образом
была исследована скорость звука в колебательно неравновесном газе из ангармони-
ческих осцилляторов [19].

Пусть потенциал скорости ϕ введен таким образом, что правая часть равен-
ства (23) равна нулю, а скорость v мала настолько, что везде можно пренебречь
членами второго порядка малости. Тогда интеграл Лагранжа примет вид

∂ϕ

∂t
+ U +H = 0, (25)

а в уравнениях (15)–(17), (19) и (20) индивидуальная производная d/dt может быть
заменена местной производной ∂/∂t.

В условиях, когда потенциал массовых сил U не зависит от времени, в резуль-
тате дифференцирования соотношения (25) будем иметь равенство

∂2ϕ

∂t2
= −∂H

∂t
,

которое с учетом формулы (19) может быть представлено в виде

∂2ϕ

∂t2
= −1

ρ

∂p

∂t
. (26)

Формула (18) для давления позволяет выразить правую часть равенства (26)
через производные ∂γλ/∂t (λ = 0, 1, 2):

−1

ρ

∂p

∂t
=

1

ργ0

[(
∂n

∂γ0
− n

γ0

)
∂γ0
∂t

+
∂n

∂γ1

∂γ1
∂t

+
∂n

∂γ2

∂γ2
∂t

]
, (27)
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где n— общее число частиц в единице объема (7). Учитывая то, что общее число
частиц n определяется через функции распределения (8) и (9), можно получить
соотношения

∂n

∂γ0
= e,

∂n

∂γ1
= ñk,

∂n

∂γ2
= ñe. (28)

Подставляя в (27) равенства (28) и соотношения (20), в которых производные d/dt
заменены производными ∂/∂t, будем иметь

−1

ρ

∂p

∂t
= − 1

ργ0

[
(e+ p)

∆0

∆
+ ñk

∆1

∆
+ ñe

∆2

∆

]
divv. (29)

После подстановки (29) в (26), учитывая равенство divv = ∆ϕ, получим волновое
уравнение

∂2ϕ

∂t2
= a2∆ϕ, (30)

где

a2 = − 1

ργ0

[
(e+ p)

∆0

∆
+ ñk

∆1

∆
+ ñe

∆2

∆

]
. (31)

Вводя в рассмотрение средние значения энтальпии, ионов и электронов, приходя-
щихся на одну микрочастицу, можем записать

e+ p = n〈h〉, ñk = n〈ñk〉, ñe = n〈ñe〉. (32)

При этом, опять используя выражение для давления (18), придем к обычной фор-
муле для скорости звука:

a2 = κ
p

ρ
. (33)

Однако в рассматриваемых условиях коэффициент κ не постоянен и имеет доста-
точно сложную структуру:

κ = 〈h̃〉∆0

∆
+ 〈ñk〉

∆1

∆
+ 〈ñe〉

∆2

∆
. (34)

Аналитические формулы (33) и (34) позволяют оценить влияние параметров
γ0 (или T ), γ1 и γ2, а значит влияние равновесного состава плазмы на величину
адиабатического коэффициента и скорость звука.

4. Влияние степени ионизации газа на величину адиабатического ко-

эффициента. Чтобы рассчитать равновесный состав термически ионизованного
одноатомного газа при любой температуре по формулам (5) и (6), необходимо опре-
делить значения коэффициентов γ1 и γ2. Для этого можно воспользоваться методом,
описанным в [13–15]. Указанный метод позволяет вычислить равновесные концен-
трации компонентов смеси в случае, когда известны температура смеси T , началь-
ная числовая плотность n(0) нейтрального газа и максимально возможная степень
ионизации при заданной температуре.

Для иллюстрации в настоящей работе приводятся результаты численного рас-
чета равновесного состава двукратно ионизованного гелия с начальной числовой
плотностью n(0) = NL (рис. 1, а) и n(0) = NL · 10−4 (рис. 1, б ), где NL — число Лош-
мидта.
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а

б

Рис. 1. Равновесный состав двукратно ионизованного
гелия при n(0) = NL (а); n(0) = NL ·10−4 (б ). Кривые 1 со-
ответствуют относительной концентрации атомов: n0/n(0);
2 — ионов с зарядом +1: n1/n(0); 3 — ионов с зарядом +2:
n2/n(0); 4 — электронов: ne/n(0).

Из рис. 1 видно, что при нагревании сначала в смеси кроме нейтральных ато-
мов появляются ионы с зарядом +1 и свободные электроны. Затем при дальнейшем
увеличении температуры число ионов с зарядом +1 уменьшается, так как они распа-
даются на ионы с зарядом +2 и электроны. При достаточно высоких температурах
смесь состоит только из ионов с зарядом +2 и электронов.

Сравнивая температурные зависимости на рис. 1, а и б можно отметить, что
в газе с меньшей начальной плотностью ионизация как первого, так и второго по-
рядков начинается при более низких температурах, и для полной ионизации более
разреженного газа требуется нагревание до меньших температур. Следует также
отметить, что в газе с начальной плотностью n(0) = NL · 10−4 ионизация второго
порядка начинается при температурах, при которых однократная ионизация уже
полностью прошла. Аналитическое объяснение этого явления приводится в [15].

Для ионизованных смесей, равновесный состав которых описан выше, были рас-
считаны температурные зависимости адиабатического коэффициента κ.

Температурные зависимости адиабатического коэффициента κ, вычисленные
по формуле (34) для ионизованного гелия с n(0) = NL и n(0) = NL · 10−4, приведе-
ны на рис. 2. Сопоставление кривых на рис. 1 и 2 показывает, что коэффициент κ
существенно зависит от состава ионизованной смеси.
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Рис. 2. Адиабатический коэффициент κ в ионизован-
ном гелии с различной начальной плотностью. Кривая 1
соответствует n(0) = NL; 2 — n(0) = NL · 10−4.

При сравнительно низких температурах, когда газ состоит только из атомов He
и можно считать, что энергия газа равна 3/2nkT , в результате расчетов по форму-
ле (34) получено значение κ = 1.66.

Вследствие повышения температуры возбуждается электронная энергия атома
(энергия внешнего электрона), что приводит к понижению коэффициента κ. В про-
цессе ионизации появляются ионы He+, причем на начальном этапе можно считать,
что они обладают лишь поступательными степенями свободы. Это приводит к тому,
что при некоторой температуре коэффициент κ начинает возрастать.

Дальнейший рост температуры приводит к возбуждению электронной энергии
иона с зарядом +1. На этом этапе начинается новое понижение коэффициента κ.
Далее в результате термической ионизации и отрыва второго электрона образуют-
ся ионы He++. Так как они обладают лишь поступательной энергией, уменьшается
общее число степеней свободы частиц и, начиная с некоторой температуры, коэф-
фициент κ снова возрастает.

Все эти особенности температурной зависимости коэффициента κ наблюдаются
у каждой кривой на рис. 2. На кривой 1, соответствующей газу с начальной плотно-
стью n(0) = NL, изменения поведения температурной зависимости κ(T ) выражены
более слабо и начинаются при более высоких температурах. На кривой 2, соответ-
ствующей начальной плотности газа n(0) = NL ·10−4, все изменения поведения κ(T )
(как и изменения равновесного состава на рис. 1, б ) выражены достаточно резко и
наблюдаются при более низких температурах. Кроме того, в этих условиях в силу
полной двукратной ионизации газа (см. рис. 1, б ), начиная с температуры ∼ 25000K,
коэффициент κ опять равен 1.66.

Заключение. В работе показано применение методов кинетической теории га-
зов и статистической термодинамики для описания локально равновесных течений
химически-однородных ионизованных газов с известной степенью ионизации ато-
мов +k. Такой подход позволяет:

1) вывести систему уравнений, содержащую наряду с уравнением Эйлера (14)
уравнения (15)–(17) для плотностей определяющих экстенсивных параметров (энер-
гии e, общего числа ионов ñk и электронов ñe);

2) заменить уравнения (15)–(17) для плотностей скалярных экстенсивных па-
раметров уравнениями (20) для сопряженных интенсивных параметров;

3) выписать ряд основных интегралов движения (21)–(23);

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2018. Т. 5 (63). Вып. 2 317



4) получить традиционное выражение (33) для квадрата скорости звука и вы-
вести формулу (34), определяющую зависимость адиабатического коэффициента κ
от температуры и состава ионизованного газа.

Для иллюстрации в работе рассматриваются локально равновесные течения
ионизованного гелия. Приводятся результаты численного расчета равновесного со-
става газа и адиабатического коэффициента в широком диапазоне температур при
разных значениях начальной плотности. Анализ полученных результатов показыва-
ет значительное влияние плотности ионизованного газа на температурные зависи-
мости концентраций его компонентов и величину адиабатического коэффициента.
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The local equilibrium flows of ionized chemically homogeneous monatomic gases are con-
sidered. Macroscopic conservation equations for momentum, energy, total number of the
ions with maximum charge and total number of electrons (both connected and free) are
used. A series of integral relations are deduced for these equations. Analytical formula that
allows us to investigate to the influence of electron energy and thermal ionization on sound
velocity is obtained. For an illustration the dependencies on temperature are deduced for
equilibrium concentration components and adiabatic coefficient in ionized helium with var-
ious density.

Keywords: local equilibrium flows, monatomic gases, thermal ionization, conservation equa-
tions, velocity of propagation of small perturbations, adiabatic coefficient.
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