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Для изучения негладких функций В. Ф. Демьяновым были предложены экзостеры. Это
семейства выпуклых компактов, позволяющие представлять главную часть прираще-
ния изучаемой функции в окрестности рассматриваемой точки в виде минимакса или
максимина линейных функций. В терминах этих объектов были описаны условия экс-
тремума, что дало возможность строить новые алгоритмы решения задач недифферен-
цируемой оптимизации. Экзостеры определяются неоднозначно. Чем меньше экзостер,
тем ниже вычислительные затраты при работе с ним. Поэтому возникает задача сокра-
щения имеющегося семейства. Впервые эта задача была рассмотрена В. А. Рощиной.
Ею были получены условия минимальности экзостеров, а также описаны некоторые
методы их сокращения тогда, когда эти условия не выполнены. Однако оказалось, что
экзостерное отображение не является непрерывным в метрике Хаусдорфа, что приво-
дит к проблемам со сходимостью численных методов. Для преодоления этой проблемы
В. Ф. Демьяновым было введено понятие коэкзостеров. Они позволяют представлять
главную часть приращения изучаемой функции в окрестности рассматриваемой точки
в виде минимакса или максимина аффинных функций. Можно выделить класс функций
с непрерывным коэкзостерным отображением. В терминах этих объектов также удалось
описать условия экстремума. Однако и коэкзостеры определяются неоднозначно. В дан-
ной работе впервые рассматривается задача сокращения коэкзостеров. Используются
определения минимальности, введенные В. А. Рощиной, но в отличие от предложенных
в работах В. А. Рощиной идей, разрабатываются условия минимальности и техника со-
кращения, имеющие наглядную геометрическую интерпретацию.
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1. Необходимые сведения. Пусть f : X → R — непрерывная функция, где X ⊂
Rn — открытое множество.

Функция f называется дифференцируемой по направлениям в смысле Дини в
точке x ∈ X , если для любого g ∈ Rn существует конечный предел

f ′
D(x, g) = lim

α↓0

f(x+ αg)− f(x)

α
.

Величина f ′
D(x, g) называется производной Дини функции f в точке x по направле-

нию g.

Функция f называется дифференцируемой по направлениям в смысле Адамара
в точке x ∈ X , если для любого g ∈ Rn существует конечный предел

f ′
H(x, g) = lim

[α,g′]→[+0,g]

f(x+ αg′)− f(x)

α
.

Величина f ′
H(x, g) называется производной Адамара функции f в точке x по направ-

лению g.

Пусть S = {g ∈ Rn | ‖g‖ = 1}— единичная сфера с центром в нуле. Так как функ-
ции hx(g) = f ′

D(x, g) и hx(g) = f ′
H(x, g) являются положительно однородными как

функции от g, можем рассматривать их только на S.

Условия оптимальности описываются в терминах производных по направле-
нию [1].

Теорема 1. Пусть функция f : X → R дифференцируема в смысле Дини (Ада-
мара) в точке x∗ ∈ X. Для того чтобы точка x∗ была локальным минимумом
функции f на X, необходимо, чтобы выполнялись неравенства

f ′
D(x∗, g) ≥ 0 ∀g ∈ S,

f ′
H(x∗, g) ≥ 0 ∀g ∈ S.

Условие

f ′
H(x∗, g) > 0 ∀g ∈ S

является достаточным для строго локального минимума функции f на X.

Теорема 2. Пусть функция f : X → R дифференцируема в смысле Дини (Ада-
мара) в точке x∗ ∈ X. Для того чтобы точка x∗ была локальным максимумом
функции f на X, необходимо, чтобы выполнялись неравенства

f ′
D(x∗, g) ≤ 0 ∀g ∈ S,

f ′
H(x∗, g) ≤ 0 ∀g ∈ S.

Условие

f ′
H(x∗, g) < 0 ∀g ∈ S

является достаточным для строго локального максимума функции f на X.

Для получения условий в более конструктивной форме нужно специальное пред-
ставление для производных по направлению.
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В [1, 2] было введено понятие экзостеров. Обозначим hx(g) = f ′(x, g), где
f ′(x, g)— производная по направлению в смысле Дини или Адамара. Пусть функ-
ция hx(g) является липшицевой. Тогда для всех g ∈ S эта функция может быть
представлена (см. [3, 4]) как в виде

hx(g) = h1(x, g) = min
C∈E∗(x)

max
v∈C

〈v, g〉, (1)

так и в виде

hx(g) = h2(x, g) = max
C∈E∗(x)

min
v∈C

〈v, g〉, (2)

где E∗(x), E∗(x) — семейства выпуклых компактов из Rn, которые называются верх-
ним и нижним экзостерами функции f в точке x в смысле Дини или Адамара соот-
ветственно.

Существует хорошо разработанное исчисление экзостеров [1], в терминах этих
объектов описываются условия оптимальности [5, 6]. Это дает возможность построить
новые оптимизационные алгоритмы. Экзостеры определяются неоднозначно. Очевид-
но, чем меньше семейство, тем ниже вычислительные затраты при его использовании.
Так возникает задача сокращения экзостеров. Впервые эта задача была рассмотрена
В. А. Рощиной в работах [7–9].

Отображения E∗(x), E∗(x) в (1) и (2) разрывны в метрике Хаусдорфа, поэтому
их применение в оптимизационных алгоритмах может приводить к проблемам со схо-
димостью [10]. Для преодоления этой проблемы было введено понятие коэкзостеров.

Будем говорить, что в точке x функция f имеет верхний коэкзостер в смысле
Дини, если справедливо разложение

f(x+∆) = f(x) + min
C∈E(x)

max
[a,v]∈C

[a+ 〈v,∆〉] + ox(∆), (3)

где E(x) — семейство выпуклых компактов из Rn+1 и ox(∆) удовлетворяет условию

lim
α↓0

ox(α∆)

α
= 0 ∀∆ ∈ R

n. (4)

Если ox(∆) в (3) удовлетворяет условию

lim
||∆||→0

ox(∆)

||∆|| = 0, (5)

тогда будем говорить, что в точке x функция f имеет верхний коэкзостер в смысле
Адамара. Семейство E(x) называют верхним коэкзостером функции f в точке x.

Будем говорить, что в точке x функция f имеет нижний коэкзостер в смысле
Дини, если справедливо разложение

f(x+∆) = f(x) + max
C∈E(x)

min
[b,w]∈C

[b+ 〈w,∆〉] + ox(∆), (6)

где E(x) — семейство выпуклых компактов из R
n+1 и ox(∆) удовлетворяет (4). Если

ox(∆) в (6) удовлетворяет условию (5), тогда будем говорить, что в точке x функция
f имеет нижний коэкзостер в смысле Адамара. Семейство E(x) называют нижним
коэкзостером функции f в точке x.
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Функция f непрерывна, поэтому из (3) и (6) (для ∆ = 0n) следует равенство

min
C∈E(x)

max
[a,v]∈C

a = max
C∈E(x)

min
[b,w]∈C

b = 0.

Пусть выполняются соотношения

hx(∆) = h3(x,∆) = min
C∈E(x)

max
[a,v]∈C

[a+ 〈v,∆〉],

hx(∆) = h4(x,∆) = max
C∈E(x)

min
[b,w]∈C

[b+ 〈w,∆〉].

Отметим, что верхний (нижний) коэкзостер функции f в точке x совпадает с верх-
ним (нижним) коэкзостером функции hx(∆) в нуле. Поэтому можем рассматривать
функцию hx(∆) в точке 0n и использовать обозначения h(∆), E, E.

Понятие коэкзостера было введено в [1, 2]. Существует хорошо разработанное
исчисление коэкзостеров. Условия оптимальности формулируются в терминах этих
семейств [11, 12]. Можно описать класс функций с непрерывным коэкзостерным отоб-
ражением. Использование непрерывных коэкзостеров гарантирует сходимость чис-
ленных алгоритмов [13]. Но, как видно из (3), (6), ради непрерывности пришлось
пожертвовать положительной однородностью. Однако эти объекты также определя-
ются неоднозначно. Таким образом, и для коэкзостеров возникает задача сокращения,
которая до настоящего времени не была изучена.

Будем использовать определения минимальности, введенные В. А. Рощиной.
Определение 1. Верхний (нижний) коэкзостер E1(h) функции h меньше по

включению другого верхнего (нижнего) коэкзостера E2(h) той же функции h, если
E1(h) ⊂ E2(h).

Определение 2. Верхний (нижний) коэкзостер E(h) функции h является ми-
нимальным по включению, если не существует другого верхнего (нижнего) коэкзо-

стера Ẽ(h) функции h такого, что Ẽ(h) ⊂ E(h).
Очевидно, что эти определения не учитывают структуру множеств, входящих в

семейство, хотя во многих случаях именно структура множеств играет главную роль.
Определение 3. Верхний (нижний) коэкзостер E1(h) функции h меньше по

форме другого верхнего (нижнего) коэкзостера E2(h) той же функции h, если

∀C̃ ∈ E1(h) ∃C ∈ E2(h) : C̃ ⊂ C.

Определение 4. Верхний (нижний) коэкзостер E(h) функции h является ми-
нимальным по форме, если не существует другого верхнего (нижнего) коэкзостера

Ẽ(h) функции h такого, что

∀C̃ ∈ Ẽ(h) ∃C ∈ E(h) : C̃ ⊂ C.

Замечание 1. Отметим, что минимальный по форме коэкзостер является так-
же минимальным по включению, но обратное неверно. Поэтому необходимые условия
минимальности по включению являются также необходимыми условиями минималь-
ности по форме, а достаточные условия минимальности по форме являются доста-
точными условиями минимальности по включению.

В данной работе предлагаются новые геометрические условия минимальности,
которые позволяют сокращать коэкзостеры. Представленные результаты являются
обобщением и дальнейшим развитием идей, описанных в [14].
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2. Основные результаты. Введем обозначения

K− =
{
g = (g1, g2, . . . , gn+1) ∈ R

n+1 | g1 < 0
}
,

K+ =
{
g = (g1, g2, . . . , gn+1) ∈ R

n+1 | g1 > 0
}
.

Для произвольного g ∈ Rn+1 и C ∈ E определим опорную гиперплоскость

H(C, g) = 〈x− vC , g〉 = 0, vC = argmax
v∈C

〈v, g〉.

Очевидно, при таком определении множество C лежит в замкнутом отрицательном
полупространстве

H−(C, g) = {z ∈ R
n | 〈z − vC , g〉 ≤ 0} ,

порожденным этой гиперплоскостью (C ⊂ H−(C, g)).
2.1. Минимальность по включению. Справедливы следующие теоремы.
Теорема 3. Пусть E — верхний коэкзостер функции h : Rn → R и C̃ ∈ E. Се-

мейство Ẽ = E \ {C̃} также является верхним коэкзостером функции h тогда и

только тогда, когда для любого g ∈ K+ найдется множество Cg ∈ Ẽ такое, что

Cg ⊂ H−(C̃, g).

Доказательство. Пусть E — верхний коэкзостер функции h, а множество C̃

принадлежит E. Очевидно, семейство Ẽ = E \ {C̃} также является верхним коэк-
зостером функции h тогда и только тогда, когда для любого ∆ ∈ Rn справедливо
равенство

min
C∈E

max
[a,v]∈C

[a+ 〈v,∆〉] = min
C∈Ẽ

max
[a,v]∈C

[a+ 〈v,∆〉]. (7)

Введем обозначения ĝ = (1,∆), v̂ = (a, v) ∈ Rn+1. Для выполнения равенства (7)

необходимо и достаточно, чтобы для любого ĝ нашлось множество Cĝ ∈ Ẽ такое, что
верно неравенство

max
[a,v]∈Cĝ

[a+ 〈v,∆〉] ≤ max
[a,v]∈C̃

[a+ 〈v,∆〉] = max
v̂∈C̃

〈v̂, ĝ〉. (8)

Очевидно, справедливость (8) для произвольного ĝ = (1,∆) возможна тогда и только

тогда, когда для любого g ∈ K+ найдется множество Cg ∈ Ẽ такое, что выполняется

max
v̂∈Cg

〈v̂, g〉 ≤ max
v̂∈C̃

〈v̂, g〉 = 〈v̂C̃ , ĝ〉.

Последнее эквивалентно тому, что для любого g ∈ K+ найдется Cg ∈ Ẽ такое, что
для всех v̂ ∈ Cg выполняется неравенство

〈v̂ − v̂C̃ , g〉 ≤ 0. (9)

Условие (9) эквивалентно включению Cg ⊂ H−(C̃, g). �

Теорема 4. Пусть E — нижний коэкзостер функции h : Rn → R и C̃ ∈ E. Се-
мейство Ẽ = E \ {C̃} также является нижним коэкзостером функции h тогда и

только тогда, когда для любого g ∈ K− найдется множество Cg ∈ Ẽ такое, что

Cg ⊂ H−(C̃, g).
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Доказательство. Пусть E — нижний коэкзостер функции h, а множество C̃
принадлежит E. Очевидно, семейство Ẽ = E \ {C̃} также является нижним коэк-
зостером функции h тогда и только тогда, когда для любого ∆ ∈ Rn справедливо
равенство

max
C∈E

min
[a,v]∈C

[a+ 〈v,∆〉] = max
C∈Ẽ

min
[a,v]∈C

[a+ 〈v,∆〉]. (10)

Учтем введенные в доказательстве теоремы 3 обозначения ĝ = (1,∆), v̂ = (a, v) ∈
Rn+1. Для выполнения равенства (10) необходимо и достаточно, чтобы для любого ĝ

нашлось множество Cĝ ∈ Ẽ такое, что верно неравенство

min
[a,v]∈Cĝ

[a+ 〈v,∆〉] ≥ min
[a,v]∈C̃

[a+ 〈v,∆〉].

Отсюда получим неравенство

max
[a,v]∈Cĝ

[−a+ 〈v,−∆〉] ≤ max
[a,v]∈C̃

[−a+ 〈v,−∆〉] = max
v̂∈C̃

〈v̂,−ĝ〉. (11)

Очевидно, справедливость (11) для произвольного ĝ = (1,∆) возможна тогда

и только тогда, когда для любого g ∈ K+ найдется множество Cg ∈ Ẽ такое, что
выполняется

max
v̂∈Cg

〈v̂,−g〉 ≤ max
v̂∈C̃

〈v̂,−g〉 = 〈v̂C̃ ,−ĝ〉.

Последнее эквивалентно тому, что для любого g ∈ K+ найдется Cg ∈ Ẽ такое,
что для всех v̂ ∈ Cg выполняется неравенство

〈v̂ − v̂C̃ ,−g〉 ≤ 0. (12)

Условие (12) эквивалентно включению Cg ⊂ H−(C̃,−g). Таким образом, получаем

∀g ∈ K+ ∃Cg ∈ Ẽ : Cg ⊂ H−(C̃,−g),

или, что то же,
∀g ∈ K− ∃Cg ∈ Ẽ : Cg ⊂ H−(C̃, g).

�

Отметим, что предложенные условия могут быть использованы для очищения
коэкзостеров от «лишних» множеств.

2.2. Минимальность по форме. Предположим теперь, что ни одно из мно-
жеств, входящих в коэкзостер, не может быть отброшено. Перейдем к вопросу мини-
мальности по форме.

Приведенные ниже результаты доказываются так же просто, как и теоремы 3, 4,
поэтому приводятся без доказательств.

Пусть E = {Cω | ω ∈ Ω} и существует подмножество Θ индексного множества Ω

такое, что
⋂

ω∈Θ

Cω = Ĉ 6= ∅. Обозначим B = {Cω | ω ∈ Θ}.

Теорема 5. Пусть E — верхний коэкзостер функции h : Rn → R. Предположим,
что для любого g ∈ K+ найдется ωg ∈ Θ такое, что Cωg

⊂ H−(Ĉ, g). Тогда семей-

ство Ẽ =
{
E \B

}⋃
Ĉ также является верхним коэкзостером функции h.
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Теорема 6. Пусть E — нижний коэкзостер функции h : Rn → R. Предположим,
что для любого g ∈ K− найдется ωg ∈ Θ такое, что Cωg

⊂ H−(Ĉ, g). Тогда семей-

ство Ẽ = {E \B}⋃ Ĉ также является нижним коэкзостером функции h.
Перейдем теперь к важному практическому случаю. Пусть семейство E состоит

из выпуклых многогранников.
Выберем произвольное C ∈ E. Вершины множеств C обозначим vi(C), где i ∈ IC ,

IC — множество индексов. Очевидно, что C = co {vi(C) | i ∈ IC}. Для вершины vi(C)
множества C определим конусы

Γ+
vi(C) =

{
g ∈ K+

∣∣∣∣ max
v∈C

〈v, g〉 = 〈vi(C), g〉
}
,

Γ−
vi(C) =

{
g ∈ K−

∣∣∣∣ max
v∈C

〈v, g〉 = 〈vi(C), g〉
}
.

Теорема 7. Пусть E — верхний коэкзостер функции h : Rn → R, состоящий

из конечного числа выпуклых многогранников, C̃ = co
{
vi(C̃)

∣∣∣ i ∈ IC̃

}
∈ E, C̃0 =

co
{
vi(C̃)

∣∣∣ i ∈ IC̃ \ {̂i}
}
. Для того чтобы семейство Ẽ =

{
E \ {C̃}

}⋃
C̃0 также

было верхним коэкзостером функции h, необходимо, чтобы

∀g ∈ Γ+

v
î
(C̃)

∃Cg ∈ E,Cg 6= C̃ : Cg ⊂ H−(C̃, g).

Теорема 8. Пусть E — нижний коэкзостер функции h : R
n → R, состоящий

из конечного числа выпуклых многогранников, C̃ = co
{
vi(C̃)

∣∣∣ i ∈ IC̃

}
∈ E, C̃0 =

co
{
vi(C̃)

∣∣∣ i ∈ IC̃ \ {̂i}
}
. Для того чтобы семейство Ẽ =

{
E \ {C̃}

}⋃
C̃0 также

было нижним коэкзостером функции h, необходимо, чтобы

∀g ∈ Γ−
v
î
(C̃)

∃Cg ∈ E,Cg 6= C̃ : Cg ⊂ H−(C̃, g).

Теорема 9. Пусть E — верхний коэкзостер функции h : Rn → R, состоящий

из конечного числа выпуклых многогранников, C̃ = co
{
vi(C̃)

∣∣∣ i ∈ IC̃

}
∈ E, C̃0 =

co
{
vi(C̃)

∣∣∣ i ∈ IC̃ \ {̂i}
}
. Для того чтобы семейство Ẽ =

{
E \ {C̃}

}⋃
C̃0 также

было верхним коэкзостером функции h, достаточно, чтобы

∀g ∈ Γ+

v
î
(C̃)

∃Cg ∈ E,Cg 6= C̃,

∃u ∈ R
n+1 :

{
〈v − u, g〉 ≥ 0, v ∈ C̃,

〈v − u, g〉 ≤ 0, v ∈ Cg.
(13)

Замечание 2. Отметим, что условие (13) означает, что для любой опорной ги-

перплоскости к множеству C̃ ∈ E в точке v̂i с нормалью из K+ найдется параллель-

ная ей гиперплоскость, разделяющая C̃ и какое-то другое множество из E так, чтобы
C̃ находилось в положительном полупространстве, порожденным этой гиперплоско-
стью.

Теорема 10. Пусть E — нижний коэкзостер функции h : Rn → R, состоящий

из конечного числа выпуклых многогранников, C̃ = co
{
vi(C̃)

∣∣∣ i ∈ IC̃

}
∈ E, C̃0 =
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co
{
vi(C̃)

∣∣∣ i ∈ IC̃ \ {̂i}
}
. Для того чтобы семейство Ẽ =

{
E \ {C̃}

}⋃
C̃0 также

было нижним коэкзостером функции h, достаточно, чтобы

∀g ∈ Γ−
v
î
(C̃)

∃Cg ∈ E,Cg 6= C̃,

∃u ∈ R
n+1 :

{
〈v − u, g〉 ≥ 0, v ∈ C̃,

〈v − u, g〉 ≤ 0, v ∈ Cg.
(14)

Замечание 3. Отметим, что условие (14) означает, что для любой опорной ги-

перплоскости к множеству C̃ ∈ E в точке v̂i с нормалью из K− найдется параллель-

ная ей гиперплоскость, разделяющая C̃ и какое-то другое множество из E так, чтобы
C̃ находилось в положительном полупространстве, порожденным этой гиперплоско-
стью.

Отрицание вышеприведенных теорем позволяет понять, является ли коэкзостер
минимальным или нет. Так, отрицание теорем 3, 4 дает необходимое и достаточ-
ное условие минимальности по включению верхнего и нижнего коэкзостеров соответ-
ственно.

3. Примеры. 3.1. Рассмотрим верхний коэкзостер E вида

C1 = co {(−2, 4); (0, 4); (0, 2); (−2, 2)} ,
C2 = co {(2, 1); (4, 1); (4,−1); (2,−1)} ,
C3 = co {(−2,−2); (0,−2); (0,−4); (−2,−4)} .

Очевидно, любая опорная гиперплоскость к множеству C2 с нормалью из K+ содер-
жит в своем замкнутом отрицательном полупространстве либо множество C1, либо
C3, поэтому по теореме 3 можно сократить коэкзостер, отбросив C2 (см. рис. 1).

а б
Рис. 1. Верхний коэкзостер (a) и сокращенный верхний коэкзостер функции (б ).

3.2. Рассмотрим нижний коэкзостер E вида

C1 = co {(−2, 2); (0, 3); (0, 0); (−2,−1)} ,
C2 = co {(−2, 1); (0, 0); (0,−3); (−2,−2)} .

Множества C1, C2 имеют непустое пересечение. Обозначим его Ĉ. Очевидно, любая
опорная гиперплоскость к множеству Ĉ с нормалью из K− содержит в своем замк-
нутом отрицательном полупространстве либо множество C1, либо C2, поэтому по
теореме 6 можно сократить коэкзостер, заменив множества C1, C2 их пересечением
(см. рис. 2).
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а б
Рис. 2. Нижний коэкзостер (a) и сокращенный нижний коэкзостер функции (б ).

а б
Рис. 3. Верхний коэкзостер (a) и сокращенный верхний коэкзостер функции (б ).

3.3. Рассмотрим верхний коэкзостер E вида

C1 = co {(0, 1); (0, 0); (−1, 0)} ,
C2 = co {(0, 0); (1, 0); (1,−1); (0,−1)} .

Ясно, что для любой опорной гиперплоскости к множеству C1 в вершине (−1, 1) с
нормалью из K+ найдется параллельная гиперплоскость (проходящая через начало
координат), разделяющая множества C1 и C2 в смысле (13). По теореме 9 можно
сократить множество C2 за счет удаления вершины (−1, 1) (см. рис. 3).
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V. F. Demyanov introduced exhausters for the study of nonsmooth functions. These are
families of convex compact sets that allow to represent the main part of the increment of a
considered function in a neighborhood of a studied point in a form of MaxMin or MinMax of
linear functions. Optimality conditions were described in terms of these objects. This paved
a way for construction of new algorithms for solving nondifferentiable optimization problems.
Exhausters are not uniquely defined. It is obvious that the smaller the exhauster is the lesser
computational expenses are when working with it. Thus, problem of reduction of an available
family arises. This problem was first considered by V. A. Roshchina. She proposed conditions
for minimality and described some methods for the reduction in case when these conditions
were not satisfied. However, it turned out that the exhauster mapping is not continuous in
the Hausdorff metrics, what leads to the problems with convergence of numerical methods.
To overcome this difficulty V. F. Demyanov proposed coexhausters notion. These objects
allow to represent the main part of the increment of considered functions in a neighborhood
of a studied point in the form of MaxMin or MinMax of affine functions. One can determine
a class of functions with continuous coexhauster mapping. Optimality conditions can be
described in terms of these objects, too. But coexhausters are also not uniquely defined. The
problem of coexhausters reduction is considered in this paper for the first time. Definitions
of minimality proposed by V. A. Roshchina are used. In contrast to ideas proposed in the
works of V. A. Roshchina, conditions of minimality and the technique of reduction developed
in this paper have a clear and transparent geometric interpretation.

Keywords: coexhausters, nonsmooth analysis, nondifferentiable optimization.
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