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Рассматривается дифференциальное уравнение вида ẍ + x2nsgnx = Y (t, x, ẋ), где n—
натуральное число, а правая часть есть малое периодическое по t возмущение, являю-
щееся аналитической функцией в окрестности начала координат по переменным x, ẋ.
Вводятся новые периодические функции по типу ляпуновских. С помощью них прово-
дится исследование положения равновесия данного уравнения на устойчивость. Указы-
ваются достаточные условия асимптотической устойчивости и неустойчивости.

Ключевые слова: асимптотическая устойчивость, малые периодические возмущения, ос-
циллятор.

1. Введение. В работе [1] А. М. Ляпунов изучил вопрос об устойчивости нулево-
го решения автономной системы двух уравнений в критическом случае двух нулевых
собственных чисел с непростым элементарным делителем. В частности, он изучил
устойчивость положения равновесия осциллятора ẍ + x2n−1 = 0, где n— натураль-
ное число, при малых автономных возмущениях. В работах [2, 3] были исследованы
периодические по времени возмущения указанного осциллятора. Важно, что восста-
навливающая сила −x2n−1 является нечетной функцией.

В настоящей работе исследуется вопрос об устойчивости положения равновесия
осциллятора с нечетной восстанавливающей силой вида −x2nsgnx, где 1 < n— нату-
ральное число, при малых периодических возмущениях. Случай n = 1 был рассмот-
рен автором ранее в работе [4]. Таким образом, рассматривается дифференциальное
уравнение

ẍ+ x2nsgnx = Y (t, x, ẋ), (1.1)

где Y — достаточно гладкая по x, ẋ нелинейность. Предполагается, что ее порядок
малости не ниже 4n + 1, если считать, что x имеет второй порядок, ẋ— порядок
2n+ 1, функция Y непрерывна и периодична по t с периодом 2π.

Получены достаточные условия устойчивости нулевого решения, которые сфор-
мулированы в теоремах 1 и 2. При этом оказалось, что случаи четного и нечетного n
отличаются друг от друга.

2. Предварительные преобразования. Рассмотрим дифференциальное урав-
нение (1.1). Следуя подходу Ляпунова [1], введем координаты ρ, ϕ по формулам

x = ρ2C(ϕ), y = −ρ2n+1S(ϕ), (2.1)
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где ρ > 0, (C(ϕ), S(ϕ)) — решение системы

dx

dϕ
= −y, dy

dϕ
= x2nsgnx

с начальными данными C(0) = 1, S(0) = 0. Так как функция U(x, y) = (2n + 1)y2 +
2x2n+1sgnx есть интеграл данной системы, то справедливо тождество (2n+1)S2(ϕ)+
2C2n+1(ϕ)sgnC(ϕ) = 2 и функции C(ϕ), S(ϕ)— периодические с периодом 2ω; по-
рядок их гладкости равен 2n + 1 и 2n соответственно. Так как кривая U(x, y) = 2
симметрична относительно осей x и y и начала координат, то C(ϕ) и S(ϕ) являются
четной и нечетной функциями соответственно и справедливы равенства

C(ϕ + ω) = −C(ϕ), S(ϕ+ ω) = −S(ϕ). (2.2)

В эквивалентной уравнению (1.1) системе

ẋ = y, ẏ = −x2nsgnx+ Y (t, x, y) (2.3)

выполним замену переменных (2.1) и получим

ρ̇ = − S

2ρ2n
Y (t, ρ2C,−ρ2n+1S), ϕ̇ = ρ2n−1 − C

ρ2n+1
Y (t, ρ2C,−ρ2n+1S). (2.4)

3. Случай четного n. Пусть n— четное число. Тогда, учитывая предположения
для уравнения (1.1), функция Y в системе (2.3) примет вид Y (t, x, y) = a(t)xny+ Y ∗,
где порядок малости Y ∗ не ниже 4n+ 2 в указанном выше смысле. Отсюда следует,
что система (2.4) запишется следующим образом:

ρ̇ =
a

2
CnS2ρ2n+1 +O(ρ2n+2), ϕ̇ = ρ2n−1 +O(ρ2n), (3.1)

Лемма. Существует замена переменных вида

ρ = r + h2(ϕ)r
2 + h2n+1(t, ϕ)r

2n+1, (3.2)

которая переводит систему (3.1) в систему

ṙ = gr2n+1 +O(r2n+2), ϕ̇ = r2n−1 +O(r2n), (3.3)

где g— константа Ляпунова.
Доказательство. Продифференцируем замену (3.2) по t с учетом систем

(3.1), (3.3). Получим равенство

ṙ
(
1 + 2h2r + (2n+ 1)h2n+1r

2n
)
+
dh2
dϕ

(
r2n−1 +O(r2n))r2 +

+

(
∂h2n+1

∂t
+
∂h2n+1

∂ϕ

(
r2n−1 +O(r2n)

))
r2n+1 =

a

2
CnS2r2n+1 +O(r2n+2).

Приравнивая коэффициенты при r2n+1 и используя разложение

a(t)b(ϕ) = āb̄+ ā(b− b̄) + (a− ā)b, (3.4)
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где черта сверху обозначает среднее значение, получим уравнение для определения
коэффициентов замены (3.2)

g +
dh2
dϕ

+
∂h2n+1

∂t
=
ā

2
¯CnS2 +

ā

2

(
CnS2 − ¯CnS2

)
+
CnS2

2
(a− ā).

В качестве решения уравнения достаточно взять функции

g =
ā

2
¯CnS2, h2 =

ā

2

∫
(CnS2 − g)dϕ, h2n+1 =

CnS2

2

∫
(a− ā)dt. (3.5)

Лемма доказана.
Теорема 1. Если ā < 0, то нулевое решение уравнения (1.1) асимптотически

устойчиво, если ā > 0, то оно неустойчиво.
Доказательство. Рассмотрим функцию Ляпунова

V (r) =
1

2
r2. (3.6)

Ее производная в силу системы (3.3) имеет вид

dV

dt
= gr2n+2 +O(r2n+3). (3.7)

Асимптотическая устойчивость. Пусть g < 0 ⇔ ā < 0. Тогда из формул
(3.6), (3.7) следует, что выполнены все условия теоремы Ляпунова об асимптоти-
ческой устойчивости. Следовательно, нулевое решение системы (3.3) асимптотически
устойчиво. Учитывая формулы (3.2), (2.1), получим асимптотическую устойчивость
нулевого решения уравнения (1.1).

Неустойчивость. Пусть g > 0 ⇔ ā > 0. Тогда из формул (3.6), (3.7) следует,
что выполнены все условия теоремы Ляпунова о неустойчивости. Следовательно, ну-
левое решение системы (3.3) неустойчиво. Учитывая формулы (3.2), (2.1), получим
неустойчивость нулевого решения уравнения (1.1).

4. Случай нечетного n. Пусть n— нечетное число. Тогда, учитывая предполо-
жения для уравнения (1.1), функция Y в системе (2.3) примет вид

Y (t, x, y) = a1(t)x
ny + a2(t)x

2n+1 + a3(t)y
2 + a4(t)x

n+1y + Y ∗, (4.1)

где порядок малости Y ∗ не ниже 4n+ 4 в указанном выше смысле. Отсюда следует,
что система (2.4) запишется следующим образом:



ρ̇ =

a1
2
CnS2ρ2n+1 − 1

2
(a2C

2n+1 + a3CS
2)ρ2n+2 +

a4
2
Cn+1S2ρ2n+3 +O(ρ2n+2),

ϕ̇ = ρ2n−1 + a1C
n+1Sρ2n − (a2C

2n+2 + a3CS
2)ρ2n+1 +O(ρ2n+2).

(4.2)
Лемма. Существует замена переменных вида

ρ = r + h2(ϕ)r
2 + h3(ϕ)r

3 + h4(ϕ)r
4 + h2n+1(t, ϕ)r

2n+1+

+ h2n+2(t, ϕ)r
2n+2 + h2n+3(t, ϕ)r

2n+3, (4.3)

которая переводит систему (4.2) в систему

ṙ = gr2n+3 +O(r2n+4), ϕ̇ = r2n−1 +Ψ2r
2n +Ψ2n+1r

2n+1 +O(r2n+2), (4.4)
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где g— константа Ляпунова,

Ψ2n = (2n− 1)h2 + a1C
n+1S,

Ψ2n+1 = (2n− 1)h3 + (2n− 1)(n− 1)h22 + 2na1C
n+1Sh2 − a2C

2n+2 − a3S
2C.

(4.5)

Доказательство. Продифференцируем замену (4.3) по t с учетом систем
(4.2), (4.4). Получим равенство

ṙ (1 +O(r)) +
dh2
dϕ

(
r2n−1 +Ψ2nr

2n +Ψ2n+1r
2n+1 +O(r2n+2)

)
r2+

+
dh3
dϕ

(
r2n−1 +Ψ2nr

2n +O(r2n+1)
)
r3 +

dh4
dt

(
r2n−1 +O(r2n)

)
r4+

+

(
∂h2n+1

∂t
+
∂h2n+1

∂ϕ

(
r2n−1 +O(r2n)

))
r2n+1+

+

(
∂h2n+2

∂t
+
∂h2n+2

∂ϕ
(r2n−1 ++O(r2n))

)
r2n+2+

+

(
∂h2n+3

∂t
+
∂h2n+3

∂ϕ

(
r2n−1 +O(r2n)

))
r2n+3 =

=
a1
2
CnS2r2n+1 +

(
2n+ 1

2
a1h2C

nS2 − a2
2
C2n+1S − a3

2
S3

)
r2n+2+

+
(a4
2
Cn+1S2 +G

)
r2n+3 +O(r2n+4),

где

G =
(2n+ 1)a1

2
CnS2h3 +

a1n(2n+ 1)

2
h22C

nS2 − (n+ 1)h2(a2C
2n+1S + a3S

3).

Приравнивая коэффициенты при r2n+1, r2n+2, r2n+3, получим систему




dh2
dϕ

+
∂h2n+1

∂t
=
a1
2
CnS2,

dh3
dϕ

+
∂h2n+2

∂t
=

2n+ 1

2
a1h2C

nS2 − a2
2
C2n+1S − a3

2
S3 − dh2

dϕ
Ψ2n,

g +
dh4
dϕ

+
∂h2n+3

∂t
=
a4
2
Cn+1S2 − dh2

dϕ
Ψ2n+1 −

dh3
dϕ

Ψ2n +G.

(4.6)

Свойство. Среднее значение функции вида Cp(ϕ)Sq(ϕ), где p, q— натуральные
числа, из которых хотя бы одно нечетно, равно нулю.

Действительно, рассмотрим интеграл

2ω∫

0

Cp(ϕ)Sq(ϕ)dϕ =

ω∫

0

Cp(ϕ)Sq(ϕ)dϕ +

2ω∫

ω

Cp(ϕ)Sq(ϕ)dϕ.

Сделаем во втором интеграле правой части замену переменных ϕ = θ + ω, 0 ≤ θ ≤ ω
и воспользуемся формулами (2.2). Получим соотношение

2ω∫

0

Cp(ϕ)Sq(ϕ)dϕ =

ω∫

0

Cp(ϕ)Sq(ϕ)dϕ+ (−1)p+q

ω∫

0

Cp(θ)Sq(θ)dθ.
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Если только одно из чисел p, q нечетно, то свойство доказано. Если оба числа нечетны,
то свойство будет доказано при условии, что интегралы в правой части запишем
в виде

ω∫

0

Cp(ϕ)Sq(ϕ)dϕ =

ω
2∫

0

Cp(ϕ)Sq(ϕ)dϕ +

ω∫

ω
2

Cp(ϕ)Sq(ϕ)dϕ

и сделаем во втором интеграле правой части замену переменных ϕ = ω−ϑ, 0 ≤ ϑ ≤ ω
2 .

Используя рассмотренное выше свойство и формулу (3.4), первое уравнение си-
стемы (4.6) запишем в виде

dh2
dϕ

+
∂h2n+1

∂t
=
ā

2
CnS2 +

CnS2

2
(a− ā),

откуда находим периодическое решение

h2 =
ā

2

∫
CnS2dϕ, h2n+1 =

CnS2

2

∫
(a− ā)dt.

Периодическое решение второго уравнения системы (4.6) находится аналогично, если
предварительно разложить его правую часть по формуле (3.4). Покажем, что сред-
нее значение функции, стоящей в правой части, как и в первом случае равно нулю.
С помощью формул (3.5), (4.5) получим равенство

2n+ 1

2
a1h2C

nS2 − a2
2
C2n+1S − a3

2
S3 − dh2

dϕ
Ψ2n =

=
2n+ 1

4
ā1a1C

nS2

∫
CnS2dϕ− a2

2
C2n+1S−

− a3
2
S3 − 2n− 1

4
ā21C

nS2

∫
CnS2dϕ+

ā1a1
2

C2n+1S3. (4.7)

Используя вышеуказанное свойство, очевидно, что среднее значение функции, сто-
ящей в правой части равенства (4.7), равно нулю. Периодическое решение третьего
уравнения системы (4.6) находится как и в первом случае, если предварительно поло-
жить константу g равной среднему значению правой части, а затем воспользоваться
разложением (3.4). При этом константа g, вообще говоря, ненулевая, так как среднее
значение функции a4

2 C
n+1S2 6= 0 при ā4 6= 0. �

Теорема 2. Если в системе (4.4) g < 0, то нулевое решение уравнения (1.1)
асимптотически устойчиво, если g > 0, то оно неустойчиво.

Доказательство аналогично доказательству теоремы 1.
Замечание. Может случиться так, что g = 0. Тогда следует взять замену пере-

менных, аналогичную замене (4.3), но более общего вида. Получим систему уравнений
более общего вида, аналогичную системе (4.6). Решая рекуррентно данную систему,
последовательно найдем константы Ляпунова. Однако их количество будет ограни-
чено, поскольку с некоторого момента гладкость функций hi, где i ≥ 2n+ 1, начнет
уменьшаться и достигнет нуля. Дальнейшее нахождение констант Ляпунова не пред-
ставляется возможным.
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Small periodic perturbations of the oscillator ẍ+x2n−1 = 0 are considered, where 1 < n is a
natural number, and the right-hand side is an analytic function in the origin neighborhood
with variables ẋ, x. The equilibrium position of the given equation on stability is investigated.
As a result, sufficient conditions for asymptotic stability and instability are formulated. In
this work new periodic functions of the Lyapunov type are introduced. With their help, a
transition to the system of equations is performed, similar to the transition to a system in
polar coordinates. A system of two differential equations is obtained, the unknown functions
of which are the amplitude and the “angular” variable. Then, polynomial change of variables
in powers of the amplitude is made. The coefficients are periodic in time and “angular”
variable functions. This replacement leads to a system of differential equations with a
Lyapunov constant which in general is non-zero. Its sign determines the stability of the zero
solution of the original equation. It is important that cases of even and odd n differ from
each other. For an even n a non-zero Lyapunov constant can be found from one equation,
and for an odd one it can be found from a system of three equations. The system is solved
recurrently.

Keywords: asymptotic stability, small periodic perturbation, oscillator.
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