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Рассматривается задача об управлении числом проскальзываний циклов ротора элек-
трической машины с помощью воздействия внешнего момента на примере одной про-
стой математической модели. Для ее решения применяется метод скоростного гради-
ента с целевой функцией, определяемой функцией энергии колебаний. Особенностью
данного подхода является возможность использования достаточно малого управления,
что способствует сбережению энергии. Строится алгоритм управления колебаниями ро-
тора электрической машины, при использовании которого совершается заданное чис-
ло проскальзываний циклов. Результаты моделирования иллюстрируют работоспособ-
ность предложенного алгоритма.

Ключевые слова: задача Стокера, алгоритм скоростного градиента, управление энерги-
ей, электрические машины.

1. Введение. Использование природных ресурсов часто связано с преобразова-
нием одних видов энергии в другие. Электрические машины (ЭМ), которые и служат
устройствами для такого преобразования, имеют уникальное значение в современном
мире. Исследование ЭМ, включающее в себя большое число различных задач, имеет
важное прикладное значение. Одной из таких задач является исследование переход-
ных процессов. На практике характеристики переходных процессов существенны и
определяют работоспособность системы в целом. Число проскальзываний циклов, от-
слеживающее изменения выходной переменной, кратное периоду входящей в систему
нелинейности, является одной из наиболее информативных характеристик переход-
ных процессов.

Задача оценки числа проскальзываний циклов впервые была сформулирована
и решена Дж. Стокером [1] для системы, описывающей затухающие движения ма-
ятника. Она заключалась в определении области начальных данных, при которых
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маятник совершает заданное число оборотов вокруг точки подвеса. Дальнейшие ра-
боты были сфокусированы на решении данной задачи для многомерных непрерывных
систем [2–7] и многомерных дискретных фазовых систем [8, 9].

В данной работе ставится новая задача, которую можно назвать обратной зада-
чей Стокера: построить закон управления для обеспечения заданного числа проскаль-
зываний циклов при любых начальных условиях. Предлагается подход к решению,
основанный на управлении энергией колебаний ротора и применении метода ско-
ростного градиента. Изложение ведется на примере одной сравнительно простой ма-
тематической модели синхронной ЭМ, полученной на основе уравнений Лагранжа—
Максвелла в [10]. Отметим, что смысл проскальзывания циклов для рассматриваемой
системы в дальнейшем поясняется подробнее и иллюстрируется при численном мо-
делировании на примере. Существует большое число различных моделей ЭМ. Наш
выбор определился под влиянием имеющегося опыта построения и исследования та-
ких моделей [10–13].

Для решения поставленной задачи находит применение алгоритм скоростного
градиента [14, 15], который позволяет управлять энергией систем при использовании
сколь угодно малого управления при отсутствии диссипации, а также ограниченного
управления при ее наличии.

Алгоритм скоростного градиента хорошо известен и успешно применяется для
управления линейными и нелинейными колебательными системами [16, 17], в зада-
чах адаптивного управления [18], для обеспечения синхронизации в сетях из динами-
ческих систем [19, 20]. Однако в задачах управления для рассматриваемого класса
систем, по-видимому, этот алгоритм применяется впервые.

2. Описание математической модели. Рассмотрим безразмерную математи-
ческую модель синхронного двигателя, описанную в [10] в виде системы дифферен-
циальных уравнений:

ẋ = −αrx+ sy + 1,

ẏ = −αry − sx,

θ̇ = s,

ṡ = δ(αrby − uf sin θ +M).

(1)

Здесь безразмерные переменные x, y— квазитоки в обмотках статора, θ— угол на-
грузки, представляющий собой разность угла поворота вектора магнитного поля ста-
тора и угла поворота магнитной оси рамки (ротора), s— скольжение контура с током
относительно внешнего магнитного поля; безразмерные параметры: αr — сопротив-
ление роторных обмоток, δ— электромеханическая постоянная, обратно пропорцио-
нальная моменту инерции ротора, b— потокосцепление, uf — напряжение на обмотке
возбуждения, M — момент внешней нагрузки на валу ротора, который будет исполь-
зоваться в качестве управления.

Малость параметра δ лежит в основе следующего подхода к дальнейшему упро-
щению системы (1) при изучении колебаний ротора двигателя. Этот подход состоит
в «замораживании» медленной механической переменной s в уравнениях для быст-
рых электрических переменных x, y и переходе в последнем из уравнений к значению
y в стационарном режиме, т. е. к следующей нелинейной системе уравнений:

θ̇ = s,

ṡ = −δ
(

αrbs

α2
r + s2

+ uf sin θ −M

)
.

(2)
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3. Синтез алгоритма управления. Целью работы является построение алго-
ритма управления, обеспечивающего выполнение заданного числа проскальзываний
циклов, а затем колебание ротора с желаемой амплитудой изменения угла нагрузки,
которая определяется выбором некоторого постоянного уровня энергии. Для решения
поставленной задачи применим алгоритм скоростного градиента, описанный в рабо-
тах [14, 15].

Введем следующее обозначение:

ϕ(s) =
αrbs

α2
r + s2

. (3)

В результате замены исходная система (2) запишется в виде

θ̇ = s,

ṡ = −δ(ϕ(s) + uf sin θ −M).
(4)

Заметим, что при ϕ(s) ≡ 0 и нулевом управленииM(t) ≡ 0 уравнения системы (4)
описывают движение математического маятника. Данная система является консер-
вативной, т. е. полная энергия системы постоянна. Ненулевой член ϕ(s) в системе (4)
приводит к диссипации, т. е. к рассеиванию энергии. С помощью управления можно
компенсировать диссипацию ϕ(s), сделав замену

u =M − ϕ(s),

которая приводит к уравнениям

θ̇ = s,

ṡ = −δ(uf sin θ − u),
(5)

а для управления энергией консервативной системы (5) применить алгоритм скорост-
ного градиента.

Рассмотрим полную энергию системы (5) при отсутствии управления. Ее можно
представить в виде суммы кинетической и потенциальной энергий:

W =Wk +Wp =
s2

2
+ δuf(1− cos θ). (6)

Пусть W ∗ — желаемый уровень энергии колебаний. Введем следующую целевую
функцию:

Q = (W −W ∗)2. (7)

Найдем производную целевой функции Q в силу системы (5):

Q̇ = 2(W −W ∗)

(
∂W

∂s
ṡ+

∂W

∂θ
θ̇

)
= 2(W −W ∗)(ṡs+ δuf θ̇ sin θ) = 2δ(W −W ∗)su.

Вычисляя градиент по управлению от производной целевой функции

∇uQ̇ = 2δ(W −W ∗)s,

получим следующий закон управления:

u = u0 − γs (W −W ∗) ,

где u0 — некоторое начальное (опорное) значение управления, а γ — коэффициент уси-
ления. Тогда алгоритм управления энергией исходной системы (2) будет выглядеть
следующим образом:

M = ϕ(s) + u0 − γs (W −W ∗) = u0 +
αrbs

α2
r + s2

− γs

(
s2

2
+ δuf (1− cos θ)−W ∗

)
. (8)
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Положим u0 = 0 и рассмотрим в качестве функции Ляпунова целевую функцию (7).
Найдем ее производную в силу замкнутой системы (2), (8):

Q̇ = −2γδ(W −W ∗)2s2 6 0.

Производная целевой функции равна нулю, если либо W = W ∗, что означает
достижение цели управления, либо s = 0. Во втором случае получим в замкнутой
системе (2), (8) равенство θ = πk, k ∈ Z, при s = 0, т. е. система находится в поло-
жении равновесия. Для того чтобы «вытолкнуть» систему из положения равновесия,
используется ненулевое значение начального управления u0.

Таким образом, имеет место следующая теорема.

Теорема. Закон управления (8) обеспечивает либо достижение цели управле-
ния системой (2):

W →W ∗ при t→ ∞,

где W — полная энергия системы (6), а W ∗ — желаемый уровень энергии, либо по-
падание траекторий системы в положения равновесия s = 0, θ = πk, k ∈ Z. При
этом траектории замкнутой системы (2), (8) ограничены.

Найдем производную функции ϕ(s) из равенства (3) по s:

∂ϕ(s)

∂s
= αrb

α2
r − s2

(α2
r + s2)2

= αrb
(αr − s)(αr + s)

(α2
r + s2)2

,

отсюда следует, что функция ϕ(s) ограничена по модулю величиной 0.5b. Параметр
γ в алгоритме управления (8) можно выбирать сколь угодно малым, поэтому управ-
ление (8) ограничено. Таким образом, предложенный алгоритм управления также
решает задачу сбережения энергии.

Теперь перейдем непосредственно к задаче совершения заданного числа про-
скальзываний циклов. Для этого рассмотрим консервативную систему (5), описыва-
ющую движение математического маятника. Уровень энергии, при котором маятник
находится в верхнем положении равновесия, равен Wb = 2δuf . Значит, для совер-
шения маятником оборотов необходимо довести энергию системы до уровня, превы-
шающего это значение, т. е. W ∗ > Wb. Если же стоит задача о колебании ротора
с заданной амплитудой изменения угла нагрузки, то в этом случае нужно выбирать
W ∗ < Wb.

4. Моделирование. Рассмотрим систему (2) с параметрами αr = 0.01, b = 4,
uf = 1, δ = 0.1 при следующих начальных условиях: θ(0) = π, s(0) = 0.01. Тогда
граничный уровень энергии равен Wb = 0.2.

Пусть стоит задача о совершении числа n = 5 проскальзываний циклов, после
совершения которых ротор должен колебаться с желаемой амплитудой изменения
угла нагрузки, определяемой следующим постоянным уровнем энергии: W ∗

o = 0.1.
Следовательно, в зависимости от угла нагрузки θ нужно выбирать различные це-
левые функции, а, значит, и разные алгоритмы управления. Для того чтобы число
проскальзываний циклов росло, выберем желаемый уровень энергии больше гранич-
ного, например W ∗

r = 0.3, тогда алгоритм управления будет выглядеть следующим
образом: {

u = ϕ(s)− γs (W −W ∗
r ) , при θ < 2πn+ π,

u = ϕ(s)− γs (W −W ∗
o ) , при θ > 2πn+ π,

(9)
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Рис. Управление энергией колебаний ротора ЭМ (2), (9): динамика вектора со-
стояния (a); фазовая плоскость (b); динамика полной энергии системы (c); динамика
управления (d). Параметры системы: αr = 0.01, b = 4, uf = 1, δ = 0.1, n = 5, γ = 20,
W ∗

r = 0.3, W ∗

o = 0.1. Начальные условия: θ(0) = π, s(0) = 0.01.

где функция ϕ(s) выражается формулой (3), а коэффициент усиления γ выберем
равным 20.

На рисунке представлены результаты моделирования работы предложенного ал-
горитма. Из рис. a, b видно, что примерно до 70 единиц времени угол нагрузки непре-
рывно растет, т. е. число проскальзываний циклов увеличивается, тогда как после
70 единиц времени ротор начинает совершать колебания с постоянной амплитудой из-
менения угла нагрузки. На рис. c представлена динамика полной энергии замкнутой
системы (2), (9): в начале работы алгоритма уровень энергии становится равным 0.3,
тогда как после совершения заданного числа проскальзываний циклов он равен 0.1,
а значит цель управления достигается. На рис. d представлена динамика управления:
управление является ограниченным.

Таким образом, предложенный алгоритм управления позволяет решить постав-
ленную задачу.

5. Заключение. В данной работе был предложен алгоритм управления коле-
баниями ротора синхронной электрической машины для рассмотренной математиче-
ской модели, разработанный на основе алгоритма скоростного градиента. При рабо-
те предложенного алгоритма сначала совершается заданное число проскальзываний
циклов, а затем ротор колеблется с постоянной амплитудой. Особенностью предло-
женного алгоритма является малость управляющего воздействия, что позволяет так-
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же решить задачу сбережения энергии. Результаты моделирования иллюстрируют
работоспособность предложенного алгоритма.
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The problem of oscillation energy control of an electric machine rotor by means of an external
moment is considered on the example of a simple mathematical model. The speed-gradient
method is applied to solve this problem. The using of small or bounded control is a feature
of this approach, which helps to save energy. The control algorithm of the rotor oscillations
of an electric machine is developed, with the use of which a predetermined number of cycle
slippings performs. The simulation results illustrate the efficiency of the suggested algorithm.
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20. Guzenko P. Y., Lehnert J., Schöll E., “Application of adaptive methods to chaos control of
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