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Рассмотрен класс многомерных дифференциальных уравнений, содержащих произведе-
ние степеней частных производных любого порядка. Получены решения с аддитивным,
мультипликативным и комбинированным разделениями переменных. Получено семей-
ство псевдополиномиальных решений, выражающихся через полиномы от независимых
переменных с произвольными коэффициентами и функции, являющиеся решениями
некоторых обыкновенных дифференциальных уравнений. Найдены решения типа бегу-
щей волны и автомодельные решения, а также семейства решений, имеющие вид суммы
или произведения решений типа бегущей волны и автомодельных решений. Далее, по-
лучены решения, представленные в виде функций более сложных аргументов, которые
выражаются через линейные комбинации и произведения исходных независимых пере-
менных. Для всех полученных решений сформулированы условия их существования,
которым должна удовлетворять правая часть уравнения и его параметры.
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1. Введение. Важнейшим направлением современной математической физи-
ки является исследование многомерных нелинейных дифференциальных уравнений
в частных производных и нахождение их точных решений [1–9]. В частности, в из-
вестных справочниках [1, 2] представлены решения некоторых уравнений первого и
второго порядков, содержащих произведения производных. В работе [7] изучались
решения специального вида — псевдополиномиальные решения для двумерного урав-
нения, которое содержит произведение частных производных любого порядка. Насто-
ящая работа посвящена исследованию класса многомерных уравнений, левая часть
которых также содержит произведение степеней частных производных любого поряд-
ка. В качестве основного метода используется метод разделения переменных [1–3],
который является одним из наиболее эффективных методов решения линейных и
нелинейных уравнений в частных производных.

2. Постановка задачи. Простейшие решения. Рассмотрим класс уравнений
в частных производных относительно неизвестной функции u(x1, . . . , xN ):

N∏

n=1

(
∂mnu

∂xmn
n

)βn

= g(u)f(x1, . . . , xN ), (1)
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где g(u), f(x1, . . . , xN )— некоторые заданные функции, βn — вещественные парамет-
ры. Уравнения вида (1) встречаются, например, в нелинейной теории фильтрации
и при описании движений нелинейной вязко-пластической среды [1, с. 85]. Также
к классу уравнений (1) в определенной области значений параметров относится урав-
нение со степенными нелинейностями, описывающее оптимальную коррекцию слу-
чайных возмущений [1, с. 261].

Следующая теорема определяет простейшие решения уравнения (1), получаемые
методом разделения переменных.

Теорема 1. 1. Пусть выполнены условия

g(u) = g0 exp(γu), f(x1, . . . , xN ) =

N∏

i=1

fi(xi). (2)

Тогда уравнение (1) имеет решение вида

u(x1, . . . , xN ) =

N∑

i=1

Ui(xi), (3)

где Ui(xi) при всех i = 1, . . . , N удовлетворяют обыкновенным дифференциальным
уравнениям (ОДУ)

U
(mi)
i (xi) exp

(
−γUi(xi)

βi

)
= λi [fi(xi)]

1/βi , (4)

причем постоянные λi удовлетворяют условию

N∏

i=1

λβi

i = g0. (5)

2. Пусть выполнены условия

g(u) = g0u
γ , f(x1, . . . , xN ) =

N∏

i=1

fi(xi). (6)

Тогда уравнение (1) имеет решение вида

u(x1, . . . , xN ) =

N∏

i=1

Ui(xi), (7)

где Ui(xi) при всех i = 1, . . . , N удовлетворяют ОДУ

U
(mi)
i (xi) [Ui(xi)]

(βΣ−γ)/βi−1
= λi [fi(xi)]

1/βi , βΣ =

N∑

i=1

βi, (8)

постоянные λi удовлетворяют условию (5).
Доказательство. 1. Пусть правая часть уравнения (1) удовлетворяет условиям

(2). Решение уравнения (1) ищем в виде (3). Подставив это выражение в (1), в ре-
зультате элементарных преобразований получаем

N∏

i=1

[
U

(mi)
i (xi)

]βi

fi(xi) exp (γUi(xi))
= g0. (9)
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Так как левая часть уравнения (9) представляет собой произведение сомножителей,
зависящих от разных переменных, а правая часть постоянна, то функции Ui(xi) долж-
ны удовлетворять уравнению

[
U

(mi)
i (xi)

]βi

fi(xi) exp (γUi(xi))
= λβi

i , (10)

где λi — некоторые постоянные, удовлетворяющие условию (5). Из (10) непосредствен-
но следует уравнение (4) для функции Ui(xi).

2. Пусть теперь правая часть уравнения (1) удовлетворяет условиям (6). Под-
ставляя решение в виде (7) в уравнение (1), находим

N∏

i=1

[
U

(mi)
i (xi)

]βi

[Ui(xi)]
βΣ−γ−βi

fi(xi)
= g0. (11)

Разделяя переменные в уравнении (11) аналогично первой части доказательства, по-
лучаем уравнение (8) для функции Ui(xi) и условие (5) для постоянных λi. Теорема
доказана.

Далее представим множество значений I = {1, . . . , N} индекса, нумерующего
независимые переменные, в виде объединения K непересекающихся подмножеств Ik
(k = 1, . . . ,K). Тогда множество независимых переменных X = {x1, x2, . . . , xN} мо-
жет быть разбитo на K непересекающихся подмножеств Xk = {xi}i∈Ik ; Nk — число
элементов в каждом из подмножеств Ik, Xk. Также здесь и далее всюду будем обо-
значать Ξ = {1, . . . ,K}— множество значений индекса k.

Следующая теорема определяет решения уравнения (1) с комбинированным раз-
делением переменных.

Теорема 2. Пусть функции в правой части уравнения (1) удовлетворяют усло-
виям

g(u) = g0, f(x1, . . . , xN ) =
N∏

i=1

fi(xi). (12)

Тогда уравнение (1) имеет решения следующего вида:

u(x1, . . . , xN ) =

K∑

k=1

∏

i∈Ik

Ui(xi), (13)

где функции Ui(xi) при всех i = 1, . . . , N удовлетворяют уравнению

U
(mi)
i (xi) [Ui(xi)]

βΣk/βi−1 = λi [fi(xi)]
1/βi , βΣk =

N∑

j∈Ik

βj , (14)

постоянные λi удовлетворяют условию (5).
Доказательство. При любом выбранном способе разбиения множества I на

подмножества Ik левую часть уравнения (1) можно представить так:

N∏

n=1

(
∂mnu

∂xmn
n

)βn

=

K∏

k=1

∏

n∈Ik

(
∂mnu

∂xmn
n

)βn

. (15)
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Для решения в виде (13) частные производные запишутся как

∂miu

∂xmi

i

=
U

(mi)
i (xi)

Ui(xi)

∏

n∈Ik

Un(xn). (16)

Подставляя (13) в уравнение (1) и используя (15) и (16), преобразуем уравнение (1)
к виду

K∏

k=1

∏

i∈Ik

[
U

(mi)
i (xi)

]βi

[Ui(xi)]
βΣk−βi

fi(xi)
= g0, (17)

где βΣk определяется второй формулой (14). Разделяя переменные в уравнении (17)
аналогично теореме 1, получаем уравнение (14) для функций Ui(xi) и соотношение
(5) для постоянных λi. Теорема доказана.

3. Псевдополиномиальные решения.

Определение. Псевдополиномиальными будем называть решения, выражающи-
еся через полиномы от независимых переменных и функции, которые либо опреде-
ляются как решения некоторых ОДУ, либо являются произвольными.

Данное определение было сформулировано в работе [7] при анализе решений
двумерного уравнения, содержащего произведения частных производных. Теорема,
приведенная ниже, определяет семейство псевдополиномиальных решений для урав-
нения (1).

Теорема 3. Пусть функции в правой части уравнения (1) удовлетворяют усло-
виям (12). Тогда уравнение (1) имеет семейство решений вида

u(x1, . . . , xN ) =
N∑

i=1

Ui(xi)
N∏

n=1,n6=i

Pni(xn), (18)

где Pni(xn)— полином степени qni с произвольными коэффициентами, причем для
всех n, i (n 6= i) должны быть выполнены условия

mn > qni, (19)

а функции Ui(xi) при всех i ∈ I являются решениями ОДУ

U
(mi)
i (xi) = λi [fi(xi)]

1/βi

N∏

n=1,n6=i

[Pin(xi)]
−βn/βi . (20)

Доказательство. Запишем выражение для производных, входящих в уравне-
ние (1), от функции, определяемой выражением (18):

∂miu

∂xmi

i

= U
(mi)
i (xi)

N∏

n=1,n6=i

Pni(xn) +

N∑

j=1,j 6=i

Uj(xj)
dmiPij(xi)

dxmi

i

N∏

n=1,n6=j,i

Pnj(xn). (21)

В силу условия (19) имеем
dmiPij(xi)

dx
mi
i

= 0, поэтому второе слагаемое в правой части

(21) равно 0 и, следовательно, можем записать

∂miu

∂xmi

i

= U
(mi)
i (xi)

N∏

n=1,n6=i

Pni(xn). (22)

122 Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. 2018. Т. 5 (63). Вып. 1



Учитывая соотношение (22), преобразуем левую часть уравнения (1):

N∏

i=1

(
∂miu

∂xmi

i

)βi

=

N∏

i=1

[
U

(mi)
i (xi)

]βi

·
N∏

i,n=1,n6=i

[Pni(xn)]
βi . (23)

Переставляя индексы i, n во втором сомножителе в правой части (23), имеем

N∏

i,n=1,n6=i

[Pni(xn)]
βi =

N∏

i,n=1,n6=i

[Pin(xi)]
βn . (24)

Используя соотношения (23), (24) и учитывая (12), уравнение (1) преобразуем к виду

N∏

i=1





1

fi(xi)

[
U

(mi)
i (xi)

]βi
N∏

n=1,n6=i

[Pin(xi)]
βn



 = g0. (25)

Сомножители в фигурных скобках в левой части уравнения (25) зависят от разных
переменных xi. Поэтому, разделяя переменные в (25), получаем

1

fi(xi)

[
U

(mi)
i (xi)

]βi
N∏

n=1,n6=i

[Pin(xi)]
βn = λβi

i , (26)

причем постоянные λi должны удовлетворять условию (5).

Из (26) непосредственно следует, что функции Ui(xi) должны удовлетворять
уравнению (20). Теорема доказана.

4. Решения типа бегущей волны, автомодельные решения и их обоб-

щения. Справедлива следующая теорема.

Теорема 4. Пусть правая часть уравнения (1) удовлетворяет условию

f(x1, . . . , xN ) = ϕ(z), z =

N∑

j=1

cjxj , (27)

где cj — некоторые постоянные. Тогда уравнение (1) имеет решение вида u = U(z),
причем функция U(z) удовлетворяет ОДУ

N∏

i=1

[
U (mi)(z)

]βi

= C0g(U)ϕ(z), C0 =
N∏

i=1

c−miβi

i . (28)

Доказательство. Подставим функцию u = U(z) в уравнение (1). Учитывая
выражение (27) для z, находим ∂miu

∂x
mi
i

= cmi

i U (mi)(z). Подставляя данное выражение

для производных в (1), после элементарных преобразований получаем уравнение (28)
для U(z). Теорема доказана.

Теорема, приведенная ниже, обобщает решение типа бегущей волны на случай,
когда правая часть уравнения (1) зависит от нескольких линейных комбинаций неза-
висимых переменных.
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Теорема 5. 1. Пусть функция f(x1, . . . , xN ) в правой части (1) удовлетворяет
условию

f(x1, . . . , xN ) =
K∏

k=1

ϕk(zk), zk =
N∑

j∈Ik

cjxj , (29)

а функция g(u)— первому из условий (2). Тогда уравнение (1) имеет решение вида

u(x1, . . . , xN ) =

K∑

k=1

Uk(zk), (30)

где функции Uk(zk) являются решениями ОДУ

exp (−γUk(zk))
∏

i∈Ik

[
U

(mi)
k (zk)

]βi

= λkϕk(zk), (31)

а постоянные λk должны удовлетворять условию

K∏

k=1

λk = g0C0. (32)

2. Пусть функция f(x1, . . . , xN ) в правой части (1) удовлетворяет условию (29),
а функция g(u)— первому из условий (6). Тогда уравнение (1) имеет решение вида

u(x1, . . . , xN ) =

K∏

k=1

Uk(zk), (33)

где функции Uk(zk) являются решениями ОДУ

[Uk(zk)]
βΣ−γ−βΣk

∏

i∈Ik

[
U

(mi)
k (zk)

]βi

= λkϕk(zk), (34)

а постоянные λk должны удовлетворять условию (32). Величины βΣ, βΣk определя-
ются формулами (8) и (14).

Доказательство. Доказательство проводится полностью аналогично доказа-
тельству теоремы 4. Решения в виде (30) и (33) подставляются в уравнение (1), и
к полученному уравнению применяется процедура разделения переменных, откуда
получаются уравнения (31), (34), а также условие (32) для констант разделения пе-
ременных.

Теорема 6. Пусть функция f(x1, . . . , xN ) в правой части (1) имеет вид

f(x1, . . . , xN ) = ψ(y)

N∏

i=1

xαi

i , y =

N∏

i=1

xi, (35)

где ψ(y)— некоторая произвольно заданная функция, а параметры βi, αi,mi при всех
i ∈ I удовлетворяют условию

αi +miβi = λ, (36)
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λ— некоторая вещественная постоянная. Тогда уравнение (1) имеет автомодельное
решение вида u = U(y), причем функция U(y) удовлетворяет ОДУ

N∏

i=1

[
U (mi)(y)

]βi

= g(U)ψ(y)yλ−p, p =

N∑

i=1

miβi. (37)

Доказательство. Выражение для производных, входящих в левую часть (1),
можно записать так:

∂miu

∂xmi

i

=

(
y

xi

)mi

U (mi)(y), (38)

где y определяется второй формулой (35). С учетом (38) и (35), преобразуем уравне-
ние (1) к виду

yp
N∏

i=1

[
U (mi)(y)

]βi
N∏

i=1

x−αi−miβi

i = g(U)ψ(y). (39)

Уравнение (39) может быть сведено к ОДУ относительно функции U(y) только в
том случае, если обе его части зависят только от переменной y. В свою очередь,
это возможно только при выполнении условия (36). Предполагая, что это условие
выполнено, из (39) с учетом второй формулы (35) получаем уравнение (37). Теорема
доказана.

Теорема, следующая далее, обобщает автомодельное решение на случай, когда
правая часть уравнения (1) включает функции от произведений некоторых подмно-
жеств независимых переменных.

Теорема 7. 1. Пусть функция g(u) определяется первой из формул (2), а функ-
ция f(x1, . . . , xN ) в правой части (1) имеет вид

f(x1, . . . , xN ) =

N∏

i=1

xαi

i

K∏

k=1

ψk(yk), yk =
∏

i∈Ik

xi, (40)

где ψk(yk) — некоторые произвольно заданные функции. Также предполагается, что
для каждого k ∈ Ξ и при всех i ∈ Ik параметры βi, αi,mi удовлетворяют условию

αi +miβi = λk, (41)

где λk — некоторые вещественные постоянные. Тогда уравнение (1) имеет решение
вида

u(x1, . . . , xN ) =

K∑

k=1

Uk(yk), (42)

причем для всех k ∈ Ξ функции Uk(yk) являются решениями ОДУ

exp (−γUk(yk))
∏

i∈Ik

[
U

(mi)
k (yk)

]βi

= bkψk(yk)y
λk−pk

k . (43)

2. Пусть функция g(u) определяется первой из формул (6), а функция
f(x1, . . . , xN ) — формулой (40). Пусть также для каждого k ∈ Ξ и при всех i ∈ Ik
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параметры βi, αi,mi удовлетворяют условию (41). Тогда уравнение (1) имеет реше-
ние вида

u(x1, . . . , xN ) =

K∏

k=1

Uk(yk), (44)

причем для всех k ∈ Ξ функции Uk(yk) являются решениями ОДУ

[Uk(zk)]
βΣ−γ−βΣk

∏

i∈Ik

[
U

(mi)
k (yk)

]βi

= bkψk(yk)y
λk−pk

k , (45)

В уравнениях (43), (45) постоянные bk удовлетворяют условию

K∏

k=1

bk = g0, (46)

а также используются величины

pk =
∑

i∈Ik

miβi. (46a)

Доказательство. 1. Выражение для производных от функции, определяемой
выражением (42), входящих в левую часть (1), можно записать так:

(
∂miu

∂xmi

i

)

i∈Ik

=

(
yk
xi

)mi

U (mi)(yk). (47)

Используя соотношение (47) и учитывая условие (40), преобразуем уравнение (1)
к виду

K∏

k=1

{
ypk

k exp (−γUk(yk))

ψk(yk)

∏

i∈Ik

{[
U

(mi)
k (yk)

]βi

x−αi−miβi

i

}}
= g0. (48)

Каждый из K сомножителей в больших фигурных скобках в левой части (48) зависит
только от подмножества переменных Xk, откуда следует

ypk

k exp (−γUk(yk))

ψk(yk)

∏

i∈Ik

{[
U

(mi)
k (yk)

]βi

x−αi−miβi

i

}
= bk, (49)

где bk — некоторые постоянные, удовлетворяющие условию (46). Далее, посколь-
ку параметры уравнения удовлетворяют условиям (41), выполняется равенство∏
i∈Ik

x−αi−miβi

i = y−λk

k . Подставляя данное выражение в (49), получаем после эле-

ментарных преобразований уравнение (43) для функции Uk(yk).
2. Вторая часть теоремы доказывается путем аналогичных рассуждений для ре-

шения вида (44) и применения процедуры разделения переменных с учетом условий
(41), в результате чего получается уравнение (45). Теорема доказана.

5. Решения в виде функций более сложных аргументов. Данный раздел
посвящен решениям уравнения (1) в виде функций от некоторых полиномов спе-
циального вида, содержащих линейные комбинации или произведения независимых
переменных на некоторых подмножествах.
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Теорема 8. Пусть функция g(u) является произвольной, а функция
f(x1, . . . , xN ) имеет вид

f(x1, . . . , xN ) = Φ(ζ)

K∏

k=1

zαk

k , ζ =

K∏

k=1

zk, zk =

N∑

j∈Ik

cjxj . (50)

Здесь Φ(ζ) — некоторая заданная функция, а параметры αk при всех k ∈ Ξ удовле-
творяют условиям

αk + pk = λ, (51)

где λ— вещественная постоянная, pk определяются выражением (46a). Тогда урав-
нение (1) имеет решение вида u = U(ζ), причем функция U(ζ) является решением
уравнения

N∏

i=1

[
U (mi)(ζ)

]βi

= C0g(U)Φ(ζ)ζλ−p, (52)

где C0 определяется второй формулой (28), а p— второй формулой (37).
Доказательство. Для функции u = U(ζ) производные, входящие в левую часть

уравнения (1), можно записать так:
(
∂miu

∂xmi

i

)

i∈Ik

= cmi

i

(
ζ

zk

)mi

U (mi)(ζ). (53)

Используя (53) и (50), уравнение (1) преобразуем к виду

ζp
N∏

i=1

[
U (mi)(ζ)

]βi

= C0g(U)Φ(ζ)

K∏

k=1

zαk+pk

k . (54)

Из условия (51) и второй формулы (50) следует равенство

K∏

k=1

zαk+pk

k = ζλ. (55)

Из (54) и (55) следует уравнение (52) для функции U(ζ). Теорема доказана.
Теорема 9. Пусть функция g(u) является произвольной, а функция

f(x1, . . . , xN ) имеет вид

f(x1, . . . , xN ) = Ψ(η)
N∏

i=1

xαi

i , η =
K∑

k=1

dkyk, yk =
∏

i∈Ik

xi, (56)

где Ψ(η)— некоторая заданная функция, dk — заданные коэффициенты. Предполага-
ется, что для всех i ∈ Ik параметры αi удовлетворяют условиям

αi = 0 при k ∈ Ξ1,

αi = pk −miβi при k ∈ Ξ2.
(57)

Здесь Ξ1 ⊆ Ξ, Ξ2 ⊆ Ξ— подмножества значений k, такие что Nk = 1 при всех
k ∈ Ξ1; Nk > 1 при всех k ∈ Ξ2. Тогда уравнение (1) имеет решение вида u = U(η),
причем функция U(η) является решением уравнения

N∏

i=1

[
U (mi)(η)

]βi

= D0g(U)Ψ(η), (58)
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где D0 определяется выражением

D0 =

K∏

k=1

d−pk

k . (58a)

Доказательство. Запишем выражения для производных функции u = U(η),
входящих в левую часть (1):

(
∂miu

∂xmi

i

)

i∈Ik

= dmi

k U (mi)(η) при k ∈ Ξ1,

(
∂miu

∂xmi

i

)

i∈Ik

= dmi

k U (mi)(η)

(
yk
xi

)mi

при k ∈ Ξ2.

(59)

Используя выражения (59), преобразуем уравнение (1) к виду

N∏

i=1

[
U (mi)(η)

]βi

·
∏

k∈Ξ2

∏

i∈Ik

xpk−miβi

i ·
K∏

k=1

∏

i∈Ik

dmiβi

k = g(U)Ψ(η)

N∏

i=1

xαi

i . (60)

Из (58а) и (46а) получаем равенство
K∏

k=1

∏
i∈Ik

dmiβi

k = 1/D0. Тогда, учитывая условия

(57), из (60) непосредственно следует уравнение (58) для функции U(η). Теорема
доказана.

6. Заключение. Таким образом, в данной работе исследован класс многомер-
ных уравнений в частных производных вида (1). В результате получены решения
с аддитивным, мультипликативным и комбинированным разделениями переменных.
Получено семейство псевдополиномиальных решений, которые выражаются через по-
линомы от независимых переменных с произвольными коэффициентами и функции,
являющиеся решениями некоторых ОДУ. Найдены решения типа бегущей волны,
автомодельные решения и их обобщения, а также решения, представленные в виде
функций более сложных аргументов. Для всех полученных решений сформулированы
условия их существования, которым должна удовлетворять правая часть уравнения и
его параметры. Полученные результаты могут быть обобщены для уравнений с более
сложными дифференциальными операторами.
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We consider a class of multidimensional partial differential equations, containing the
production of powers of partial derivatives of arbitrary order. As a result, solutions with
additive, multiplicative and combined separation of variables are received. The family of
pseudo-polynomial solutions which are expressed through the polynomials on independent
variables with arbitrary coefficients is received, as well as functions which are the solutions
of some ordinary differential equations. The solutions of travelling wave type and self-
similar solutions are founded. Also the families of solutions which have a form of the
sum or the production of the solutions of travelling wave type and self-similar solutions
are received. Furthermore, the solutions representing as the functions of more complicated
arguments which are expressed through the linear combinations and the productions of
initial independent variables are received. The conditions of existence have been formulated
for all received solutions, and the right side of equation and its parameters must satisfy these
conditions.
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