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В работе вводится вариация некоторого вектора δx, которая может интепретироваться
либо как возможное перемещение системы, либо как вариация скорости системы, либо
как вариация ускорения системы. С помощью этого вектора из скалярных характерных
уравнений движения получается единая форма записи всех вариационных дифферен-
циальных принципов механики. Обратно, из этой формы записи получаются исходные
уравнения движения, что позволяет полученные ранее скалярные произведения рас-
сматривать именно как принципы механики. По этой же логической схеме строится
дифференциальный принцип, исходя из векторного уравнения несвободного движения
механической системы. В этой форме записи предлагается сохранять нулевое скалярное
произведение реакции идеальных связей на вектор δx. Это позволяет из полученной за-
писи получать и уравнения, содержащие обобщенные реакции связей.

Ключевые слова: неголономная механика, линейные неголономные связи второго поряд-
ка, уравнения Лагранжа второго рода с множителями, уравнения Маджи, обобщенные
уравнения Лагранжа второго рода с множителями, обобщенные уравнения Маджи.

1. Введение. Движение механической системы в криволинейных координатах
q = (q1, . . . , qs) может быть описано уравнениями Лагранжа второго рода:

d

dt

∂T

∂q̇σ
− ∂T

∂qσ
= Qσ , σ = 1, s ,

T = T (2) + T (1) + T (0) =
M

2
gστ q̇

σ q̇τ +Mgασ q̇
σ +

M

2
g00 ,

σ, τ = 1, s , α = 0, s , q0 = t , q̇0 = 1 .

(1.1)

Здесь M — масса всей системы.
Введем дифференцируемое многообразие всех возможных положений механиче-

ской системы, которые она может иметь в данный момент времени t, и зафиксируем
точку, соответствующую этому времени. Тогда в касательном пространстве к вве-
денному многообразию, проведенному в выбранной точке, можно [1] ввести понятия
основного и взаимного базисов {eσ}, {eτ}, σ, τ = 1, s, при этом метрический тензор
(gστ ) задается коэффициентами положительно определенной квадратичной формы
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T (2). Теперь скалярные уравнения (1.1) можно записать в виде векторного уравне-
ния [2]

MW = Y ,

Y = Qσe
σ , W =Wσe

σ , Wσ =
1

M

(
d

dt

∂T

∂q̇σ
− ∂T

∂qσ

)
, σ = 1, s .

(1.2)

Пусть на движение системы наложены линейные неголономные связи второго
порядка

fκ

2 (t, q, q̇, q̈) ≡ al+κ

2,σ (t, q, q̇) q̈ σ + al+κ

2,0 (t, q, q̇) = 0 , κ = 1, k , l = s− k . (1.3)

В таком виде после дифференцирования по времени могут быть представлены него-
лономные связи первого порядка

fκ

1 (t, q, q̇) = 0 , κ = 1, k , (1.4)

и после двойного дифференцирования — голономные связи

fκ

0 (t, q) = 0 , κ = 1, k . (1.5)

Тогда вместо уравнения (1.2) получим уравнение несвободного движения

MW = Y +R . (1.6)

Уравнение (1.6) можно назвать вторым законом Ньютона при несвободном движении.
Представление всех уравнений связей в виде (1.3) требуется для выделения в их

законах обобщенных ускорений q̈ σ, от которых зависит интересующая нас сила ре-
акции связей R. В настоящее время существует единственный пример [3], в котором
осуществляется неголономная линейная связь второго порядка.

Для векторного представления реакции R идеальных связей (1.3) введем векторы

εεεl+κ = al+κ

2,σ (t, q, q̇) eτ ≡ ∂fκ

2

∂q̈ σ
eτ ≡∇∇∇′′fκ

2 , κ = 1, k . (1.7)

Отметим, что в случае неголономных связей (1.4) они равны векторам

εεεl+κ =
∂fκ

1

∂q̇σ
eτ ≡∇∇∇′fκ

1 , κ = 1, k ,

а при голономных связях (1.5) превращаются в классические операторы Гамильтона

εεεl+κ =
∂fκ

0

∂qσ
eτ ≡∇∇∇fκ

0 , κ = 1, k .

Обобщенные операторы ∇∇∇′fκ

1 и ∇∇∇′′fκ

2 были введены Н. Н. По́ляховым [4]. Система
векторов (1.7) позволяет переписать уравнения связей (1.3) в виде скалярных произ-
ведений

W · εεεl+κ = χκ (t, q, q̇) , κ = 1, k , (1.8)

где функции χκ (t, q, q̇) являются известными функциями своих аргументов.
Векторы (1.7) выделяют в касательном пространстве подпространство RK с ба-

зисом {εl+1, . . . , εs}, ортогонально к нему строится подпространство RL с базисом
{ε1, . . . , εl}. В результате любой вектор в касательном пространстве можно предста-
вить в виде двух ортогональных составляющих, например, для ускорения имеем

W = WK +WL , WK =Wl+κ εεε
l+κ , WL =Wλελ , WK ·WL = 0 ,
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причем составляющая WK согласно выражениям (1.8) полностью задается уравнени-
ями связей (1.3). Так как и закон несвободного движения (1.6) представляется двумя
выражениями

MWK = YK +RK , MWL = YL +RL, (1.9)

то при наложении на движение системы связей, как следует из закона Ньютона (1.9),
составляющая реакции RK представляется в виде

RK = Λκεεε
l+κ , (1.10)

а сами уравнения связей (1.3) выполняются при любом векторе RL. Если

RL ≡ 0 , (1.11)

то связи называются идеальными, а если (1.11) не выполняется, то закон формирова-
ния вектора RL должен быть задан из дополнительных характеристик связей (1.3),
отражающих их физическую реализацию.

2. Возможные перемещения, скорости и ускорения механической си-

стемы. Введем вектор

δx = δxσ eσ , σ = 1, s , (2.1)

где δxσ = δqσ при связях (1.5), δxσ = δ ′q̇σ при связях (1.4) и δxσ = δ ′′q̈ σ при связях
(1.3). Обозначение δ ′ указывает на то, что при составлении такого частного диффе-
ренциала варьируются лишь обобщенные скорости q̇σ, а переменные t, qσ считают-
ся фиксированными параметрами. Соответственно, при составлении δ ′′ варьируются
только обобщенные ускорения q̈ σ, а переменные t, qσ, q̇σ считаются зафиксированны-
ми величинами.

В силу задания связей (1.3)–(1.5) вариации δxσ, σ = 1, s, подчинены условиям

∂fκ

i

∂xσ
δxσ = 0 , κ = 1, k , i = 0, 1, 2. (2.2)

Перейдем от переменных x = (x1, . . . , xs) к переменным x∗ = (x1∗, . . . , x
s
∗) по

формулам

xλ∗ = fλ
i (x) , λ = 1, l , l = s− k ,

xl+κ

∗ = fκ

i (x) , κ = 1, k , i = 0, 1, 2,
(2.3)

где в записи аргументов функций опущена зависимость от фиксированных t, или t, qσ,
или t, qσ, q̇σ. Отметим, что функции fλ

i (x) выбираются исследователем при состав-
лении формул (2.3), а переменные xl+κ

∗ = 0, κ = 1, k, из-за выполнения уравнений
связей. Теперь вариации δxλ∗ , λ = 1, l, оказываются независимыми, а δxl+κ

∗ равны 0,
κ = 1, k, что, в свою очередь, дает условия (2.2) на вариации δxσ, σ = 1, s. Форму-
лам (2.3) соответствует разбиение касательного пространства на прямую сумму двух
подпространств RK и RL. Теперь вектор вариации δx имеет вид

δx = δxλ∗ eλ (2.4)

и принадлежит подпространству RL.
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Преобразованию (2.3) соответствует обратное преобразование

xσ = xσ(x∗) , κ = 1, k ,

из которого получаем следующую связь между вариациями:

δxσ =
∂xσ

∂xλ∗
δxλ∗ , σ = 1, s , λ = 1, l . (2.5)

3. Получение дифференциальных вариационных принципов. Напишем
наиболее распространенные формы дифференциальных уравнений движения при на-
ложении соответствующих связей в виде уравнений Лагранжа второго рода, уравне-
ний Маджи и обобщенных уравнений Маджи (l = s− k):

MW ∗
λ = Q∗

λ , λ = 1, l ;

(
MWσ −Qσ

) ∂q̇σ
∂xλ∗

= 0 , λ = 1, l , σ = 1, s ;

(
MWσ −Qσ

) ∂q̈ σ

∂xλ∗
= 0 , λ = 1, l , σ = 1, s ,

(3.1)

или в форме уравнений Лагранжа первого рода (уравнений Лагранжа второго рода
с множителями)

MWσ −Qσ − Λκ

∂fκ

i

∂xσ
= 0 , σ = 1, s , i = 0, 1, 2. (3.2)

Умножая уравнения (3.1) на δxλ∗ и складывая, получаем

(
MW −Y

)
· δx = 0 . (3.3)

Выражение (3.3) можно получить и из уравнений (3.2). Для этого умножим условия
(2.2) на Λκ и сложим. Тогда получим

Λκ

∂fκ

i

∂xσ
δxσ = 0 , i = 0, 1, 2. (3.4)

Если теперь умножить уравнения (3.2) на δxσ, сложить и учесть нулевую сумму (3.4),
то действительно получим запись (3.3).

Обратимся теперь к обратному утверждению: если запись (3.3) принять за исход-
ную, то из нее получим уравнения движения. После доказательства этого выражение
(3.3) можно будет принять за вариационный дифференциальный принцип механики.

Итак, имеем (3.3). Если δx представить в виде (2.4), то при голономных свя-
зях (1.5) из-за независимости вариаций δxλ∗ , λ = 1, l, получим первую группу урав-
нений в (3.1), то есть уравнения Лагранжа второго рода. Если же неголономные
связи представлены в виде (1.4), (1.3), то, учитывая представление вектора вариа-
ции δx в виде (2.1), в котором можно воспользоваться формулой (2.5), получим вто-
рые группы уравнений в (3.1), то есть уравнения Маджи и обобщенные уравнения
Маджи.

Несколько сложнее из утверждения (3.3) получить уравнения (3.2). Пользуясь
представлением (2.1), перепишем скалярное произведение (3.3) в виде s слагаемых.
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Будем считать, что первые l вариаций δxσ являются независимыми, а остальные k
вариаций могут быть выражены через них из условий (2.2). Подберем значения Λκ,
κ = 1, k, таким образом, чтобы коэффициенты при зависимых вариациях δxl+κ , κ =
1, k, обратились в нули, в свою очередь, коэффициенты при независимых вариациях
обращаются в нули из-за их независимости. Таким образом, получаем выполнение
уравнений (3.2).

4. Расширенная векторная форма записи дифференциальных вариа-

ционных принципов. При выводе дифференциальных вариационных принципов
основным являлась двусторонняя связь между законами Ньютона и записью прин-
ципа: из двух наиболее характерных форм записи дифференциальных уравнений,
отражающих справедливость второго закона Ньютона при наличии соответствую-
щих связей, была получена векторная запись принципа, а затем, наоборот, из это-
го нулевого скалярного произведения, теперь уже постулируемого, выводили как
следствие две исходные формы уравнений несвободного движения механической
системы.

Получим по этой же логической схеме дифференциальные вариационные прин-
ципы непосредственно из векторного уравнения несвободного движения механиче-
ской системы

MW −Y −RK −RL = 0 . (4.1)

Здесь при идеальных связях выполняется (1.11), а вектор RK имеет вид (1.10).
Умножая векторное уравнение (4.1) на вариации вектора x, получаем

(MW −Y −RK −RL) · δx = 0 . (4.2)

Если теперь исходно считать справедливой запись (4.2), то из нее из-за произволь-
ности вектора δx получаем уравнение движения (4.1). Поэтому нулевое скалярное
произведение (4.2) является в зависимости от выбора вектора δx дифференциальным
вариационным принципом Даламбера—Лагранжа, Суслова—Журдена или Гаусса.

В случае неидеальных связей обычно вектор RL относят к активной силе Y, если
же связи идеальны, то выполняется условие (1.11). Из-за ортогональности RK к δx
теперь принцип (4.2) запишется в привычной форме (3.3).

Обратим особое внимание на удобство использования формы записи дифферен-
циальных вариационных принципов в виде (4.2). Здесь сохраняется нулевое скалярное
произведение

RK · δx = 0 ,

которое часто требуется использовать при решении практических задач. В виде при-
мера этого утверждения запишем принцип возможных перемещений, справедливый
в случае равновесия системы (W = 0) при наличии идеальных голономных связей:

(Y + Λκ ∇fκ

0 ) · δy = 0 . (4.3)

Этот принцип является необходимым и достаточным условием равновесия системы.
Принцип возможных перемещений (4.3) является основой для создания аналитиче-
ской статики.

Обсудим еще следующее обстоятельство. Ранее при выводе принципов учитыва-
лись либо зависимости между контравариантными компонентами δxσ, σ = 1, s, зада-
ваемыми наложенными связями, либо независимые вариации δxλ∗ , λ = 1, l, l = s− k.
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В связи с этим из принципов при использовании вариаций δxλ∗ удавалось вывести
лишь собственно уравнения движения и представлялось, что из них не могут быть
получены вторые группы уравнений Лагранжа второго рода, уравнений Маджи и
обобщенных уравнений Маджи:

MW ∗
l+κ

−Q∗
l+κ

− Λκ = 0 , κ = 1, k ,

(MWσ −Qσ)
∂q̇σ

∂xl+κ

∗
− Λκ = 0 , κ = 1, k ,

(MWσ −Qσ)
∂q̈ σ

∂xl+κ

∗
− Λκ = 0 , κ = 1, k .

(4.4)

Вернемся к векторному уравнению движения (4.1). По принципу освобождаемости
его можно рассматривать как движение свободной механической системы под дей-
ствием сил Y, RK , RL. Но если система свободна, то все вариации δxσ∗ , σ = 1, s, неза-
висимы, поэтому из равенства нулю коэффициентов при δxl+κ

∗ , κ = 1, k, получаем
интересующие нас уравнения (4.4), содержащие множители Лагранжа (обобщенные
реакции идеальных связей). Знание этих величин позволяет выяснить, в частности,
возможность освобождения механической системы от наложенных на ее движение
голономных связей.

Авторы приносят благодарность Е. Р. Маликову за участие в обсуждении изло-
женной тематики.
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The paper introduces the variation of a vector δx, which can be interpreteed either as
a virtual displacement of a system, the variation of the velocity of a system or the variation
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of the acceleration of a system. This vector is used to put forward, from scalar representative
motion equations, a uniform notation of all differential variational principles of mechanics.
Conversely, this notation involves all original motion equations, which enables one to consider
the previously obtained scalar products as principles of mechanics. The same approach leads
us to a differential principle on the basis of the vector equation of constrained motion of
a mechanical system. In this form, it is proposed to retain the nonzero scalar product of
ideal constraints by the vector δx. This enables one from this notation to derive equations
involving generalized constrained forces.
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ХРОНИКА

22 ноября 2017 г. на заседании секции теоретической механики им. проф. Н. Н. По-
ляхова в Санкт-Петербургском Доме ученых РАН был заслушан доклад доктора
физ.-мат. наук, профессора М. П. Юшкова и студентки В. И. Петровой (СПбГУ) на тему
«Динамика нагруженной платформы Стюарта».

Краткое содержание доклада:

Составлены дифференциальные уравнения движения нагруженной платформы Стю-
арта. Решены прямая и обратная задачи динамики. Показана неустойчивость простейшего
движения системы в виде вертикальных колебаний платформы. На примере элементарной
физической модели объясняются причины возникновения неустойчивости. Для достижения
устойчивой работы стенда вводятся обратные связи. Приводятся результаты численных рас-
четов.
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