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Мы рассматриваем задачу о локальной параметрической идентифицируемости гибридной
системы, включающей непрерывную и дискретную по времени системы. Множеством наблю-
дений служит зависящий от непрерывного по времени параметра вектор-решение дискретной
компоненты системы. Достаточные условия локальной параметрической идентифицируемости
сформулированы с использованием введенного ранее понятия нормированной отделенности
множества параметров от ядра специального функционала.

Приведен пример, в котором условие нормированной отделенности сводится к некоторому
ранговому критерию. Библиогр. 4 назв.
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Гибридные системы представляют собой достаточно широкий класс динамиче-
ских систем, включающих в себя одновременно непрерывные и дискретные по вре-
мени системы. Интерес к таким системам постоянно растет, и они находят все боль-
шее применение в различных приложениях [1, 2]. В известных работах по гибрид-
ным системам в основном изучались проблемы их анализа и синтеза, устойчивости
и управления [2]. Что касается обратной задачи определения и уточнения модели по
экспериментальным данным, т. е. проблемы идентификации, она привлекала мень-
шее внимание (см., например, [3]). В настоящей работе для одного класса гибридных
систем изучается задача локальной параметрической идентифицируемости, т. е. воз-
можности однозначного определения параметра системы по результатам наблюдений.
Отметим работу [4], в которой использовался новый подход при изучении этой задачи
для непрерывных динамических систем.

Рассмотрим модель, заданную на промежутке [0, T ] с разбиением 0 = t0 < t1 <
· · · < tN = T , описываемую гибридной системой

{
ẋ = f(t, x, yk, p(t)), t ∈ [tk, tk+1],

yk+1 = g(x(tk+1), yk),
(1)
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где x ∈ Rn, y ∈ Rm, p(t) ∈ Rl, вектор-функции f , g непрерывны по совокупно-
сти своих переменных и непрерывно дифференцируемы по переменным x, y, p и x, y
соответственно. Через P обозначим множество допустимых непрерывных на [0, T ]
параметр-функций.

Фиксируем начальные данные x(0) = x0 и y0 и обозначаем через {x(t, p), yk(p)},
k = 1, 2, . . . , N , решение системы (1). При этом считаем, что «стыковка» решения
x(t, p) в точках разбиения временного промежутка обеспечивает его непрерывность
на всем [0, T ].

Для параметр-функции p ∈ P множеством наблюдений в рассматриваемой ги-
бридной системе (1) служит совокупность векторов

Y (p) = {y1(p), . . . , yN(p)}. (2)

Основное предположение: для любой функции p ∈ P решение {x(t, p), yk(p)}
единственно, и функция x(t, p) определена на всем промежутке [0, T ].

Для любой функции q(t), t ∈ [a, b], мы используем норму

|q| = sup
t∈[a,b]

‖q(t)‖,

где ‖.‖— евклидова норма.
Определение 1. Пусть p1, p2 ∈ P . Будем говорить, что пара {p1, p2} различима

по наблюдениям (2), если существует i ∈ {1, 2, . . . , N}, такое что yi(p1) 6= yi(p2).
Определение 2. Система (1) называется локально параметрически идентифи-

цируемой при p0 ∈ P по наблюдениям Y (p), если существует такое ǫ > 0, что для
всех p ∈ P , удовлетворяющих неравенству 0 < |p− p0| < ǫ, пара {p, p0} различима.

Зафиксируем p0 ∈ P и будем изучать задачу о локальной параметрической иден-
тифицируемости системы (1) при p0 по наблюдениям Y (p).

Рассмотрим системы в вариациях

ż =
∂f

∂x
(t, x(t, p0), yk(p0), p0) z, t ∈ [tk, tk+1]. (3)

Обозначим через Φk(t) фундаментальную матрицу системы (3), удовлетворяю-
щую условию Φk(tk) = E, k = 0, 1, . . . , N − 1.

Введем функционалы

Gk+1(r) = Φk(tk+1)

(
Gk(r) +

∫ tk+1

tk

Φ−1
k (s)

∂f

∂p
(s, x(s, p0), yk(p0), p0) r(s)ds

)
,

k = 0, 1, . . . , N − 1, G0(r) ≡ 0, определенные на множестве разностей функций семей-
ства P , и обозначим через K ядро функционала

H(r) =
∂g

∂x
(x(T, p0), yN−1(p0))GN (r). (4)

Определение 3. Семейство P нормированно отделено в p0 от K, если любая
последовательность p(m) ∈ P , обладающая свойствами

|p(m) − p0| > 0 и |p(m) − p0| → 0, m→ ∞, (5)
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имеет такую подпоследовательность p(mn), что последовательность

ρ(mn) =
p(mn) − p0
|p(mn) − p0|

равномерно сходится при n→ ∞ на [0, T ] к функции, не принадлежащей K.

Теорема. Если семейство P нормированно отделено в p0 от K, имеет место
локальная параметрическая идентифицируемость системы (1) при p0 ∈ P по на-
блюдениям Y (p).

Доказательство. Если нет локальной параметрической идентифицируемости
системы (1) при p = p0, то существует такая последовательность p(m) ∈ P , что вы-
полняются соотношения

∆m(yk) = yk(p
(m))− yk(p0) = 0, k = 1, 2, . . .N, (6)

|p(m) − p0| > 0 и |p(m) − p0| → 0, m→ ∞.

Условие (5) выполнено. Поэтому выберем соответствующую подпоследователь-
ность p(mn) (считаем для простоты mn = m) и пусть

ρ(m) → ρ /∈ K. (7)

Для параметра p(m) = p0 +∆m(p) рассмотрим приращение

∆m(yk+1) = g(x(tk+1, p
(m)), yk)− g(x(tk+1, p0), yk) =

=
∂g

∂x
(x(tk+1, p0), yk)∆x(tk+1) + o(‖∆x(tk+1)‖), k = 0, 1, . . . , N − 1,

где
∆x(tk+1) = x(tk+1, p

(m))− x(tk+1, p0).

С учетом (6) имеем

∂g

∂x
(x(tk+1, p0), yk)∆x(tk+1) + o(‖∆x(tk+1)‖) = 0, k = 0, 1, . . . , N − 1. (8)

В работе [4] показана справедливость равенства

∆x(t1) = G1(∆m(p)) + U1(∆m(p)), (9)

где
‖U1(∆m(p))‖

|∆m(p)| → 0 при |∆m(p)| → 0.

Далее, по аналогии с (9) (см. [4]), будем иметь

∆x(t2) = x(t2, p
(m))− x(t2, p0) =

= x(t1, p
(m)) +

∫ t2

t1

f(s, x(s, pm), y1, p
m)ds− x(t1, po)−

∫ t2

t1

f(s, x(s, p0), y1, p0)ds =

= G2(∆m(p)) + U2(∆m(p)),
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где
‖U2(∆m(p))‖

|∆m(p)| → 0 при |∆m(p)| → 0.

Продолжая этот процесс, на N -м шаге получим

∆x(T ) = x(T, p(m))− x(T, p0) = GN (∆m(p)) + UN (∆m(p)), (10)

где
‖UN (∆m(p))‖

|∆m(p)| → 0 при |∆m(p)| → 0.

С учетом (8) и (10) будем иметь

∂g

∂x
(x(T, p0), yN−1(p0))GN (∆m(p)) = o(|∆m(p)|). (11)

Разделим (11) на |∆m(p)|, в результате получим

∂g

∂x
(x(T, p0), yN−1(p0))

GN (∆m(p))

|∆m(p)| =
o(∆m(p))

|∆m(p)|

или, с учетом (4),

H(ρ(m)) =
o(∆m(p))

|∆m(p)| . (12)

Так как функционал H непрерывен, из (7) следует

H(ρ(m)) → H(ρ) 6= 0, m→ ∞,

что противоречит (12). Теорема доказана.

Отметим один случай, в котором использованное условие нормированной отде-
ленности сводится к некоторому ранговому критерию (см. формулу (13) ниже). Пусть
для простоты параметры p(t)— скалярные функции.

Предположим, что в окрестности p0(t) семейство P допускает представление

p(t) = p0(t) + c1π1(t) + · · ·+ clπl(t), t ∈ [0, T ],

где π1(t), . . . , πl(t)— фиксированные функции, а c1, . . . , cl — числа.
Положим

|p− p0| = ‖c‖ :=
√
c21 + · · ·+ c2l .

Тогда в определении функционалов Gk({r}) величина r— скаляр, ∂f/∂p— n-
вектор, а Φk(tk+1) и Φ−1

k (s)— n× n-матрицы.
Следовательно, Gk({r})— n-векторы.
Предположение. Векторы GN ({π1}), . . . , GN ({πl}) линейно независимы.
Рассмотрим теперь последовательность

p(m) = p0 + c
(m)
1 π1 + · · ·+ c

(m)
l πl

с условием ‖c(m)‖ > 0 и ‖c(m)‖ → 0, m→ ∞.
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Векторы

σm =
(c

(m)
1 , . . . , c

(m)
l )

‖c(m)‖

принадлежат единичной сфере пространства Rl, поэтому последовательность σm име-
ет сходящуюся подпоследовательность.

Пусть σm → σ = (σ1, . . . , σl), ‖σ‖ = 1. Тогда будем иметь

ρ(m) =
c
(m)
1 π1 + · · ·+ c

(m)
l πl

‖c(m)‖ → π := σ1π1 + · · ·+ σlπl, m→ ∞,

и сходимость равномерная.

Так как σ 6= 0, вектор GN ({π}) = σ1GN ({π1}) + · · ·+ σlGN ({πl}) ненулевой.

Следовательно, если выполняется неравенство

rank
∂g

∂x
(x(T, p0), yN−1(p0)) ≥ n, (13)

получаем π /∈ K, что и требовалось.
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We consider the problem of local parameter identifiability for a hybrid system containing continuous
and descrete in time systems. The set of observations is the vector-solution of the discrete component of
the system. Sufficient conditions of local parameter identifiability are obtained in terms of the previously
introduced condition of normed separability of the set of parameters from the kernel of a special functional.

We consider an example in which the condition of normed separability is reduced to a rank criterion.
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