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ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ СПЛАЙНОВ ВТОРОГО ПОРЯДКА∗
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В работе получены необходимые и достаточные условия неотрицательности непрерыв-
но дифференцируемых координатных тригонометрических сплайнов второго порядка и уста-
новлены промежутки выпуклости и вогнутости этих сплайнов. Метод исследования состоит в
определении вогнутости на промежутках, прилегающих к концам носителя рассматриваемого
координатного сплайна, и в применении рассуждений, связанных с числом нулей решения соот-
ветствующей краевой задачи для дифференциального уравнения второго порядка. Библиогр.
16 назв. Ил. 2.

Ключевые слова: неотрицательность, координатные сплайны, тригонометрические
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1. Введение. В работах [1–6] рассматривались разные варианты построе-
ния аппроксимаций. Среди них фигурировали полиномиальные сплайны (кусочно-
полиномиальные функции) различной гладкости, а также неполиномиальные, а имен-
но: тригонометрические и экспоненциальные сплайны; сплайны, определяемые тем
или иным оператором (так называемые L-сплайны); cплайны, определяемые семей-
ством линейных функционалов (G-сплайны); сплайны, получаемые минимизацией
квадратичного функционала и т. п. (см., например, библиографию в монографиях [2–
3]). Сплайны, которые получаются из аппроксимационных соотношений с использова-
нием полной цепочки векторов и генерирующей вектор-функции, рассматривались в
ряде работ (см., например, [6–8]); подобные сплайны с минимальным носителем были
названы минимальными. Определенный способ выбора упомянутой цепочки векто-
ров позволил рассмотреть минимальные сплайны максимальной гладкости и уста-
новить единственность пространства таких сплайнов среди множества пространств
минимальных сплайнов (определяемых произвольным выбором полной цепочки век-
торов при фиксированной сетке и фиксированной генерирующей вектор-функции).
Оказалось, что такие пространства образуют цепочку вложенных пространств на
последовательности вложенных сеток, а это, в свою очередь, позволило построить
вэйвлетное разложение таких цепочек (см., например, [9]).

С другой стороны, минимальные сплайны предоставляют прекрасный аппарат
аппроксимации (ибо они получаются из аппроксимационных соотношений). Аппрок-
симация сплайнами является линейной комбинацией координатных сплайнов, так
что наблюдение за качеством аппроксимации и разработка путей ее улучшения зна-
чительно упрощаются в случае, когда координатные сплайны имеют определенный
знак.

Координатный сплайн будем называть положительным, если он положителен
во всех внутренних точках своего носителя.
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Положительность координатных сплайнов важна для практического применения
в задачах геометрического моделирования (см., например, [10–14]), и в задачах изо-
геометрического анализа (подробности см. в монографии [15]). Знакоопределенность
координатных сплайнов важна в использующих эти сплайны методах для минимиза-
ции ошибок округления и для поддержания устойчивости вычислительного процесса.

Давно известно (см., например, [3]), что координатные сплайны, генерируемые
вектор-функцией ϕ(t)

def
= (1, t, t2), положительны: это непрерывно дифференцируемые

квадратичные сплайны; в этом случае никаких ограничений на сетку не налагается.
Тригонометрические сплайны, получаемые из аппроксимационных соотношений,

обладают асимптотически оптимальной аппроксимацией (по N -поперечнику стан-
дартных компактов). Вложенность пространств таких сплайнов, построенных на вло-
женных сетках, позволяет получать сплайн-всплесковое (вэйвлетное) разложение [8].
Вопросы, связанные с поведением тригонометрических сплайнов и с положительно-
стью координатных тригонометрических сплайнов, рассматривались в [7], где анон-
сировалась положительность упомянутых сплайнов для сетки с шагом меньше π, и
в работе [16], где их положительность доказана для сетки шага меньше π/2.

Цель данной работы — получить необходимые и достаточные условия поло-
жительности непрерывно дифференцируемых координатных тригонометрических
сплайнов второго порядка. Метод исследования состоит в определении вогнутости
на промежутках, прилегающих к концам носителя рассматриваемого координатного
сплайна, а также в применении рассуждений, связанных с числом нулей решения со-
ответствующей краевой задачи для дифференциального уравнения второго порядка.

2. Общая схема построений. Пусть Z — множество всех целых чисел, а R3 —
множество трехмерных векторов с компонентами из множества R1 всех вещественных
чисел. На интервале (α, β) ⊂ R1 вещественной оси R1 введем сетку {xj}j∈Z,

. . . < x−2 < x−1 < x0 < x1 < x2 < . . . ,

lim
j→−∞

= α, lim
j→+∞

= β.

Введем множества M
def
= ∪j∈Z (xj , xj+1) и Sj

def
= [xj−1, xj+2]. Пусть {aj}j∈Z — множество

трехмерных вектор-столбцов из R3; предположим, что квадратные матрицы третьего
порядка (ak−1, ak, ak+1), составленные из вектор-столбцов ak−1, ak, ak+1, неособен-
ные:

det(ak−1, ak, ak+1) 6= 0, ∀k ∈ Z. (2.1)

Рассмотрим трехкомпонентную вектор-функцию (столбец) ϕ(t) с компонентами из
пространства C2(α, β) и с отличным от нуля вронскианом

det(ϕ, ϕ ′, ϕ ′′)(t) 6= 0, ∀t ∈ (α, β).

Линейное пространство вещественнозначных функций, заданных на множестве M,
обозначим через X.

Пусть функции ωj ∈ X, j ∈ Z, удовлетворяют тождествам

ak−1ωk−1(t) + akωk(t) + ak+1ωk+1(t) ≡ ϕ(t), ∀t ∈ (xk, xk+1), ∀k ∈ Z, (2.2)

ωj(t) ≡ 0, ∀t ∈M\Sj, ∀j ∈ Z. (2.3)
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При каждом фиксированном t ∈ (xk, xk+1), ∀k ∈ Z, соотношения (2.2) можно
рассмотреть как систему линейных алгебраических уравнений относительно неиз-
вестных ωj(t). Ввиду предположения (2.1) система (2.2) однозначно разрешима. Из
(2.2) и (2.3) видно, что справедливо supp ωj ⊂ Sj и

ωj(t) =
det
(
aj−2, aj−1, ϕ(t)

)

det
(
aj−2, aj−1, aj

) при t ∈ (xj−1, xj), (2.4)

ωj(t) =
det
(
aj−1, ϕ(t), aj+1

)

det
(
aj−1, aj , aj+1

) при t ∈ (xj , xj+1), (2.5)

ωj(t) =
det
(
ϕ(t), aj+1, aj+2

)

det
(
aj, aj+1, aj+2

) при t ∈ (xj+1, xj+2). (2.6)

Введем обозначения ϕj
def
= ϕ(xj), ϕ

′
j

def
= ϕ ′(xj).

Как известно (см. [10]), если aj = cjbj , ∀j ∈ Z, с произвольными ненулевыми
константами cj и векторами bj , определяемыми по формулам

bj
def
= det(ϕj , ϕj+1, ϕ

′
j+1)ϕ

′
j − det(ϕ ′

j , ϕj+1, ϕ
′
j+1)ϕj , (2.7)

то ωj ∈ C1(α, β), ∀j ∈ Z.

3. Гладкие тригонометрические сплайны второго порядка. Пусть имеем
ϕ(t) = (1, sin t, cos t)T . В этом случае справедливо равенство det(ϕ, ϕ ′, ϕ ′′)(t) ≡ −1.

Для отыскания векторов aj найдем векторы bj по формуле (2.7). Имеем

det(ϕj , ϕj+1, ϕ
′
j+1) = det




1 1 0
sin xj sin xj+1 cos xj+1

cos xj cos xj+1 −sin xj+1


 = −2sin2

xj+1 − xj
2

,

а кроме того,

det(ϕ ′
j , ϕj+1, ϕ

′
j+1) = det




0 1 0
cos xj sin xj+1 cos xj+1

−sin xj cos xj+1 −sin xj+1


 = sin (xj+1 − xj).

Итак, получаем

bj = −2sin2
xj+1 − xj

2




0
cos xj
−sin xj


− sin (xj+1 − xj)




1
sin xj
cos xj


 .

Дальнейшие преобразования дают

bj = −2sin
xj+1 − xj

2



cos

xj+1−xj

2

sin
xj+1+xj

2

cos
xj+1+xj

2


 .

Предположим, что выполнено условие (A):

xj+1 − xj < π, ∀j ∈ Z.
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Полагая cj = − 1
2 sin

−1
(

xj+1−xj

2

)
, после подстановки aj = cjbj определяем векто-

ры aj в виде

aj =

(
cos

xj+1 − xj
2

, sin
xj+1 + xj

2
, cos

xj+1 + xj
2

)T

. (3.1)

Подставляя (3.1) в равенства (2.4)–(2.6) находим тригонометрический Bϕ-сплайн
ωT
j второго порядка с носителем supp ωT

j = [xj−1, xj+2]:

ωT
j (t) = sin2

( t− xj−1

2

)
sin−1

(xj+1 − xj−1

2

)
sin−1

(xj − xj−1

2

)
при t ∈ [xj−1, xj),

(3.2)

ωT
j (t) =

1

2

[
sin
(xj+1 + xj+2

2
− t
)
cos

xj − xj−1

2
+

+ sin
(
t− xj−1 + xj

2

)
cos

xj+2 − xj+1

2
+ sin

xj + xj−1 − xj+2 − xj+1

2

]
×

× sin−1
(xj+1 − xj

2

)
sin−1

(xj+2 − xj
2

)
× sin−1

(xj+1 − xj−1

2

)
при t ∈ [xj , xj+1),

(3.3)

ωT
j (t) = sin2

( t− xj+2

2

)
sin−1

(xj+2 − xj
2

)
sin−1

(xj+2 − xj+1

2

)
при t ∈ [xj+1, xj+2].

(3.4)

4. Свойства тригонометрических сплайнов второго порядка. Из формул
(3.2) и (3.4) видно, что при условии (A) на промежутках (xj−1, xj) и (xj+1, xj+2)
функция ωT

j (t) положительна.

Найдем первую и вторую производные функции ωT
j (t) на промежутке [xj , xj+1]:

d

dt
ωT
j (t) =

=
1

2

[
−cos

(xj+1 + xj+2

2
− t
)
cos

xj − xj−1

2
+ cos

(
t− xj−1 + xj

2

)
cos

xj+2 − xj+1

2

]
×

× sin−1
(xj+1 − xj

2

)
sin−1

(xj+2 − xj
2

)
sin−1

(xj+1 − xj−1

2

)
, (4.1)

d2

dt2
ωT
j (t) =

=
1

2

[
−sin

(xj+1 + xj+2

2
− t
)
cos

xj − xj−1

2
− sin

(
t− xj−1 + xj

2

)
cos

xj+2 − xj+1

2

]
×

× sin−1
(xj+1 − xj

2

)
sin−1

(xj+2 − xj
2

)
sin−1

(xj+1 − xj−1

2

)
. (4.2)

Отыскивая первую и вторую производные функции ωT
j (t) на промежутках

(xj−1, xj ] и [xj+1, xj+2), получим

d

dt
ωT
j (t) =

1

2
sin
(
t− xj−1

)
sin−1

(xj+1 − xj−1

2

)
sin−1

(xj − xj−1

2

)
> 0, (4.3)
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d2

dt2
ωT
j (t) =

1

2
cos
(
t− xj−1

)
sin−1

(xj+1 − xj−1

2

)
sin−1

(xj − xj−1

2

)
(4.4)

при t ∈ (xj−1, xj ] и

d

dt
ωT
j (t) =

1

2
sin
(
t− xj+2

)
sin−1

(xj+2 − xj
2

)
sin−1

(xj+2 − xj+1

2

)
< 0, (4.5)

d2

dt2
ωT
j (t) =

1

2
cos
(
t− xj+2

)
sin−1

(xj+2 − xj
2

)
sin−1

(xj+2 − xj+1

2

)
(4.6)

при t ∈ [xj+1, xj+2).
Рассмотрим функцию u(t)

def
=

d
dtω

T
j (t) на промежутке [xj , xj+1]. Используя (4.3),

(4.5) и учитывая непрывность производной функции ωT
j (t), придем к неравенствам

u(xj) > 0, u(xj+1) < 0. (4.7)

Из соотношений (4.7) следует, что (ввиду аналитичности) функция u(t) может иметь
лишь нечетное количество нулей на промежутке [xj , xj+1]. Легко видеть, что u(t)
удовлетворяет уравнению u ′′ + u = 0, так что u(t) имеет представление

u(t) = K sin(t+ θ), (4.8)

где K и θ определяются из граничных условий

u(xj) =
d

dt
ωT
j (xj), u(xj+1) =

d

dt
ωT
j (xj+1)

с использованием формул (4.3) и (4.5) соответственно. Представление (4.8) показы-
вает, что, для того чтобы на промежутке [c, d] функция u(t) имела менее трех нулей,
необходимо и достаточно, чтобы выполнялось неравенство d− c < 2π. Применяя это
соображение к функции u(t)

def
=

d
dtω

T
j (t) на рассматриваемом промежутке [xj , xj+1],

видим, что справедливо следующее утверждение.
Лемма 1. При условии (A) функция d

dtω
T
j (t) (см. формулу (4.2)) на промежутке

[xj , xj+1] имеет один нуль.

Следствие 1. При условии (A) функция d2

dt2ω
T
j (t) на промежутке (xj , xj+1)

неположительна.
Теорема 1. 1) Условие (A) необходимо и достаточно для того, чтобы все функ-

ции ωT
j (t) были положительны ∀j ∈ Z.

2) При условии (A) на промежутке (xj , xj+1) функция ωT
j (t) положительна и

выпукла. Если xj − xj−1 ≤ π/2, то на промежутке (xj−1, xj) функция ωT
j (t) поло-

жительна и вогнута, а если π/2 < xj −xj−1 < π, то эта функция (оставаясь поло-
жительной) вогнута на промежутке (xj−1, xj−1 + π/2) и выпукла на промежутке
(xj−1 + π/2, xj). Аналогичное утверждение относится к промежутку (xj+1, xj+2):
если xj+2 − xj+1 ≤ π/2, то рассматриваемая функция положительна и вогнута
на всем упомянутом промежутке, если же π/2 < xj+2 − xj+1 < π, то на проме-
жутке (xj+1, xj+2 − π/2) эта функция (оставаясь положительной) выпукла, а на
промежутке (xj+2 − π/2, xj+2) она вогнута.

Доказательство. Для доказательства необходимости, указанной в пункте 1),
покажем, что в классе сеток, нарушающих условие (A), существует такая сетка, на
которой хотя бы один координатный сплайн меняет знак.
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Рассмотрим сетку, для всех сеточных интервалов которой выполняется условие
(A), кроме одного, где это условие нарушено: сумма длин двух соседних интерва-
лов больше 2π. Тогда найдется незнакоопределенная функция ωT

j (t). Действительно,
пусть xk+2−xk > 2π, а все промежутки [xj , xj+1), j 6= k, удовлетворяют условию (A).
Тогда функция ωT

k (t) меняет знак: на промежутке (xk+1, xk+2) она отрицательна, а
на промежутке (xk−1, xk) положительна.

Достаточность, утверждаемая в пункте 1 теоремы, следует из формул (3.2)–(3.4),
(4.1)–(4.8) и леммы 1; из этих же формул вытекают утверждения пункта 2.

На рис. 1, 2 приведены графики двух вариантов рассматриваемого координатно-
го тригонометрического сплайна на равномерных сетках вида xj = jh, h > 0, для
значений h = 1 и h = 5 соответственно. Эти графики иллюстрируют доказанный
выше результат: при h < π упомянутый сплайн положителен, а при h > π он не
положителен.

Рис. 1. Тригонометрический сплайн
при h = 1.

Рис. 2. Тригонометрический сплайн
при h = 5.

Замечание. В работе [9] допущена погрешность, замеченная А. А. Макаровым:
в качестве основного условия фигурирует условие (A), но приведенные там доказа-
тельства справедливы лишь при более жестком предположении:

xj+1 − xj < π/2, ∀j ∈ Z.

Результаты данной работы устраняют эту погрешность и позволяют установить по-
ложительность тригонометрических сплайнов при выполнении условия (A).
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NECESSARY AND SUFFICIENT CONDITIONS OF NONNEGATIVITY FOR
COORDINATE TRIGONOMETRICAL SPLINES OF THE SECOND ORDER
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There are many different ways to define coordinate splines. The splines, which are defined with
approximation relations, have the best approximation properties as to order of N-width for the standard
compact sets. The suitable choice of the approximation relations gives the maximal smoothness under the
condition of minimal support for coordinate splines. On the other hand, the choice of different generating
function gives opportunity to receive splines of different types (polynomial, exponential, trigonometrical
ones and so on).

The paper is discussed the positivity of coordinate trigonometrical splines of the second order with
maximal smoothness.

Let us consider the real grid {xj}j∈Z,

. . . < x−2 < x−1 < x0 < x1 < x2 < . . .

By definition we put M
def
= ∪j∈Z (xj , xj+1), Sj

def
= [xj−1, xj+2], and consider three-component vectors:

generating vector function ϕ(t) and family of vectors aj , defined with formulas

ϕ(t)
def
= (1, sin t, cos t)T , aj

def
= det(ϕj , ϕj+1, ϕ

′

j+1)ϕ
′

j − det(ϕ ′

j , ϕj+1, ϕ
′

j+1)ϕj ,

where ϕj
def
= ϕ(xj), ϕ ′

j

def
= ϕ ′(xj).

The coordinate trigonometric splines ωj ∈ C1 are defined by approximation relations

ak−1ωk−1(t) + akωk(t) + ak+1ωk+1(t) ≡ ϕ(t) ∀t ∈ (xk, xk+1), ∀k ∈ Z,

ωj(t) ≡ 0 ∀t ∈ M\Sj , ∀j ∈ Z.

Theorem. The inequality xj+1 − xj < π ∀j ∈ Z is necessary and sufficient condition for
nonnegativity of the functions ωj(t) ∀j ∈ Z.

Furthermore, the sufficient conditions of convexity on the intervals (xj−1, xj), (xj+1, xj+2) and
concavity on the interval (xj , xj+1) have been obtained in the paper. Refs 16. Figs 2.

Keywords: nonnegativity, coordinate splines, trigonometrical splines.
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