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Получены достаточные условия применимости закона повторного логарифма к последо-
вательности зависимых случайных величин. Следствием этого результата является теорема о
законе повторного логарифма для последовательности m-ортогональных случайных величин.
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Теорема 1. Пусть {Yn;n = 1, 2, · · · }— последовательность случайных величин
на некотором вероятностном пространстве, {an;n = 1, 2, · · · }— последователь-
ность положительных чисел, такая что an → ∞ при n → ∞ и выполнено сле-
дующее условие: для любого ε > 0 имеет место неравенство an+r ≥ an(1 − ε) для
всех r ≥ 1 и всех достаточно больших n (условие A). Пусть

∞∑

n=1

P

(
max

[cn]≤k<[cn+1]
Yk > (1 + ε)a[cn]

)
<∞ (1)

для некоторого c > 1 и любого ε > 0. Тогда выполняется

lim sup
Yn
an

≤ 1 п. н. (2)

Доказательство. Пусть δ — произвольное положительное число, c > 1. В силу
условия А имеем

P (Yn > (1 + δ)an б. ч.) ≤ P

(
max

[cn]≤k<[cn+1]
Yk > (1 + δ)a[cn](1− ε) б. ч.

)

для любого ε > 0. Поэтому справедливо неравенство

P (Yn > (1 + δ)an б. ч.) ≤ P

(
max

[cn]≤k<[cn+1]
Yk >

(
1 +

δ

2

)
a[cn] б. ч.

)
,

если положительное число ε выбрать столь малым, что (1 + δ)(1 − ε) > 1 + δ/2.
Взяв число c удовлетворяющим условию (1) и применив лемму Бореля—Кан-

телли, приходим к неравенству (2).
Условие A представляет собой ослабление условия неубывания нормирующей

числовой последовательности {an}, позволяющее применить теорему 1 к последо-
вательностям случайных величин при нормирующей последовательности, которая
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не является неубывающей, но удовлетворяет условию A. В частности, с помощью
теоремы 1 можно получить достаточные условия применимости закона повторного
логарифма к суммам m-зависимых случайных величин. Напомним, что последова-
тельность случайных величин {Xn;n = 1, 2, . . .} называется последовательностью
m-зависимых случайных величин, где m есть целое неотрицательное число, если слу-
чайные векторы (Xp, . . . , Xq) и (Xr, . . . , Xs) независимы при любых целых p, q, r, s,
удовлетворяющих условиям 1 ≤ p ≤ q < r ≤ s и r − q > m.

Понятие последовательностиm-зависимых случайных величин введено Хёфдин-
гом и Роббинсом в классической работе [1], содержащей также условия применимости
центральной предельной теоремы к последовательностям m-зависимых случайных
величин. К настоящему времени литература по предельным теоремам для сумм m-
зависимых случайных величин весьма обширна.

В [2] введено понятие последовательности m-ортогональных случайных ве-
личин. Пусть m— целое неотрицательное число. Будем говорить, что заданная
на некотором вероятностном пространстве последовательность случайных величин
{Xn;n = 1, 2, · · · } есть последовательность m-ортогональных случайных величин,
если EX2

n <∞ для любого n и E(XkXj) = 0 при условии |k−j| > m. В частности, по-
следовательность 0-ортогональных случайных величин есть последовательность ор-
тогональных случайных величин. Если {Xn} есть последовательность m-зависимых
случайных величин с математическими ожиданиями, равными нулю, и конечными
дисперсиями, то она является последовательностью m-ортогональных случайных ве-
личин. Последнее утверждение остается верным, если в нем заменить условие m-
зависимости более слабым условием попарнойm-зависимости. Заметим, что проверка
выполнения условия m-ортогональности значительно проще, чем проверка условия
m-зависимости или попарной m-зависимости. Исследование предельных теорем для
последовательностей m-ортогональных случайных величин представляет определен-
ный интерес с учетом того большого внимания, которое было уделено предельным
теоремам для сумм ортогональных случайных величин и сумм m-зависимых случай-
ных величин. Приведем одну теорему о законе повторного логарифма для последо-
вательностей m-ортогональных случайных величин.

Теорема 2. Пусть {Xn;n = 1, 2, . . .}— последовательность m-ортогональных
случайных величин с математическими ожиданиями, равными нулю. Положим
Sn =

∑n
k=1Xk, Bn = ES2

n, χ(n) = (2Bn log logBn)
1/2. Пусть

Bn → ∞, (3)

EX2
n

Bn
→ 0 (4)

при n→ ∞ и выполнено условие

∞∑

n=1

P

(
max

[cn]≤k<[cn+1]
Sk > (1 + ε)χ([cn])

)
<∞ (5)

для некоторого c > 1 и любого ε > 0. Тогда справедливо неравенство

lim sup
Sn

χ(n)
≤ 1 п. н. (6)

Доказательство. Покажем, что последовательность {Bn} удовлетворяет усло-
вию А. Справедливы равенства
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Bn = E(Sn+1 −Xn+1)
2 = Bn+1 + EX2

n+1 − 2E(Sn+1Xn+1) =

= Bn+1 + EX2
n+1 + 2θ

(
ES2

n+1EX
2
n+1

)1/2

в силу неравенства Буняковского—Коши, где |θ| ≤ 1. Поэтому

Bn

Bn+1
= 1 +

EX2
n+1

Bn+1
+ 2θ

(
EX2

n+1

Bn+1

)1/2

.

Условие (4) приводит к соотношению

Bn

Bn+1
→ 1 (n→ ∞). (7)

Для любого целого p ≥ 1 имеем

Bn+p = Bn + E(Xn+1 + · · ·+Xn+p)
2 + 2E[Sn(Xn+1 + · · ·+Xn+p)] ≥

≥ Bn + 2E[Sn(Xn+1 + · · ·+Xn+p)],

E[Sn(Xn+1 + · · ·+Xn+p)] = E[(Xn−m+1 + · · ·+Xn)(Xn+1 + · · ·+Xn+p)]

при n > m в силу условия m-ортогональности. Используя это же условие, нетрудно
убедиться, что выполняется неравенство

E|Sn(Xn+1 + · · ·+Xn+p)| ≤
m∑

j=0

m−j∑

i=0

|E(Xn−jXn+i)|.

Поэтому

Bn+p ≥ Bn − 2
m∑

j=0

m−j∑

i=0

|E(Xn−jXn+i)| ≥ Bn − 2
m∑

j=0

m−j∑

i=0

(
EX2

n−jEX
2
n+i

)1/2
. (8)

Для любого целого фиксированного p имеем

EX2
n+p

Bn
=
EX2

n+p

Bn+p

Bn+p

Bn+p−1
· · · Bn+1

Bn
→ 0 (n→ ∞) (9)

вследствие (4) и (7). Из (8) и (9) следуют неравенства

Bn+s ≥ Bn


1− 2

m∑

j=0

m−j∑

i=0

(
EX2

n−j

Bn

EX2
n+i

Bn

)1/2

 ,

Bn+s ≥ Bn(1− ε) (10)

для любых ε > 0, s ≥ 1 и всех достаточно больших n. Таким образом, последователь-
ность {Bn} удовлетворяет условию А.

Неравенство (10) сохраняет силу, если в нем заменить Bn на χ(n) =
(2Bn log logBn)

1/2. Таким образом, последовательность an = χ(n) удовлетворяет
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условию А. Условие (1) теоремы 1 также выполнено в силу (5) для Yn = Sn и
an = χ(n). По теореме 1 справедливо соотношение (6).

Теорема 2 сохраняет силу, если в ней заменить условие m-ортогональности усло-
вием m-зависимости (с сохранением остальных условий теоремы) или даже более
слабым условием попарной m-зависимости. Полученный таким образом результат
представляет собой обобщение теоремы 2 из [3], в которой предполагались выполнен-
ными условия (3) и (4), а вместо (5) было наложено следующее условие: для любого
b > 1 существуют положительные постоянные C и δ, такие что выполняется неравен-
ство

P

(
max

1≤k≤n
Sk ≥ bχ(n)

)
≤ C (logBn)

−1−δ

для всех достаточно больших n. Теорема из [2] отличается от последнего результата
заменой условия m-зависимости условием m-ортогональности.
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Some sufficient conditions are obtained for the applicability of the law of the iterated logarithm to sequences
of dependent random variables. By means of this result we get a theorem on the law of the iterated
logarithm for a sequence of m-orthogonal random variances. Refs 3.
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