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Данная статья продолжает работу авторов, в которой построены уравнения первого по-
рядка приближения для погранслоя в окрестности условного фронта поверхностных волн Рэлея
в оболочках вращения при ударных нормальных поверхностных нагрузках. Поскольку первый
порядок асимптотического приближения недостаточен для определения всех компонент напря-
женно-деформированного состояния, в статье строятся уточненные асимптотические уравне-
ния, позволяющие с асимптотической погрешностью порядка относительной толщины оболоч-
ки построить решения для всех компонент перемещений и напряжений. Библиогр. 10 назв.
Ил. 2.

Ключевые слова: оболочки вращения, асимптотические методы, ударные нагрузки, сим-
волический метод Лурье, волна Рэлея, погранслой.

В работе [1] построены уравнения первого порядка приближения для погранслоя
в окрестности условного фронта поверхностных волн Рэлея в оболочках вращения
при осесимметричных ударных нормальных поверхностных нагрузках. Рассматри-
ваемый погранслой используется в общей асимптотической схеме расчленения неста-
ционарного напряженно-деформированного состояния (НДС) на составляющие с раз-
личными показателями изменяемости [2–10]. Представленный в работе [1] асимпто-
тический вывод уравнений рассматриваемого погранслоя позволил получить эллип-
тические уравнения, описывающие изменение погранслоя по толщине, и гиперболи-
ческие уравнения, задающие граничные условия на поверхностях оболочки. Однако
анализ показал, что первый порядок асимптотического приближения недостаточен
для определения всех компонент НДС. Поэтому в данной статье строятся уточненные
асимптотические уравнения, позволяющие с асимптотической погрешностью порядка
относительной толщины оболочки построить решения для всех компонент перемеще-
ний и напряжений.

Приведем постановку задачи в соответствии с [1].

Рис. 1. Оболочка вращения.

Рассмотрим оболочку вращения, изображенную на рис. 1. Введем обозначения:
α— длина дуги вдоль образующей срединной поверхности, θ— угол в окружном на-
правлении, z — внешняя нормаль к срединной поверхности. Обозначим напряжения и
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перемещения как σij и vi (i = 1, 2, 3) соответственно. Граничные условия на лицевых
поверхностях рассмотрим в виде

σ33 = −P (α, t), σ13 = 0 при z = ±h, (1)

где h— полутолщина оболочки, t— время. Рассмотрим однородные начальные усло-
вия

vi =
∂vi
∂t

= 0 (i = 1, 2, 3) при t = 0. (2)

Введем безразмерные переменные

ξ =
α

h
, ζ =

z

h
, τ =

tc2
h
, c2 =

√
E

2(1 + ν)ρ
, (3)

где E, ν, ρ— модуль Юнга, коэффициент Пуассона и плотность материала оболочки
соответственно. Разрешающие динамические уравнения в безразмерных координатах
приведены в [1]. Аналогично случаю цитируемой статьи рассматриваем данный тип
НДС как коротковолновый (в общем случае коротковолновый тип НДС описан в [3])
и представляем его в виде комбинации симметричной и антисимметричной составля-
ющих. При этом асимптотически главной составляющей в случае граничных условий
(1) является симметричная компонента. Приведем разрешающие уравнения для этой
компоненты:

æ−2 ∂
2v1
∂ξ2

+
∂2v1
∂ζ2

+
1

1− 2ν

∂2v3
∂ξ∂ζ

− ∂2v1
∂τ2

+ ηæ−2B
′

B

∂v1
∂ξ

= 0,

1

1− 2ν

∂2v1
∂ξ∂ζ

+
∂2v3
∂ξ2

+æ−2 ∂
2v3
∂ζ2

− ∂2v3
∂τ2

+ η

(
1

1− 2ν

B′

B

∂v1
∂ζ

+
B′

B

∂v3
∂ξ

)
= 0,

σ11 =
E

2(1 + ν)æ2h

(
∂v1
∂ξ

+
ν

1− ν

∂v3
∂ζ

+ η
ν

1− ν

B′

B
v1

)
, (4)

σ33 =
E

2(1 + ν)æ2h

(
ν

1− ν

∂v1
∂ξ

+
∂v3
∂ζ

+ η
ν

1− ν

B′

B
v1

)
,

σ13 =
E

2(1 + ν)h

(
∂v1
∂ζ

+
∂v3
∂ξ

)
,

где B — расстояние до оси вращения, æ2 = (1 − 2ν)/(2− 2ν), η = h/R— малый пара-
метр, R— характерное значение радиуса кривизны.

Построим уравнения погранслоя с помощью символического метода Лурье. Вве-
дем операторы ∂ξ = ∂/∂ξ, ∂τ = ∂/∂τ . Решая систему (4) как систему обыкновенных
дифференциальных уравнений по ζ, выпишем следующую форму общего решения,
более простую по сравнению с соответствующей формой в [1]:

v1 = ∂ξe
i(1+ζ)α1D1 + ∂ξe

i(1−ζ)α1D2 + β1e
i(1+ζ)β1D3 + β1e

i(1−ζ)β1D4,

v3 = iα1e
i(1+ζ)α1D1 − iα1e

i(1−ζ)α1D2+

+i

(
∂ξ + η

B′

B

)
ei(1+ζ)β1D3 − i

(
∂ξ + η

B′

B

)
ei(1−ζ)β1D4,

(5)

где Di — произвольные параметры, α2
1 = ∂2ξ − æ2∂2τ + ηB′

B ∂ξ, β
2
1 = ∂2ξ − ∂2τ + ηB′

B .
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Как и в [1], интерпретация символического решения (5) основывается на прямой
аналогии представленного символического решения и изображения двойного инте-
грального преобразования Лапласа (по времени) и Фурье (по продольной координа-
те) при ∂τ ∼ s, ∂ξ ∼ iχ, где s и χ— параметры преобразования Лапласа и Фурье.
При этом слагаемые с множителями (1 − ζ) и (1 + ζ) в показателях степени экс-
поненты соответствуют волнам, инициируемым лицевыми поверхностями ζ = ±1 и
распространяющимся в отрицательном и положительном направлениях оси ζ соот-
ветственно.

Подставляя полученные операторные решения в граничные условия на лицевых
поверхностях, получим следующую систему алгебраических уравнений для Di:

γ21D1 + γ21e
i2α1D2 +

(
∂ξ + η

B′

B

)
β1D3 +

(
∂ξ + η

B′

B

)
β1e

i2β1D4 =
(1 + ν)h

E
P,

∂ξα1D1 − ∂ξα1e
i2α1D2 + γ21D3 − γ21e

i2β1D4 = 0,

γ21e
i2α1D1 + γ21D2 +

(
∂ξ + η

B′

B

)
β1e

i2β1D3 +

(
∂ξ + η

B′

B

)
β1D4 =

(1 + ν)h

E
P,

∂ξα1e
i2α1D1 − ∂ξα1D2 + γ21e

i2β1D3 − γ21D4 = 0,

(6)

где γ21 = ∂2ξ − ∂2τ/2 + ηB′

B ∂ξ.
Получим уточненное, по сравнению с [1], приближение уравнений для гранич-

ных условий. Пренебрежем в (6) членами с множителями ei2α1 , ei2β1 . Это соответ-
ствует пренебрежению в асимптотике для первого корня уравнения Рэлея—Лэмба [1]
при χ → ∞ членами с множителями e−2αχ, e−2βχ (a =

√
1− æ2æ2

R, b =
√
1− æ2

R,

æR = cR/c2, cR — скорость поверхностных волн Рэлея, c2 =
√
E/2(1 + ν)ρ) по срав-

нению с первым членом æRχ, играющим главную роль в формировании решения в
окрестности условного фронта поверхностных волн Рэлея.

Рассмотрим большие значения времени, когда τ ≫ 1, т. е. когда фронты волн
проходят расстояние, много большее толщины оболочки: τ = O(T ), T ≫ 1 (при T =
O(1/η) фронты волн проходят вдоль срединной поверхности расстояние, соизмеримое
с характерным значением радиусов кривизн R). Введем новый малый параметр ε и
масштабированные переменные y, τ0:

y =
ξ − æRτ

ε
, τ0 = ετ, ε =

1

T
. (7)

Введем также новые операторы ∂y, ∂τ0 по формулам

∂y =
∂

∂y
, ∂τ0 =

∂

∂τ0
. (8)

Переходя в асимптотически упрощенном варианте уравнений (6) к новым опе-
раторам (8) и раскладывая полученные уравнения в ряд по малому параметру ε,
оставим в них асимптотически главные части:

(
2ε∂y∂τ0 + ηK

B′

B
∂y

)
Di =

(1 + ν)h

E

æRBω√
1− æ2

R

P, i = 3, 4,

(
a∂2y + ε

æ2æ2
R

a
∂y∂τ0 + η

1

2a

B′

B
∂y

)
Di+

+

(
g∂2y + εæR∂y∂τ0 + η

B′

B
∂y

)
Di+2 = 0, i = 1, 2, (9)
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где

K = 2 + æRBω, g = 1− æ2
R/2, Bω = 2

[
æR

1− æ2
R

+
ææR

1− æ2æ2
R

− 4æR

2− æ2
R

]−1

.

Выпишем асимптотическое представление выражений для перемещений и напря-
жений в новых операторах. Анализ показывает, что в выражениях для перемещений
и напряжения σ13 достаточно рассмотреть асимптотически главные части, а в вы-
ражении для напряжения σ33 необходимо учитывать малые члены порядков O(η) и
O(ε):

v1 = ∂ye
ia(1+ζ)∂yD1 + ∂ye

ia(1−ζ)∂yD2 + b∂ye
ib(1+ζ)∂yD3 + b∂ye

ib(1−ζ)∂yD4,

v3 = ia∂ye
ia(1+ζ)∂yD1 − ia∂ye

ia(1−ζ)∂yD2 + i∂ye
ib(1+ζ)∂yD3 − i∂ye

ib(1−ζ)∂yD4,

σ33 = − E

(1 + ν)h

[
L1e

ia(1+ζ)∂yD1 + L1e
ia(1−ζ)∂yD2 + L2e

ib(1+ζ)∂yD3 + L2e
ib(1−ζ)∂yD4

]
,

(10)

σ13 = i
E

(1 + ν)h

[
a∂2ye

ia(1+ζ)∂yD1−a∂2yeia(1−ζ)∂yD2+g∂
2
ye

ib(1+ζ)∂yD3−g∂2yeib(1−ζ)∂yD4

]
,

где операторы L1, L2 определяются выражениями

L1 = g∂2y + εæR∂y∂τ0 + η
B′

B
∂y,

L2 = b∂2y + ε
æR

b
∂y∂τ0 + η

(
b+

1

2b

)
B′

B
∂y.

Как и в [1], введем объемные и сдвиговые потенциалы Ламе ϕ1, ϕ2 и ψ1, ψ2.
Здесь индексами «1» и «2» будем обозначать положительное и отрицательное по ζ
направления распространения возмущений. Вид операторных представлений потен-
циальных функций

ϕi = eia(1±ζ)∂ξDi, ψi = eib(1±ζ)∂ξDi+2, i = 1, 2, (11)

показывает, что в исходных размерных координатах они определяются эллиптиче-
скими уравнениями вида

a2
∂2ϕi

∂α2
+
∂2ϕi

∂z2
= 0, (12)

b2
∂2ψi

∂α2
+
∂2ψi

∂z2
= 0, i = 1, 2,

при следующих граничных условиях:

∂2ψi

∂α2
− 1

c2R

∂2ψi

∂t2
+ η

1

æ2
R

B′

B

∂ψi

∂α
=

(1 + ν)Bω

EhæRb
P, z = ±h,

(
a+

æ2æ2
R

2a

)
∂2ϕi

∂α2
− æ2æ2

R

2a

1

c2R

∂2ϕi

∂t2
+ η

1

2a

B′

B

∂ϕi

∂α
+

+

(
g +

æ2
R

2

)
∂2ψi

∂α2
− æ2

R

2

1

c2R

∂2ψi

∂t2
+ η

B′

B

∂ψi

∂α
= 0, z = ±h. (13)
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Перемещения и напряжения выражаются через потенциальные функции по фор-
мулам

v1 = h

(
∂ϕ1

∂α
+
∂ϕ2

∂α
+ b

∂ψ1

∂α
+ b

∂ψ2

∂α

)
,

v3 = h

(
∂ϕ1

∂z
+
∂ϕ2

∂z
+

1

b

∂ψ1

∂z
+

1

b

∂ψ2

∂z

)
,

σ33 = − Eh

1 + ν
[L3(ϕ1) + L3(ϕ2) + L4(ψ1) + L4(ψ2)] ,

σ13 =
Eh

1 + ν

(
∂2ϕ1

∂α∂z
+
∂2ϕ2

∂α∂z
+
g

b

∂2ψ1

∂α∂z
+
g

b

∂2ψ2

∂α∂z

)
,

(14)

Рис. 2. Графики зависимости напряжения σ33 от продольной коор-
динаты ξ в момент времени τ = 10 при L = 0.25 и при различных значе-
ниях нормальной координаты ζ = −0.99 (a), ζ = −0.6 (b), ζ = 1.0 (c).
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где операторы L3, L4 определяются выражениями

L3 =

(
g +

æ2
R

2

)
∂2

∂α2
− æ2

R

2

1

c2R

∂2

∂t2
+ η

B′

B

∂

∂α
,

L4 =

(
b+

æ2
R

2b

)
∂2

∂α2
− æ2

R

2bc2R

∂2

∂t2
+ η

(
b+

1

2b

)
B′

B

∂

∂α
.

Рассмотрим в качестве примера искомое приближение той части эллиптического
погранслоя в цилиндрической оболочке, которая инициирована поверхностью z = −h
при P = pH(L − ξ)H(τ) (ξ > 0) и P = pH(L + ξ)H(τ) (ξ 6 0), где p, L— посто-
янные, H — единичная функция Хевисайда. Использование аппарата интегрального
преобразования Фурье по пространственной переменной α и преобразования Лапласа
по времени дает следующее выражение для асимптотически главной составляющей
нормального напряжения в искомой области квазифронта ξ = æRτ + L:

σ33 = p
Bω

πæR

[
− arctg

(
2La(1 + ζ)

a2(1 + ζ)2 − L2 + (ξ − æRτ)2

)
+

+ arctg

(
2Lb(1 + ζ)

b2(1 + ζ)2 − L2 + (ξ − æRτ)2

)]
.

Представленные на рис. 2 графики зависимости напряжения σ33 от продольной
координаты ξ показывают решение в окрестности условных фронтов поверхностных
волн Рэлея ξ = æRτ +L, ξ = æRτ −L. Из графиков видно, как убывают решения при
удалении от этих условных фронтов и как эволюционирует решение в зависимости
от нормальной координаты. Если при ζ = −0.99 решение близко к нулю (исключая
скачки на квазифронтах) вследствие условия свободных лицевых поверхностей, то
при ζ = −0.6 оно стремительно возрастает, значительно убывая на противоположной
лицевой поверхности ζ = 1. Таким образом, предположение о возможности раздельно-
го исследования волн, инициируемых противоположными лицевыми поверхностями,
полностью оправдывается.
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REFINED EQUATIONS OF ELLYPTIC BOUNDARY LAYER IN SHELLS OF
REVOLUTION UNDER NORMAL SHOCK SURFACE LOADING
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The first order approximations for boundary layer in the vinicity of the surface Rayleigh wave front in shells
of revolution under shock surface loads were obtained. The proposed approach for asymptotic constructing
of boundary layer equations allowed to obtain ellyptic equations describing boundary layer variation
by thichness and hyperbolic equations defining boundary conditions on the shell surface. However, the
analysis shows that first order approximations are insufficient for derivig all stress-strain state components.
Therefore, the refined asymptotic equations were constructed, which allows to obtain all stress-strain
components with the accuracy of realtive thichness of the shell. Refs 10. Figs 2.

Keywords: shell of revolution, asymptotic methods, shock loading, symbolic method Lourier, Rayleigh
wave, boundary layer.
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