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В статье рассмотрены вопросы, связанные с определением светового давления на косми-
ческие оптически выпуклые конструкции. Представлено соотношение для элементарной силы
светового давления, действующей на бесконечно малый элемент поверхности космической кон-
струкции оптически выпуклой геометрии с учетом того, что некоторые части этой конструкции
могут находиться в тени. Выведено представление элементарной силы светового давления в ви-
де рядов на основе разложения функции модуля в ряд по полиномам Чебышёва первого рода.
Получены тензорные соотношения, описывающие форму и оптические свойства поверхности
независимо от ее ориентации. Для выведенных тензорных соотношений записаны выражения
для главного вектора и главного момента сил светового давления на космическую конструк-
цию. Представленные соотношения проверены на примере плоского двухстороннего солнечного
паруса. Полученные результаты возможно использовать при анализе динамики центра масс
космических аппаратов и вокруг центра масс под действием светового давления, для разра-
ботки адаптивных систем управления спутниками, которые бы учитывали световое давление.
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1. Введение. Настоящая работа связана с расчетом влияния силы светового
давления на космические конструкции. Явление светового давления было впервые
предсказано Дж. К. Максвеллом на основании его теории электромагнетизма [1]. Экс-
периментальным путем световое давление было обнаружено П. Н. Лебедевым [2, 3].
Впервые предложил использовать силу светового давления для полетов в космиче-
ском пространстве Ф. А. Цандер в середине 20-х годов XX века [4]. Если говорить о
теме солнечных парусов, достаточно полный обзор современного состояния разрабо-
ток содержит монография К. Макиннеса [5].

Явление светового давления, помимо астрофизических приложений, продолжали
рассматривать с точки зрения динамики центра масс космического аппарата (КА).

∗Работа выполнена в рамках работы над космическим экспериментом «Парус–МГТУ».
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Библиография по изучению светового давления весьма обширна и насчитывает сот-
ни наименований работ. Мы укажем лишь несколько основополагающих. Среди став-
ших классическими можно выделить труды таких ученых, как П. Е. Эльясберг [6],
М. Б. Балк [7], А. П. Скопцов [8], В. В. Белецкий [9], В. И. Левантовский [10] и др.
Большой вклад в развитии отечественной школы астродинамики солнечных пару-
сов сделала Е. Н. Поляхова [11, 12].

Рассматривалась также задача динамики КА вокруг центра масс под действием
момента сил светового давления, например, для стабилизации ориентации КА в меж-
планетном пространстве. Основополагающими можно считать работы А. А. Карымо-
ва [13], Б. В. Раушенбаха и Е. Н. Токаря [14], В. И. Попова [15]. Среди вышедших в
последние годы работ можно отметить труды В. Н. Лихачева, В. В. и Вас. В. Сазоно-
вых, А. И. Ульяшина, М. М. Комарова, Д. Н. Климович, Я. Г. Сапункова, Ю. Н. Чел-
нокова и др. [16–22]. Недавно вышла монография [23], где приведено приближенное
выражение для момента сил светового давления на осесимметричное тело.

Следует подчеркнуть, что Б. В. Раушенбах и Е. Н. Токарь указали на сложность
вычисления момента сил светового давления в случаях, если форма внешней по-
верхности КА сложна, если форма поверхности КА будет меняться при изменении
ориентации аппарата относительно Солнца, если различные части поверхности име-
ют различные коэффициенты отражения, в особенности в аналитической постанов-
ке [14, с. 172]. Возможно сделать аналогичное утверждение и для главного вектора
сил светового давления.

В рамках разработки теории светового давления на космические объекты были
получены результаты, согласно которым для определения главного вектора и главно-
го момента сил светового давления возможно отделить описание конструкции от ее
ориентации (работы Д. Ширса, Л. Риос-Райса, Дж. Макмахона и др. [24–31]). Указан-
ные авторы развивают тензорный подход к описанию светового давления. Тензорный
подход также развивается и другими исследователями [32, 33]. Настоящая работа вы-
полнена в рамках тензорного подхода к описанию сил светового давления и является
продолжением исследований автора [34–36]. Целью работы является разработка пер-
спективного метода для расчета светового давления на космические конструкции.

2. Элементарная сила светового давления. Как было показано в работах [24,
36], возможно записать аналитические выражения для главного вектора и главного
момента сил светового давления на поверхность КА при допущении, что ориентация
КА не изменяется существенно в процессе его полета, то есть, например, если не
изменяется набор освещенных поверхностей.

Выражения для элементарной силы светового давления на бесконечно малый
элемент dA в векторной постановке плоской задачи в рамках модели зеркально-диф-
фузной схемы отражения были впервые получены в 1980-х годах в пионерских моно-
графиях [37, 38]. В них проекции сил определялись в направлении нормали к теневой
стороне паруса. В нашей задаче мы пользуемся аналогичной записью по [5], где про-
екции записаны по нормали к освещенной стороне (см. рисунок):

dF = P (R)
[
−a0n̂− a1(n̂ · ŝ)ŝ + a2(n̂ · ŝ)n̂− 2a3(n̂ · ŝ)2n̂

]
dA. (1)

Обобщенные оптические параметры имеют вид

a0 =
εBσT 4

P (R)
; a1 = 1− ρs; a2 = Bρ(1 − s); a3 = ρs.
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Геометрическая схема взаимодействия свето-
вого излучения с частью поверхности A.

В данном случае используются следующие обозначения:

• P (R) = q0/c— световое давление на плоскую абсолютно черную площадку пер-
пендикулярно падающему излучению на расстоянии R от Солнца, причем Солн-
це принимается точечным источником, а световой поток на расстоянии R со-
ставляет q0 (приблизительно 1400 Вт/м2 для орбиты Земли), за c обозначена
скорость света в вакууме;

• n̂— единичный вектор местной нормали к поверхности КА;

• ŝ— единичный вектор, задающий направление от источника света в связанной
с КА системе координат;

• ε— коэффициент эмиссии или переизлучения элемента поверхности;

• σ— постоянная Стефана—Больцмана;

• T — температура элемента поверхности;

• B — коэффициент, равный 2/3 для диффузной рассеивающей поверхности (име-
ет смысл только для материалов, у которых отсутствует анизотропия оптиче-
ских свойств в зависимости от направления вдоль поверхности), в литературе
часто используется название «коэффициент Ламберта»;

• ρ— интегральный коэффициент отражения материала;

• s— степень зеркальности, показывающая, какая часть излучения отражается
зеркально, а какая — диффузно.

Напомним, что эта схема соответствует так называемой идеально отражающей
поверхности, т. е. поверхности, взаимодействие лучей с которой происходит строго по
законам геометрической оптики, хотя коэффициент отражения необязательно равен
единице.

Что касается последующей векторной разработки уравнения (1), необходимо за-
метить, что действие света на каждый элемент поверхности оптически выпуклого
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тела не зависит от свойств других элементов поверхности, причем суммарное дей-
ствие светового потока на тело определяется интегрированием локального воздей-
ствия на поверхность. При этом чаще всего употребляется принятая нами классиче-
ская зеркально-диффузная схема в предположении, что поверхность является изо-
тропной по отношению к параллельному потоку лучей от бесконечно удаленного то-
чечного источника светового излучения, а действия падающего и отраженного пото-
ков аддитивны. Здесь и далее под оптически выпуклой конструкцией будем пони-
мать оптически непрозрачную конструкцию выпуклой геометрической формы, если
для любого элемента поверхности dA не существует другого элемента поверхности, на
который бы попадали лучи света, отраженные или излученные исходным бесконечно
малым элементом.

Многие характеристики взаимодействия светового потока с поверхностью ана-
логичны тем, которые используются в аэродинамике разреженных газов. Поскольку
мы в (1) применили запись силы не через тригонометрические функции углов, а
через скалярные произведения векторов, а ниже мы применим тензоры к представ-
лению элементарной силы в виде рядов, следует напомнить, что тензорные методы
были разработаны В. В. Белецким для описания зеркально-диффузного взаимодей-
ствия КА с аэродинамическим потоком в книге [39].

В дальнейших построениях для оптически выпуклой конструкции будем считать,
что конструкция может принимать произвольную ориентацию относительно падаю-
щего солнечного излучения. Учет этого условия аналогичен замене в (1) выражения
n̂ · ŝ на отношение

n̂ · ŝ− |n̂ · ŝ|
2

.

Выражение выше можно интерпретировать как функцию освещенности в рабо-
тах Дж. Макмахона и Д. Ширса [28], [29, формула (15) и комментарии ниже], однако
указанные авторы были удовлетворены получившейся численно-аналитической тео-
рией. Действительно, если n̂ · ŝ > 0, получается, что площадка освещается с внутрен-
ней для нее стороны, чего не может быть. Запишем выражение (1) в новой постановке
задачи о произвольной ориентации нормали:

dF =
P (R)

2

(
− 2a0n̂− a1(n̂ · ŝ− |n̂ · ŝ|)ŝ+ a2(n̂ · ŝ− |n̂ · ŝ|)n̂− a3(n̂ · ŝ− |n̂ · ŝ|)2n̂

)
dA,

или, после преобразований,

dF =
P (R)

2

(
− 2a0n̂− a1(n̂ · ŝ)ŝ+ a2(n̂ · ŝ)n̂− 2a3(n̂ · ŝ)2n̂+

+ a1|n̂ · ŝ|ŝ− a2|n̂ · ŝ|n̂+ 2a3(n̂ · ŝ)|n̂ · ŝ|n̂
)
dA. (2)

3. Представление элементарной силы в виде рядов. Так как область зна-
чений n̂ · ŝ составляет [−1; 1], величину |n̂ · ŝ| возможно разложить в известный ряд
по многочленам Чебышёва первого рода [40]:

|n̂ · ŝ| = 2

π
− 4

π

∞∑

n=1

(−1)nT2n(n̂ · ŝ)
−1 + 4n2

=

= − 4

π

∞∑

n=1

n−1∑

k=0

(−1)n(−1)kn(2n− k − 1)!

(−1 + 4n2)k!(2n− 2k)!
4n−k(n̂ · ŝ)2(n−k). (3)

Вестник СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. Т. 4 (62). 2017. Вып. 1 149



После несложных преобразований запишем ряд (3) в следующем виде:

|n̂ · ŝ| =
∞∑

m=1

Bm(n̂ · ŝ)2m, (4)

где

Bm = − (−1)m4m+1

π(2m)!

∞∑

n=m

n(n+m− 1)!

(−1 + 4n2)(n−m)!
. (5)

Ряды в выражении (5) расходятся, однако для любого конечного числа членов
ряда при окончательном суммировании (4) мы получаем сходящуюся последователь-
ность. В дальнейшем при рассмотрении сумм бесконечных рядов будем подразуме-
вать, что для них либо взято конечное число членов ряда, либо была произведена
перенормировка, если это допустимо. Анализ возможности перенормировки указан-
ных рядов выходит за рамки рассматриваемой задачи.

Подставим соотношение (4) в (2) и получим выражение для элементарной силы
светового давления в виде рядов:

dF =
P (R)

2

(
− 2a0n̂− a1(n̂ · ŝ)ŝ+ a2(n̂ · ŝ)n̂− 2a3(n̂ · ŝ)2n̂+

+ a1

Nmax∑

m=1

Bm(n̂ · ŝ)2mŝ− a2

Nmax∑

m=1

Bm(n̂ · ŝ)2mn̂+ 2a3

Nmax∑

m=1

Bm(n̂ · ŝ)2m+1
n̂

)
dA. (6)

4. Главный вектор и главный момент сил светового давления. Используя
подход, приведенный в работе [36], запишем следующие соотношения:

(n̂ · ŝ) . . . (n̂ · ŝ)︸ ︷︷ ︸
p

n̂ = (n̂⊗ n̂⊗ . . .⊗ n̂︸ ︷︷ ︸
p+1

) · ŝ · . . . · ŝ︸ ︷︷ ︸
p

= J p+1
A · ŝ · . . . · ŝ︸ ︷︷ ︸

p

;

(n̂ · ŝ) . . . (n̂ · ŝ)︸ ︷︷ ︸
p

ŝ = (n̂⊗ n̂⊗ . . .⊗ n̂︸ ︷︷ ︸
p

⊗E2) · ŝ · . . . · ŝ︸ ︷︷ ︸
p+1

= J p+2
B · ŝ · . . . · ŝ︸ ︷︷ ︸

p+1

,

где J p+1
A и J p+2

B — некоторые тензоры в евклидовом пространстве ранга p+1 и p+2
соответственно.

Запишем (6) в новых тензорных обозначениях:

dF =
P (R)

2

(
− 2a0n̂− a1J 3

B · ŝ · ŝ+ a2J 2
A · ŝ − 2a3J 3

A · ŝ · ŝ+

+ a1

Nmax∑

m=1

BmJ 2m+2
B · ŝ · . . . · ŝ︸ ︷︷ ︸

2m+1

−a2
Nmax∑

m=1

BmJ 2m+1
A · ŝ · . . . · ŝ︸ ︷︷ ︸

2m

+

+ 2a3

Nmax∑

m=1

BmJ 2m+2
A · ŝ · . . . · ŝ︸ ︷︷ ︸

2m+1

)
dA. (7)

Группируя в (7) члены бесконечных сумм между собой, вводя дополнительные
обозначения, получим выражение для силы светового давления на элементарную
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площадку, которая воспринимает только то излучение, которое падает на внешнюю
сторону:

dF = P (R)

(
J 1 +

Nmax∑

n=2

J n · ŝ · . . . · ŝ︸ ︷︷ ︸
n−1

)
dA, (8)

где

J 1 = −a0n̂; J 2 =
1

2
a2J 2

A; J 3 =
1

2

(
− a1J 3

B − 2a3J 3
A −B1a2J 3

A

)
;

J n =
1

2

(
−Bn−1

2

1− (−1)n

2
a2J n

A +Bn−2
2

1 + (−1)n

2
(a1J n

B + 2a3J n
A )

)
, n > 3;

J n
A = n̂⊗ . . .⊗ n̂︸ ︷︷ ︸

n

; J n
B = n̂⊗ . . .⊗ n̂︸ ︷︷ ︸

n−2

⊗E2,

где E2 — единичный тензор второго ранга.
Введем тензор R2 следующим образом:

r× a = R2 · a. (9)

Очевидно, что тензор R2 из (9) является кососимметричным и может быть пред-
ставлен в матричном виде:

R2 =




0 −r3 r2
r3 0 −r1
−r2 r1 0


 .

Для записи выражения элементарного момента будем использовать соотношения:

(n̂ · ŝ) . . . (n̂ · ŝ)︸ ︷︷ ︸
p

(R2 · n̂) = (n̂⊗ n̂⊗ . . .⊗ n̂︸ ︷︷ ︸
p

⊗R2 · n̂) · ŝ · . . . · ŝ︸ ︷︷ ︸
p

= Lp+1
A · ŝ · . . . · ŝ︸ ︷︷ ︸

p

;

(n̂ · ŝ) . . . (n̂ · ŝ)︸ ︷︷ ︸
p

(R2 · ŝ) = (n̂⊗ n̂⊗ . . .⊗ n̂︸ ︷︷ ︸
p

⊗R2) · ŝ · . . . · ŝ︸ ︷︷ ︸
p+1

= Lp+2
B · ŝ · . . . · ŝ︸ ︷︷ ︸

p+1

.

Выразив силу (6) в новых тензорных обозначениях, запишем ее момент:

dM = r× dF = R2 · dF =
P (R)

2

(
− 2a0R2 · n̂− a1L3

B · ŝ · ŝ+ a2L2
A · ŝ−

− 2a3L3
A · ŝ · ŝ+ a1

Nmax∑

m=1

BmL2m+2
B · ŝ · . . . · ŝ︸ ︷︷ ︸

2m+1

−a2
Nmax∑

m=1

BmL2m+1
A · ŝ · . . . · ŝ︸ ︷︷ ︸

2m

+

+ 2a3

Nmax∑

m=1

BmL2m+2
A · ŝ · . . . · ŝ︸ ︷︷ ︸

2m+1

)
dA,

где

Ln
A = n̂⊗ . . .⊗ n̂︸ ︷︷ ︸

n−1

⊗R2 · n̂; Ln
B = n̂⊗ . . .⊗ n̂︸ ︷︷ ︸

n−2

⊗R2.
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После преобразований, аналогичным использовавшимся при выводе соотноше-
ния для силы, получим выражение для момента от элементарной силы светового
давления:

dM = P (R)

(
L1 +

Nmax∑

n=2

Ln · ŝ · . . . · ŝ︸ ︷︷ ︸
n−1

)
dA,

где

L1 = −a0(R2 · n̂); L2 =
1

2
a2L2

A; L3 =
1

2

(
− a1L3

B − 2a3L3
A −B1a2L3

A

)
;

Ln =
1

2

(
−Bn−1

2

1− (−1)n

2
a2Ln

A +Bn−2
2

1 + (−1)n

2
(a1Ln

B + 2a3Ln
A)

)
, n > 3.

Проинтегрируем выражения (8) и (4) по всей поверхности и введем следующие
обозначения:

In =

∫

A

J ndA; Kn =

∫

A

LndA, n > 1.

Получим выражения для главного вектора и главного момента сил светового
давления на произвольное оптически выпуклое тело:

F = P (R)

(
I1 +

Nmax∑

n=2

In · ŝ · . . . · ŝ︸ ︷︷ ︸
n−1

)
; (10)

M = P (R)

(
K1 +

Nmax∑

n=2

Kn · ŝ · . . . · ŝ︸ ︷︷ ︸
n−1

)
.

5. Сила светового давления на плоский двусторонний солнечный па-
рус. Рассмотрим плоскую пластину бесконечно малой толщины бесконечно боль-
шой теплопроводности, отражающую излучение только зеркально, при этом тем-
пература пластины T поддерживается постоянной с помощью некоторого устрой-
ства. Площадь пластины равна A, пластина лежит в плоскости Ox1x2. Коэффи-
циент отражения верхней части пластины — ρ1, коэффициент отражения нижней
части пластины — ρ2. Степень черноты верхней и нижней частей одинакова. По-
ложительное направление нормали для верхней части пластины зададим вектором
n̂1 = n̂ = (0, 0, 1)T . Для обратной стороны пластины вектор нормали соответственно
равен n̂2 = (0, 0,−1)T = −n̂.

Так как степень черноты обеих сторон пластины одинакова, все компоненты тен-
зора I1 равны нулю. Так как диффузное отражение отсутствует, имеем a2 = 0, поэто-
му пренебрегаем всеми частями соотношений, где бы участвовал данный параметр.
В частности, отсюда следует равенство I2 = 0.

Соотношения между тензорами JA и JB для верхней и нижней сторон соответ-
ственно возможно записать следующим образом:

J n
A2 = (−1)nJ n

A1 = (−1)nJ n
A ; J n

B2 = (−1)n−2J n
B1 = (−1)nJ n

B .
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Сначала рассмотрим вариант ориентации падающего излучения относительно
пластины, когда оно падает перпендикулярно на верхнюю сторону, то есть когда
вектор ориентации равен ŝ = (0, 0,−1)T . В таком случае в выражении (10) нам необ-
ходимо записать лишь некоторые компоненты тензоров I:

I3333 = −1

2
A(ρ1 − ρ2); I2n3 . . . 3

︸ ︷︷ ︸

2n

=
1

2
Bn−1(2 + ρ1 + ρ2).

Легко показать, что F1 = F2 = 0, а третья компонента главного вектора будет
определяться следующим соотношением:

F3 = P (R)A

(
−1

2
(ρ1 − ρ2)−

1

2
(2 + ρ1 + ρ2)

Nmax∑

n=2

Bn−1

)
≈ −P (R)A(1 + ρ1),

что совпадает с общеизвестным классическим выражением для светового давления на
зеркальную пластину, в том числе с приведенным в соотношении для силы светового
давления на зеркальный солнечный парус [4, 5, 12].

Задавая вектор ориентации ŝ = (0, 0, 1)T , получим F1 = F2 = 0 и

F3 = P (R)A

(
−1

2
(ρ1 − ρ2) +

1

2
(2 + ρ1 + ρ2)

Nmax∑

n=2

Bn−1

)
≈ P (R)A(1 + ρ2),

что также совпадает с известным решением.

6. Заключение. Мы получили выражения, в которых описание геометрии и
свойств поверхности конструкции явным образом отделено от описания ориентации
конструкции относительно падающего излучения. Приведенные выражения позво-
ляют, вычислив компоненты тензоров I и K один раз, далее, например в расчетах
баллистики или в расчетах динамики КА вокруг центра масс, использовать лишь
простое скалярное произведение тензоров I и K на вектор ориентации необходимое
число раз. Следует отметить, что в рамках приведенного подхода также возможно
получить параметризированные соотношения для F и M, например, в целях решения
ряда оптимизационных задач. Запись выражений для главного вектора и главного
момента светового давления в виде рядов по многочленам Чебышёва первого рода,
которые можно представить в виде рядов по тензорам возрастающего ранга, ранее
в литературе автору не встречалась. Д. Ширс [28] представил разложение главного
вектора и главного момента в рядах Фурье как функцию ориентации, однако раз-
работанный им подход требует значительных вычислительных ресурсов при расчете
функции освещенности, тогда как в излагаемом в данной работе подходе вопрос с
освещенностью отдельного элемента решается естественным образом ввиду использо-
вания разложения по многочленам Чебышёва. Подобный подход к описанию свойств
объекта с помощью тензорных параметров высокого ранга можно встретить в дру-
гих областях механики, например при анализе меры анизотропной поврежденности
материала [41]. Данные соотношения позволяют путем перехода в выражениях для
определения I и K от интегралов к конечным суммам по плоским элементам полу-
чить универсальный расчетный метод для определения главного вектора и главного
момента светового давления на оптически выпуклую космическую конструкцию.
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THE RESULTANT VECTOR AND PRINCIPAL MOMENT OF LIGHT RADIATION
PRESSURE UPON AN OPTICALLY CONVEX SPACE STRUCTURE
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Russian Federation; nick.nerovny@bmstu.ru

In this paper we discuss the questions related to determination of light radiation pressure upon a space
structures of optically convex shape. The equation for force from light pressure acting upon an space
optically convex structure’s surface infinitesimal element is given with assumption that the surface may
be shadowed partly. We derive the infinitesimal light radiation force as a series based on representation
of absolute value function as a series of Chebyshev polynomials of first kind. We also obtain the tensor
equations which describe the shape and the optical properties of a surface independently from its attitude.
For these tensor equations we presented the equations for resultant vector and principal moment of light
radiation pressure on the space structure. We also provide an example equations for flat two-sided solar
sail. These results can be used for the analysis of dynamics of a center of gravity and around center of
mass of a space structures, and also for the development of adaptive control systems of satellites which
can take solar pressure into account. Refs 41. Figs 1.

Keywords: solar sail, light pressure, resultant vector, principal moment.
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